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本 书 系统 介绍 微分 方程 及 其 应 用 ， 内 容 丰 富 ， 分析 透彻 。 前 半 部 分 重点 介绍 常 微分 方程 
和 常 微分 方程 组 ， 后 半 部 分 重点 讲述 偏 微分 方程 的 初步 理论 ， 分别 从 定性 分 析 、 解 析 分 析 和 
数值 分 析 三 个 角度 由 浅 入 深 、 徐 徐 展开 . 另外 ， 本 书 的 每 一 章 都 包含 丰富 的 范例 ， 安 排 了 适 
RAJE. 并且 介绍 了 如 何 使 用 计算 机 来 求解 微分 方程 ， 兼 顾 了 理论 性 和 实用 性 . 

本 书 可 作为 数学 、 工 程 技术 、 自 然 科学 、 计 算 机 科学 等 专业 本 科 生 的 教材 和 参考 书 ， 也 可 
作为 广大 数学 爱好 者 的 自学 教材 . 
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译 者 序 

我 在 读 研 究 生 时 开始 涉足 微分 方程 的 研究 ， 至 今 已 有 20 多 年 ， 微 分 方程 以 及 相关 的 最 优 
控制 问题 目前 仍 是 我 的 主要 研究 领域 之 一 ， 之 所 以 翻译 这 本 书 ， 是 因为 数 月 前 我 的 一 个 研究 生 
偶 得 此 书 ， 细 细 阅 读 之 下 发 现 这 本 书 非常 适 于 本 科 生 和 广大 数学 爱好 者 作为 人 门 或 自学 的 教 
М. 它 没有 采用 过 于 理论 化 的 方式 ， 而 是 以 直观 、 易 读 的 方式 表述 ， 示 例 丰 富 、 内 容 全 面 、 条 
理 清 晰 ， 不 难看 出 这 是 作者 多 年 教学 经 验 的 结晶 . 

微分 方程 是 近代 数学 的 一 个 十 分 重要 的 学 科 分 支 ， 随 着 现代 社会 的 发 展 ， 无 论 是 在 工程 、 
宇航 等 自然 科学 领域 ， 还 是 在 经 济 、 金 融 等 社会 科学 领域 ， 微 分 方程 都 有 着 十 分 广泛 的 应 用 . 
尤其 是 在 经 济 和 金融 研究 领域 ， 微 分 方程 及 其 应 用 似乎 已 经 是 不 可 或 缺 ， 关 于 金融 衡 生 产品 定 
价 的 Black-Scholes 方程 便 是 一 个 典型 的 例子 ， 在 金融 界 这 个 方程 几乎 人 所 皆 知 ， 耳 熟 能 详 ， 
另外 ， 徽 分 方程 在 保险 领域 的 应 用 也 在 逐渐 深入 ， 不 难 预见 ， 微 分 方程 理论 及 其 应 用 今后 仍 将 
在 自然 科学 和 社会 经 济 的 各 个 领域 中 发 挥 重要 的 作用 . 

这 本 教材 从 微分 方程 的 基本 概念 讲 起 ， 前 半 部 分 重点 介绍 了 常 微分 方程 和 常 微分 方程 组 ， 
而 后 半 部 分 (从 第 12 章 开始 ) 重 点 讲述 了 偏 微 分 方程 的 初步 理论 ， 分 别 从 定性 分 析 、 解 析 分 析 
和 数值 分 析 三 个 角度 由 浅 和 人 深 、 徐 徐 展 开 ， 书 中 在 介绍 完 一 阶 和 高 阶 常 微分 方程 的 理论 后 (第 
2 章 和 第 4 章 )， 紧 跟着 开辟 了 新 的 章节 (第 3 章 和 第 5 章 )， 使 用 大 量具 有 不 同学 科 背景 的 实 
例 ， 着 重 讲述 它们 在 数学 建 模 中 的 应 用 .针对 如 何 求解 常 微分 方程 这 一 问题 ， 本 书 特别 把 方程 
的 级 数 解 和 拉 普 拉 斯 方法 分 别 放 在 第 6 章 和 第 7 章 单独 讨论 ， 以 突出 重点 .为 了 方便 应 用 领域 
的 读者 ， 作 者 还 在 第 13 章 专门 介绍 了 微分 方程 在 极 坐 标 、 柱 面 坐标 和 球面 坐标 下 的 一 些 特殊 
情形 ， 本 书 的 每 一 章 都 使 用 了 丰富 的 范例 ， 安 排 了 适量 的 习题 ， 并 且 介 绍 了 如 何 使 用 计算 机 来 
求解 微分 方程 ， 兼 顾 了 理论 性 和 实用 性 ， 这 在 数学 教材 中 是 不 可 多 得 的 。 此外， 作者 还 别 具 匠 
D. 安排 了 三 个 项 目 模型 作为 微分 方程 在 实际 应 用 中 的 例子 ， 大 大 地 丰富 了 本 书 的 内 容 . 

作为 一 名 数学 工作 者 ， 促 进 数学 科学 的 教育 乃 是 义不容辞 的 责任 .我 和 张 凡 、 郭 凯旋 合作 
翻译 了 这 本 教材 ， 和 希望 能 有 更 多 的 人 读 到 这 本 非常 优秀 的 教材 ， 以 为 振兴 祖国 的 数学 教育 略 尽 
#7]. | 

在 本 书 出 版 的 过 程 中 ， 我 们 得 到 了 很 多 人 的 帮助 ， 在 此 要 特别 感谢 机 械 工业 出 版 社 华章 分 
社 的 编辑 ， 以 及 张 凡 和 郭 凯旋 ， 他 们 为 本 书 的 翻译 和 录 和 人 付出 了 艰辛 的 劳动 . 由 于 译 者 的 水 平 
有 限 ， 难 免 会 有 朴 漏 ， 欢 迎 广 大 读者 批评 指正 . 
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在 本 书 修订 过 程 中 ， 作 者 受到 了 多 方面 的 影响 ， 作 者 希望 能 够 满足 评审 者 和 编辑 的 要 求 ， 
通过 添加 以 及 改变 内 容 ， 使 这 本 书 既 能 够 跟 上 时 代 ， 又 具有 竞争 力 ， 同 时， 作者 也 不 希望 增加 
书 的 厚度 (删除 某 些 内 容 的 要 求 是 很 少见 的 ) 并 确实 不 愿 做 任何 使 前 一 版 的 读者 感到 为 难 的 事 ， 
所 以 ， 我 试图 满足 这 些 要 求 ， 或 者 至 少 权衡 这 些 要 求 . 但 是 事实 上 ， 我 并 没有 背离 我 的 原则 
(在 我 看 来 ) : 本 科 生 的 教科 书 应 当 使 用 学 生 能 够 理解 的 、 浅 显 易 懂 的 语言 ， 以 及 对 他 们 有 帮助 
的 方式 写成 ， 同 时 也 要 使 书 中 的 理论 水 平 与 “初级 课程 > 的 概念 一 致 . 

近 几 年 ， 由 于 “微分 方程 "方法 的 改进 以 及 在 教学 中 越 来 越 重要 的 地 位 ， 再 加 上 微 积 分 的 改 
革 ， 使 得 微分 方程 这 门 课 发 生 了 很 多 变化 .教师 对 这 门 课 中 传统 的 教学 方法 和 授课 内 容 提 出 质 
疑 ， 这 种 有 益 的 反思 非常 重要 ， 它 不 仅 使 这 门 课 对 学 生来 说 显得 更 为 有 趣 ， 而 且 使 其 更 紧密 地 
和 他 们 所 生活 的 世界 相 联系 . 


这 一 版 有 什么 新 内 容 


性 分 析 法 和 数值 分 析 法 . 在 阑 述 一 阶 微分 方程 的 解析 解 之 前 ， 第 2 章 在 开头 加 入 了 新 
的 一 节 ， 在 这 一 节 中 ， 用 方向 场 和 相 线 分 析 法 对 一 阶 微分 方程 解 的 定性 描述 进行 了 检 
Ю. 我 认为 ， 一 定量 的 定性 分 析 应 该 是 而 且 也 将 是 有 代表 性 的 初级 课程 的 重要 组 成 
部 分 . 

”因为 这 是 第 5 版 ， 所 以 我 努力 在 练习 8 中 加 入 一 些 新 类 型 的 问题 。 其 中 有 些 问题 要 求 使 
用 计算 机 代数 系统 ， 这 是 本 版 的 新 变化 .我 意识 到 有 些 学 校 缺少 计算 机 资源 ， 无 法 把 
这 些 问 题 包含 进 他 们 的 课程 中 ， 因 此 把 这 些 问 题 的 很 大 一 部 分 放 在 “计算 机 实验 作业 ” 
中 ， 这 使 这 些 问题 不 会 成 为 障碍 ; 也 就 是 说 ， 如 果 教 师 想 跳 过 它们 ， 或 推迟 对 它们 的 
教学 的 话 ， 不 必 从 标准 习题 之 中 清除 它们 ， 那 些 要 求 更 简单 的 技术 (比如 说 图 形 计算 器 
或 绘图 软件 等 的 问题 ,已 经 在 旁边 用 盟 , 图 标 进行 了 标注 、， 最 后 ， 在 大 多 数 练习 中 加 入 
了 许多 概念 题 和 讨论 题 ， 在 有 些 情 况 下 ， 我 略微 减少 了 “训练 题 > 的 数量 (这 些 题 通常 要 
求 使 用 常规 的 解法 )， 以 便 为 增加 新 的 练习 留 出 空间 ， 和 “计算 机 实验 作业 ”一 样 ， 为 方 
便 起 见 ， 强 调 对 概念 的 理解 以 及 适合 在 班级 或 小 组 中 讨论 的 问题 放 在 练习 的 后 面部 分 . 

”三 种 新 的 “项 目 模型 "都 是 由 Gilbert N. Lewis 教授 设计 的 ， 分 别 放 在 第 3、5、8 章 后 
面 ， 这 些 模型 分 别 考察 了 可 再 生 资 源 的 利用 、 塔 科 马 海峡 吊桥 的 反 塌 、 多 层 建 筑 在 地 
震中 的 震动 的 数学 模型 ， 这 些 模 型 不 仅仅 是 论述 ， 其 中 每 一 个 都 包含 了 一 系列 的 问题 ， 
如 果 需 要 的 话 可 以 作为 计算 机 实验 作业 . 


О 奇数 题 号 的 练习 答案 见 附录 D，-- 一 -编辑 注 


这 一 版 有 什么 变化 


虽然 几乎 每 一 章 中 都 有 变化 ， 但 是 变化 最 大 的 还 是 第 2、6、7 8. 
第 2 章 : 一 阶 微分 方程 

这 一 章 的 论题 在 某 些 方面 进行 了 重新 安排 ， 并 增加 了 新 的 一 节 . 

。 在 解 一 阶 微分 方程 之 前 ，2. 1 节 中 进行 了 一 些 定性 分 析 ， 题 目 是 “不 求解 情况 下 的 解 曲 
线 ”， 在 这 一 节 中 利用 方向 场 和 相 线 分 析 法 讨论 了 如 何 了 解 曲 线 的 形态 和 曲线 的 形状 问 
题 ， 大 约 一 半 的 资料 是 新 加 入 的 ; 方向 场 的 有 关 资 料 在 第 4 版 的 第 9 章 中 使 用 过 .在 
我 的 授课 中 , 使 用 了 另外 一 本 教材 《Differential Equations with Computer Lab 
Experiments》， 我 发 现 学 生 实 际 上 比较 喜欢 对 自治 一 阶 微分 方程 定性 方面 的 简短 介绍 ， 
因为 它 并 没有 涉及 复杂 的 过 程 ， 而 仅仅 是 建立 在 对 导数 概念 解释 的 基础 上 ， 这 个 概念 
对 他 们 来 说 在 微分 计算 的 学 习 过 程 中 已 经 非常 熟悉 ， 这 里 简短 地 介绍 了 临界 点 、 均 衡 
解 ， 以 及 吸引 子 、 排 斥 子 和 半 稳 定 的 临界 点 的 稳定 性 ， 这 种 简短 的 介绍 不 是 从 纯 理 论 
的 角度 进行 的 ， 也 不 是 以 非常 复杂 的 方式 来 介绍 的 . 
在 本 版 中 ， 我 把 关于 线性 方程 的 讨论 (2. 3 节 ) 移 到 了 对 恰当 方程 的 讨论 (2.4 节 ) 之 前 . 
在 2.3 节 中 ， 我 保留 了 “性 质 、 过 程 和 常数 变易 法 ”的 格式 ， 尽 管 这 种 介绍 线性 一 阶 微 
分 方程 的 方法 在 第 4 版 中 并 没有 得 到 读者 的 一 致 赞同 ， 有 些 教科 书 在 处 理 线性 一 阶 运 
算 ( 比 如 说 ， 求 积分 因子 的 一 般 形 式 ) 时 似乎 说 明 线 性 一 阶 方程 在 某 些 方面 不 同 于 线性 
高 阶 方程 ， 请 记 住 ， 本 书 第 4 章 中 试图 阐述 求解 线性 高 阶 方程 的 过 程 也 适用 于 线性 一 
阶 方程 . | 
在 第 4 版 对 恰当 方程 的 讨论 中 ， 积 分 因子 的 概念 在 练习 中 占据 了 次 要 的 地 位 .求解 某 
些 类 型 的 非 恰当 方程 的 积分 因子 现在 已 经 加 入 到 了 2. 4 节 中 . 
直观 的 欧 拉 方 法 已 经 从 第 4 版 的 第 9 章 中 移 到 了 本 版 的 2. 6 节 . 这 样 做 有 两 个 原因 :一 
是 在 微分 方程 的 解析 法 、 定 性 法 和 数值 法 之 间 达 到 一 个 更 好 的 平衡 ， 二 是 为 了 更 好 地 
说 明 计算 机 软件 (一 般 为 数值 求解 程序 ) 图 形 方面 的 问题 ， 另 外 ， 在 第 2 章 中 对 欧 拉 方 
法 的 描述 与 大 多 数 现行 微 积分 教材 中 对 这 个 问题 的 考虑 保持 一 致 . 
жоё: 线性 方程 的 级 数 解 

。 关于 利用 弗 罗 贝 尼 乌 斯 方法 (6. 2 节 ) 解 各 种 情况 下 的 变 系 数 线性 微分 方程 的 元 长 讨论 被 

大 大 地 压缩 了 ， 本 书 只 介绍 了 核心 部 分 . 

第 7 章 : 拉 普 拉 斯 变换 

第 7 章 的 结构 是 全 新 的 ， 比 以 前 的 各 版 更 快 地 进入 主题 ， 即 拉 普 拉 斯 变换 是 解 一 些 特定 方 
程 的 有 效 工具 . 

。 导数 的 拉 普 拉 斯 变换 以 及 如 何 把 这 个 结果 用 于 简单 的 线性 初 值 问 题 ， 将 在 本 版 7. 2 节 

中 介绍 . 


”在 这 一 章 的 随后 几 节 中 ， 关 于 不 断 增加 难度 的 初 值 问题 和 其 他 类 型 微分 方程 的 解 的 讨 


论 ， 将 随 着 变换 的 各 种 运算 性 质 的 介绍 而 展开 ， 在 以 前 的 版 本 中 ， 所 有 这 些 方法 都 包 
括 在 一 节 中 ， 使 得 该 节 过 于 庞杂 . 
第 8 章 : 线性 一 阶 微分 方程 组 
”在 第 8 章 中 加 入 了 更 多 的 数字 和 图 表 ， 平面 方 程 组 解 的 图 像 在 tr 平面 、ty 平面 和 zy 
平面 上 绘 出 ， 在 本 书 中 ， 尽 管 引入 了 “ 相 平面 "这 个 词 ， 但 是 没有 对 自治 二 阶 微分 方程 
或 自治 平面 方程 组 进行 定性 分 析 . 
”在 8.4 节 中 ， 加 入 了 关于 如 何 将 拉 普 拉 斯 变换 用 于 确定 矩阵 指数 的 讨论 . 


哪些 仍 保持 不 变 


按照 主题 和 逻辑 排列 的 章节 与 以 前 的 版 本 一 样 ， 和 前 面 几 版 相同 ， 这 一 版 提供 了 大 量 的 例 
子 、 练 习 和 实际 应 用 . 不同 的 章节 中 ， 在 介绍 微分 方程 的 实际 应 用 方面 仍 存在 微小 的 差别 ， 一 
些 评 审 者 建议 将 对 微分 方程 解 的 讨论 放 人 实际 应 用 中 ， 另 外 一 些 评 审 者 则 认为 应 该 将 二 者 分 
JF. 我 同意 后 者 的 观点 .我 认为 ， 将 一 阶 常 微分 方程 和 高 阶 常 微分 方程 的 应 用 放 在 不 同 的 章节 
中 不 仅 可 以 给 教科 书 带 来 更 大 的 灵活 性 ， 而 且 在 开始 时 只 强调 少量 的 概念 不 会 使 读者 感到 突 
然 ， 从 学 生 的 观点 来 看 ， 求 解 方法 与 应 用 混在 一 起 会 令 人 感到 压力 太 大 ， 从 教师 的 观点 来 看 ， 
尽管 这 些 实际 应 用 不 是 教学 大 纲 的 一 部 分 ， 也 很 难 跳 过 ， 不 过 这 些 并 不 是 一 成 不 变 的 ， 现 在 我 
已 经 将 实际 应 用 编 人 第 7 章 关 于 拉 普 拉 斯 变换 的 不 同 节 中 ， 我 想 这 样 做 有 两 个 理由 : 通常 到 第 
7 章 学 完 后 ， 学 生 已 经 能 够 比较 轻松 地 解决 实际 应 用 了 ， 并 且 就 像 前 面 所 说 的 ， 另 一 种 编排 方 
法 \ 即 将 所 有 的 实际 应 用 都 放 在 一 节 里 ) 并 不 讨 人 喜欢 . 总之， 我 反对 那 种 将 线性 二 阶 微分 方程 
的 解 和 高 阶 微分 方程 的 解放 在 不 同 章节 的 观点 . 
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微分 方程 的 一 个 解 族 ; 见 图 1. 3 


第 1 章 微分 方程 引 论 


微分 方程 这 个 词 明确 地 表示 了 一 类 包含 导数 的 方程 ， 与 在 代数 和 几何 课程 中 学 过 的 从 诸如 
а 5+4=0 的 方程 中 解 出 未 知 变量 x 类 似 ， 本 书 中 我 们 的 任务 是 从 诸如 了 十 2y 十 y 二 0 的 
微分 方程 中 解 出 未 知 函 数 y= gC). 

第 一 段 只 是 描述 了 这 门 课程 中 的 一 些 基本 内 容 ， 并 不 包括 我 们 要 学 习 的 全 部 内 容 ， 随 着 课 
程 的 展开 ， 读 者 将 看 到 更 多 的 对 微分 方程 的 研究 ， 而 不 仅仅 是 一 些 已 经 成 熟 的 解法 ， 但 是 首 
先 ， 为 了 阅读 、 学 习 并 且 熟 悉 这 个 课程 ， 我 们 应 该 先 学 习 一 下 它 的 专用 术语 . 


1.1 定义 与 术语 


在 微 积分 课程 中 ， 我 们 已 熟知 函数 y=) H FA dy/dx іа $'a). Ж уе fE 
(一 co， 十 oo) 上 是 可 微 的 ， 它 的 导数 是 dy/dr=0. 2xe*'”， 如 果 我 们 用 符号 у 替换 导数 右边 的 
eol ， 可 以 得 到 


dy = 
Бэр 0.2ху. (1) 


现 给 出 方程 (1) ， 而 不 知道 它 是 如 何 构成 的 ， 问 : y 表示 的 函数 是 什么 ?那么 我 们 现在 就 遇 到 
了 这 门 课程 中 的 基本 问题 之 一 : 怎样 从 这 样 的 方程 中 解 出 未 知 函 数 у (z)? 这 个 问题 有 点 类 
似 于 微分 学 中 一 个 类 似 的 反问 题 ， 给 出 一 个 导数 ， 求 出 它 的 原 函 数 . 

微分 方程 我 们 构造 的 方程 (1) 被 称 为 微分 方程 (differential equation). 在 进一步 讨论 之 
前 ， 让 我 们 来 看 一 下 这 个 概念 的 精确 定义 . 

微分 方程 

含有 因 变 量 对 一 个 或 多 个 自 变量 导数 的 方程 称 为 微分 方程 (DE). 

为 了 讨论 微分 方程 ， 我 们 应 该 从 方程 的 类 型 (type)、 阶 (order) 和 线性 性 (linearity) 等 几 个 
角度 对 其 分 类 . 

按 类 型 分 类 如 果 一 个 方程 只 含有 因 变 量 对 一 个 自 变量 的 导数 ， 那么 就 称 之 为 常 微分 方程 
(ordinary differential equation, ODE). 例如 


dy сы Фу dy dr | dy _ 
“Ги Хийн ， 482 da о, 0, тта у эша ў (2) 


都 是 常 微分 方程 ， 如 果 一 个 方程 合 有 因 变 量 对 两 个 或 更 多 个 自 变量 的 偏 导数 ,我 们 就 称 之 为 仿 


2 


第 1 
微分 方程 (partial differential equation, PDE). 例如 | 
д ѓи д?и _ 92ц _ д'и ди N ди... do 
Ir ду? 0, GZ әр “3 以 及 5 Ta (3) 
都 是 偏 微分 方程 ， 本 书 中 表示 普通 导数 时 ， 使 用 菜 布 尼 茨 记号 (Leibniz notation) dy/dx, dy/ 
ах, а у/ахЗ, =, ЯЗ Y (prime notation) y, y y”, > MRAR ARRAN. 我 们 


可 以 把 (2) 中 的 前 两 个 微分 方程 写 得 更 紧凑 一 些 : y 十 5y 一 ef My y "буг 0. KRE, M 
记号 只 用 来 表示 三 阶 以 下 (包括 三 阶 ) 的 导数 ， 四 阶 导数 用 y ”来 代替 у”. ЖЕШ, п 阶 导 数 用 
d"y/dx" ут. 尽管 有 书写 和 录入 的 不 便 之 处 ， 但 是 莱 布 尼 蒋 记号 还 是 比 搬 记 号 更 优 
越 ， 因 为 它 清楚 地 表示 出 了 自 变 量 和 因 变 量 ， 例 如 ， 方 程 x/d#* 十 16z 一 0 直观 地 表示 出 了 工 
是 因 变 量 而 自 变 量 是 上 +， 另外， 读者 还 应 该 了 解 物理 科学 和 工程 学 中 的 牛顿 点 记号 (Newton s 
dot notation) (有 些 教科 书 中 称 之 为 点 记号 ) 有 时 候 用 来 表示 关于 时 间 的 导数 ， 因 此 微分 方程 
d s/d 一 一 32 就 可 以 与 成 85 = — 32. 偏 导 数 经 常用 表示 自 变量 的 下 标 (subscript notation) 来 
标记 ， 例 如 用 下 标 表 示 (3) 中 第 二 个 方程 为 u. Ua 2u. 

按 阶 分 类 微分 方程 的 阶 ( 常 微分 方程 或 偏 微分 方程 ) 是 方程 中 最 高 阶 导 数 的 阶 ， 例 如 方程 

ъй —E1 


Фу ауу ， = = 

d t 522) уе 
是 一 个 一 阶 的 常 微分 方程 ， 一 阶 常 微分 方程 有 时 可 以 写成 微分 形式 Мох, у)йт+ NC, 508—0. 
例如 ， 如 果 我 们 候 设 用 у 表示 方程 (y 一 z) dx 十 4zdy 一 0 中 的 因 变 量 ， 那 么 了 一 RAMM 


分 dz 去 除 方程 两 边 ， 我 们 得 到 方程 的 另外 一 个 形式 4zxy 十 y 二 +， 请 见 本 节 末 的 “ 注 ”. 
我 们 还 可 以 用 符号 表示 出 含有 一 个 因 变 量 n 阶 导数 的 常 微分 方程 的 一 般 形式 : 
F(z,y,y у) = 0, (4) 
Х F R£ 4231 5 х, y у, to у ЗЕҢ, y” = dy/dz"， 出 于 实践 和 理论 
两 方面 需要 ， 今 后 约定 ， 化 简 形 如 (4) 的 常 微分 方程 也 就 是 用 其 余 x 十 1 个 变量 表示 的 最 高 阶 导 
оу”. ЛЛ 


dy fr yy s y), (5) 
dz 


这 里 上 是 一 个 实 值 函数 ， 称 为 (4) 的 正规 型 (normal form). 这 种 形式 是 我 们 所 需要 的 ， 我 们 将 
用 正规 型 


dy — dy , 
q 0) da? f(z,y,y ) 


表示 一 般 的 一 阶 和 二 阶 常 微分 方程 . 例如 ， 一 阶 方程 4zy 十 y 一 工 的 正规 型 是 y 二 (x 一 y)/4x. 
ЖЕ”. 
按 线性 分 类 一 个 n 阶 常 微分 方程 (4) 被 称 为 是 线性 (linear) 的 ， 如 果 下 对 y>，y ，…， 
yP 都 是 线性 的 . 这 意味 着 当 (4) 为 
а, (х) у калбу" Hee +a (x)y +a (z)y— g(z) = 0 
或 
Фу 


Р, +a, (z) 


а"! y 


ах"! 


a, (х) + ` + a (х) + a le)y = р(х) (6) 


微分 方程 引 论 3 


BP, n 阶 常 微分 方程 是 线性 的 . 
从 (6) 中 我 们 可 以 看 到 线性 微分 方程 的 两 个 性 质 ， 第 一 ， 因 变量 和 它 所 有 的 导数 都 是 一 次 
的 ， 也 就 是 涉及 у 的 每 一 项 的 寡 指 数 都 是 1. 第 二 ， 每 一 项 的 系数 最 多 和 自 变量 zx 有 关 . 方程 


(у= х)дх + 4rdy = 0, у — 2y тэ-0ж ta 5y = е" 


依次 为 一 阶 、 二 阶 和 三 阶 线性 常 微 分 方程 .我 们 已 经 通过 把 第 一 个 方程 写成 4zy +у=х 7 
式 证 明了 它 关 于 у 是 线性 的 ， 非 线性 Cnonlinear) 常 微分 方程 是 指 那些 不 是 线性 方程 的 方程 . 因 
变量 或 其 导数 的 非 线 性 函数 ， 如 siny 或 e” ， 不 能 出 现在 线性 方程 中 ， 因 此 ， 


非 线 性 项 ;系数 与 y 有 关 非 线性 项 :y 的 非 线性 函数 非 线 性 项 :指数 不 是 1 
, + + 


4 
TY + siny = 0, +y =0 


分 别 是 非 线性 一 阶 、 二 阶 、 四 阶 常 微分 方程 的 例子 . 

# ”如 前 所 述 ， 本 课程 的 目标 之 一 是 求解 微分 方程 . 下 一 个 定义 是 关于 常 微分 方程 的 解 的 
概念 . 

常 微分 方程 (ODE) 的 解 

任 给 一 个 定 义 在 区 间 工 上 的 函数 风 ， 它 至 少 有 寻 阶 定义 在 工 上 的 连续 导数 ， 把 多 代入 一 个 刀 
阶 常 微分 方程 两 端 ， 若 使 得 方程 两 端 相等 ， 就 称 g 为 方程 在 区 间 工 上 的 解 ， 我 们 也 说 多 在 区 间 
1 上 满足 微分 方程 . 

换言之 ,nn 阶 常 微分 方程 (4) 的 一 个 解 是 一 个 工 次 可 导 的 函数 乡 ， 且 

F(z,é(z2),# (z), 902 (z)) 一 0 对 工 中 所 有 xz 均 成 立 . 

我 们 就 说 在 区 间 工 上 满足 微分 方程 ， 本 书 只 讨论 % 是 一 个 实 值 函数 的 情况 ， 根 据 前 面 初步 的 
讨论 ,我们 说 y= 38 dy/dz=0.2zy 在 (一 c"， 十 cc) 上 的 解 . 

有 时 为 了 方便 ， 我 们 也 把 解 记 为 yC). 

定义 区 间 ” 提 到 常 微分 方程 的 解 就 不 能 不 提 到 区 间 . 定义 1.2 中 的 区 间 Т 可 以 根据 需要 称 
为 定义 区 闻 (interval of definition), 存在 区 间 (interval of existence), A% E i (interval of 
validity) 或 解 存在 的 域 (domain). 1 可 以 是 一 个 开 区 间 (a,，5)、 闭 区 间 [a,，bj、 无 限 区 间 
(a， 十 co)， 等 等 . 


(1— у)у +2y= e, 


解 的 验证 

验证 下 列 函 数 是 所 给 微分 方程 在 (一 ce， 十 co) 上 的 解 . 

(a)dy/dr=<=y'2; у=". СБ»у”-2у +у==0; у= хе“. ~ 

解 ” 验 证 所 给 函数 是 方程 解 的 一 个 方法 是 把 它 代 入 方程 后 ， 看 方程 两 边 是 否 对 区 间 上 所 有 
х 都 相等 . 

(a) 从 
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中 我 们 可 以 看 出 方程 两 边 对 任何 实数 х ЖЫН. aR х, =la Бх 的 非 负 平 
方 根 . 
СОНГО у = хее" fly = хе‘ +2e* 我 们 可 知 ， 对 每 一 个 实数 z, 
左边 :yy 一 2y + у = (хе + 2е") —2(ze* Бе") Hre = 0 
右边 :0. m 
同样 也 要 注意 ， 例 1 中 的 每 个 微分 方程 都 有 常数 解 y=0, —co<x<+co, WH У 
方程 在 区 间 工 上 有 一 个 恒 为 零 的 解 ， 则 称 这 个 解 为 平凡 解 (trivial solution). 
解 曲线 ” 常 微分 方程 的 解 风 的 图 形 称 为 解 曲线 (solution curve). A% 9 ÆT ЖА. НТ) 
在 定义 区 间 I 上 是 连续 的 ， 因 此 ， 作 为 函数 $ 的 图 形 和 作为 解 $ 的 图 形 可 能 是 不 同 的 ， 换 句 话 
说 ， 函 数 $ 的 定义 域 和 解 $ 的 定义 区 间 了 可 能 不 相同 例 2 说 明了 这 种 区 别 所 在 . 
定义 域 与 定义 区 间 1 
考虑 函数 уг 1/х 的 定义 域 , 它 是 除了 0 之 外 的 所 有 实数 zx， 当 我 们 描绘 > 一 1/z 的 图 形 
时 ， 从 它 的 定义 域 中 抽出 一 些 点 ， 画 在 zy 平面 对 应 的 位 置 上 ， 有 理 函 数 у=1/х 在 (0，0) 点 
是 不 连续 的 ， 并 且 在 原点 附近 的 图 形 如 图 1. 1(a) 所 示 ， 函数 在 z=0 处 是 不 可 微 的 ， 因 为 y 轴 
(方程 是 x 一 0) 是 其 图 形 的 垂直 渐 近 线 . 
现在 y=1/r 也 是 线性 一 阶 微分 方程 xy 十 y==0 的 一 个 解 (请 读者 验证 )， 当 我 们 说 y=1/z 
是 微分 方程 的 一 个 解 时 ， 意 味 着 它 是 定义 在 区 间 I 上 并 在 其 上 可 微 ， 同 时 也 满足 方程 ， 换 名 话 


说 ，y 二 1/x 是 在 任何 不 包括 о 的 区 间 上 的 微分 方程 的 解 ， 如 (一 3， 一 1)， (z 10), Соо, 


DO, to) AA у=1/х 在 一 3 二 xX 二 1 912210 上 的 曲线 分 别 是 > 一 1/z < 


r<0 和 0<xz< 一 十 ce 上 的 一 部 分 ， 所 以 把 区 间 工 拓展 得 尽 可 能 大 是 有 意义 的 . 因此 我 们 把 区 间 
定义 为 (一 co，0) 或 (0， 十 ce)， 在 (0， 十 ce) 上 的 解 曲线 如 图 1. 1(b) ET Ж. 


a) у = Uxx # 0 b) у = 1/х, (0, ©) 
图 1.1 и 


显 式 解 和 隐 式 解 “ 在 微 积分 的 课程 中 ， 读 者 应 该 熟悉 显 函 数 和 隐 范 数 这 两 个 术 谨 . 解 中 的 
央 变 量 只 通过 自 变量 和 常数 来 表示 的 称 为 显 式 解 (explicit solution). 把 显 式 解 看 成 是 一 个 显 函 
数 y 一 $8(x)， 我 们 可 以 用 标准 的 规则 对 它 进行 变形 、 运 算 和 微分 . 我 们 来 看 看 前 两 个 例子 ， 


э›=т у=хе Жї у=1/х 依次 是 dy/dr= zy, у—2у +у=0 和 xy 十 y 一 0 的 显 式 解 . 
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而 平凡 解 у=0 是 三 个 方程 的 显 式 解 . 随 着 继续 深入 学 习 如 何 解 常 微分 方程 ， 读 者 将 会 看 到 解 
的 形式 不 总 是 形 如 >= 一 %(z) 的 显 式 解 ， 尤 其 是 在 我 们 解 非 线性 一 阶 微分 方程 时 ， 情 况 更 是 如 
№. 今后 我 们 必须 熟悉 如 G, у) =0 的 形式 所 定义 的 隐 式 解 少 

常 微分 方程 的 隐 式 解 

m kp X £ G(z, y)=0 称 为 常 微分 方程 (4) 在 区 赣 上 的 隐 式 解 (implicit solution, REZ 
少 存在 一 个 函数 岁 满足 这 个 函数 关系 以 及 定义 在 区 间 工 上 的 微分 方程 . 

讨论 在 什么 条 件 下 函数 关系 G(z, y)=0 定义 了 一 个 可 微 函 数 $ 超 出 了 本 课程 的 范围 ， 因 
此 我 们 将 假设 如 果 通 过 常规 解法 可 以 得 到 G(x，y) 一 0， 那 么 至 少 存在 一 个 汤 数 $8 满足 也 数 关 
系 ( 即 G(x，$(x)) 一 0) 和 定义 在 区 间 I 上 的 微分 方程 。 如果 隐 式 解 G(x，y) 一 0 相当 简单 ， 我 
们 也 许可 以 把 y 用 xz 解 出 来 ， 得 到 一 个 或 多 个 显 式 解 . 请 见 注释 . 

隐 式 解 的 验证 

函数 关系 > Hy = 25 是 微分 方程 


dy__ z 
47» (7) 
在 区 间 一 5 二 x 二 5 上 的 隐 式 解 ， 对 这 个 隐 式 解 微分 ， 我 们 得 到 
d . d y d 


i | 427 = 4225 或 22+2у9 = 


解 后 一 个 微分 方程 可 以 表示 出 符号 dy/dz， 内 此 可 以 得 到 (7).， 进一步 ， 从 z Бу =25 中 解 出 
用 二 表示 的 y 为 y 二 十 V25 一 XY， 这 两 个 函数 у= Ф. (z)=/25 x i уф (z)=—/25— x W 
НО (22 = 25 和 x 十 更 二 25) 同 时 也 是 定义 在 一 5 二 x 过 5 上 的 显 式 解 ， 图 1. 2(b) 和 
(c) 表 示 的 解 曲 线 是 图 1. 2(a) 中 隐 式 解 终 形 的 一 部 分 . 


a) 隐 式 解 显 式 解 c) 显 式 解 
х? + у? = 25 У VI5 – хі, —5 < x < 5 у = -М25- №25 = хі, —5 < x < 5 
1.2 у=—т/у 的 一 个 隐 式 解 和 两 个 显 式 解 . ш 


任何 形 如 x? 十 一 c==0 的 函数 关系 都 满足 (7)， 对 任何 常数 c 都 适用 . 但 是 这 一 关系 首先 
要 保 证 在 实数 域内 有 意义 .例如 车 c= 一 25， 我 们 就 不 能 说 zx’ 十 y 十 25 二 0 是 方程 的 隐 式 解 . 
(为 什么 ?) 

因为 显 式 解 和 隐 式 解 的 区 别 在 直观 上 是 明显 的 ， 所 以 我 们 不 会 总 说 “存在 一 个 显 式 ( 隐 式 ) 
解 " 之 类 的 话 . 
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БЕ ”对 微分 方程 的 研究 类 似 于 对 微 积分 的 研究 ， 在 一 些 教科 书 中 ， 解 $ 被 看 作 是 一 个 方 
程 的 积分 (integral)， 它 的 图 形 称 为 积分 曲线 (integral curve). 在 微 积 分 中 ， 当 计算 一 个 原 函 
数 或 不 定 积分 时 ,我们 使 用 了 一 个 积分 常数 с. 类 似 地 ， 在 解 一 个 一 阶 微分 方程 ЕСЕ, у, 
y)=0BF, 我们 通常 得 到 含有 一 个 任意 常数 或 参数 c 的 解 . 含有 一 个 任意 常数 的 解 表示 了 解 的 
集合 G(x，y，c) 二 0， 称 之 为 单 参数 解 族 (one-parameter family of solution). #—A n 阶 微分 
方程 F(x，y，y ，…，y”) 一 0， 我 们 将 得 到 一 个 nn 参数 解 旋 (m- parameter family of 
solution), G(z, ys Cl，cs，*"…，cC;) 一 0， 这 意味 着 一 个 微分 方程 对 应 于 无 数 个 参数 可 以 有 无 
数 个 解 ， 微 分 方程 中 不 含 任何 参数 的 解 称 为 特 解 (particular solution). 例如， 单 参数 族 y= 
cz 一 rz cos х 是 线性 一 阶 方程 ху — y= r sinr 在 区 间 
(一 oo0, 十 co) 上 的 显 式 解 . (请 读者 证 明 . ) 用 绘图 软件 绘 
出 的 图 1.3 表示 了 这 个 解 族 中 一 些 解 的 图 形 ， 解 y = 
一 x cosxz 是 相应 于 c=0 的 特 解 . 同样 ， 区间 ( 一 %， 
+оо) ЕШ у= се схе 是 例 1 中 线性 二 阶 方程 y 一 
2y' 十 y 一 0 会 两 个 参数 的 解 族 . (请 读者 证 明 . 方程 的 某 
些 特 解 是 平凡 解 > 一 0(c 一 c =0), у= хе (с =0, с = 
1) ，y= 一 5er 一 2xzer(c =5, c= —2), “°. 

有 时 候 微分 方程 有 不 属于 任何 解 族 的 解 ， 也 就 是 不 
能 通过 对 解 族 中 的 参数 取 特 值 的 方法 得 到 这 个 解 . 这 种 解 族 之 外 的 解 称 为 奇异 解 (singular 


solution). 例如， 我 们 已 经 看 到 y= sz, y=0 是 微分 方程 dy/ dz = xy 在 (一 oO， 十 cco) 上 的 


图 1.3 xy 一 y= 二 x? sin z 的 一 些 解 


解 ， 在 2.2 节 中 ， 我 们 将 证 明 ， 微 分 方程 dy/dz 二 zy 有 一 个 单 参数 的 解 族 y= (Fte). 


1 


当 c=0 时 我 们 就 得 到 了 特 解 y= тел ， 但 是 注意 平凡 解 > 一 0 是 一 个 奇异 解 ， 因 为 它 不 属于 


у= (Tate) 的 解 族 ， 我 们 无 法 通过 赋 给 常数 。 一 个 值得 到 > 一 0. 
在 前 面 所 有 的 例子 中 ， 我 们 都 分 别 用 xz 和 > 表示 自 变量 和 因 变 量 , 但 是 读者 应 该 习惯 于 用 
其 他 符号 来 表示 这 些 变量 例如， 我 们 可 以 用 上 来 表示 自 变量 ， 用 xz 来 表示 因 变 量 . 
使 用 不 同 的 符号 
函数 r= c, соз 41 和 工 一 czsin4i 都 是 线性 微分 方程 
z” +162 一 0 
的 解 ， 这 里 c 和 c 是 任意 常数 或 参数 . 
х= с cos 4 来 说 ， 关 于 上 的 前 二 阶 导数 是 二 一 4c sin 4t 和 x” 二 一 16ci cos 4t. 8387 
程 中 的 x 和 xz， 然后 得 到 
x + 16х 二 一 16c1 cos 47 + 16(c, cos 4) = 0. 
用 同样 的 方式 ， 由 z 一 cz sin 4t 可 以 得 到 x 二 = 一 16cs sin 4t, 因此 有 
化 十 16z =— 16c; sin 4t + 16(c; sin 42) = 0. 
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最 后 ， 可 以 直接 证 明 解 的 线性 组 合 或 含 两 个 参数 的 解 族 x 二 ct cos 4t 十 cs sin 4t 也 是 微分 方程 
的 解 ， ш 

下 一 个 例子 说 明了 微分 方程 的 解 可 以 是 分 段 定义 的 函数 . 

分 段 定 义 的 解 

读者 应 该 先 证 明 一 下 单 参数 函数 族 уст 是 微分 方程 zy —4y=0 Elo, +o) kK 
个 单 参数 解 族 . 请 见 图 1. 40а). 分 段 定义 的 可 微 函 数 

[一 21, < 0 
> tzr 0 

是 这 个 方程 的 特 解 ,但 不 能 从 单 参数 解 族 усті 中 得 到 .这 个 解 是 当 z<0 时 令 = —1 和 z> 
0 时 令 c=1 得 到 的 .请 见 图 1. 4(b). 


a) 


图 1.4 ху —4y=0 的 一 些 解 m 


微分 方程 组 “到 现在 为 止 我 们 一 直 在 讨论 含有 一 个 未 知 函 数 的 单个 微分 方程 .但 是 在 理论 和 
实践 中 ， 我 们 必须 处 理 微分 方程 组 ， 常 微分 方程 组 (system of ordinary differential equations) 是 由 
两 个 或 更 多 的 方程 组 成 的 ， 这 些 方程 含有 关于 一 个 自 变量 的 两 个 或 两 个 以 上 的 导数 . 例如 ， 如 果 
x 和 yy 表示 因 变量 ,i 表示 自 变 量 ， 那么 由 两 个 一 阶 微分 方程 组 成 的 方程 组 为 

ах 


а 11411252) 

d (8) 
ву. 

dt g(t,z,y). 


形 如 (8) 的 方程 组 的 解 是 两 个 定义 在 区 间 I ETARA =A, y=% (O, jË H #£ k T X 
间 上 满足 每 一 个 方程 . 
m 〈1) 关 于 微分 方程 的 隐 式 解 最 后 再 说 一 点 ， 在 例 3 中 ， 我 们 可 以 从 z+ y =25 
中 解 出 用 工 表 示 的 y， 得 到 微分 方程 dy/dz 一 一 Z/y ЛЕК pi (z) =V 25 — х" 和 
由 Cz) 一 一 V 呈 二 三 ， 但 是 不 要 把 注意 力 过 多 地 集中 在 这 个 例子 上 ， 除 非 问题 是 简单 
的 、 明 显 的 、 方 便 的 、 重 要 的 ， 或 被 告知 这 样 做 ， 否 则 通常 没有 必要 试图 从 一 个 隐 式 
解 G(x，y) 二 0 中 解 出 用 工 表 示 的 у. 同时， 也 不 要 误解 定义 1.3 后 的 第 二 句 话 ， 一 个 
ARM Ga., у) =0 可 以 定义 一 个 很 好 的 可 微 函 数 $, 它 是 微分 方程 的 一 个 解 ， 但 是 我 
们 可 能 不 能 用 像 代 数 这 样 的 解析 方法 解 出 GC, y)=0. $$ 的 解 曲 线 可 能 是 G(r，y) 一 0 
图 形 的 一 段 或 一 部 分 .请 参考 练习 1.1 中 的 习题 41. 42 和 2.2 节 中 例 4 下 面 的 讨论 ， 


° ___ #1 + 


(ii ) 在 微分 形式 М(х, y)yd=z+N(r, y)dy=0 中 ,一 阶 常 微分 方程 是 否 是 线性 
的 可 能 并 不 明显 ， 因 为 在 形式 上 我 们 不 知道 哪个 符号 表示 因 变 量 ， 请 参考 练习 1.1 中 
的 习题 3、4. 

СШ Flr, y, у, се, у”)=0, A FAR H y ”应 该 不 是 一 件 困难 的 事情 ， 
但 是 在 这 个 地 方 读者 应 该 稍微 小 心 一 点 ， 这 里 可 能 有 一 些 例外 ， 关 于 这 个 假设 肯定 也 
存在 一 些 问 题 . 请 参考 练习 1. 1 中 的 习题 36. 37. 

(CiV) 读 者 可 能 会 在 一 些微 分 方程 的 课本 里 或 在 从 事 微分 方程 研究 的 老病 的 讲课 中 
遇 到 “ 闭 形 式 的 解 ? 这 个 词 。 这 个 词 通常 是 说 用 初等 (或 类 似 地 ) 通 数 表示 的 显 式 解 : х 
的 整数 次 圭 、 根 式 指数 和 对 数 函 数 、 三 角 通 数 和 反 三 角 函 数 的 有 限 次 组 合 . 

(V ) 如 果 刀 阶 常 微分 方程 FCx，y，y ，…，3m)= 一 0 在 区 闻 工 上 的 每 一 个 解 可 以 
ЖА п МАЖ Ж С(т., уу су, су, тээ. сал 0 中 选择 合适 的 参数 c. 1, =l, 
2, n 得 到 ， 那 么 我 们 说 这 个 解 族 是 微分 方程 的 通 解 (general solution). 在 解 线性 
微分 方程 时 ， 我 们 会 对 方程 的 系数 加 上 简单 的 约束 条 件 ; 通过 这 些 约束 条 件 ， 我 们 可 
以 肯定 不 但 在 区 间 上 解 存在 ， 而 且 由 解 族 可 以 产生 所 有 可 能 的 解 . 除了 一 些 一 阶 方程 
外 ， 从 非 线 性 方程 一 般 很 难 或 不 可 能 得 到 用 初等 函数 表示 的 解 ， 进 一 步 说 ， 如 果 我 们 
得 到 一 个 非 线性 方程 的 解 族 ， 那么 这 个 解 族 是 否 包含 所 有 的 解 是 不 知道 的 ，、 在 实践 
中 ，“ 通 解 ? 这 种 说 法 只 用 在 线性 微分 方程 上 .这 个 概念 在 2.3 节 和 4 一 6 章 中 是 很 重 
要 的 . 


练习 1.1 
写 出 习题 1 一 10 中 每 个 微分 方程 的 阶 数 ， 并 说 明 是 线性 的 还 是 非 线 性 的 . 
” , — Фу. dy 4 2 
1, (1—z)y —4zy +5y= cos х 240 (£) +y=0 
3. (у = drt хау= 0 4. udvt (vt иъ ие“ )ди== 0 
2 
5.0 у у +6y=0 6. THAM u=costr+u) 
,dy ауу ËR k 
Саг (1) 8 к 
9. (sin0) y” — (со) y 一 2 10. 2 (1-5) +20 


证 明 习 题 11 一 14 中 给 出 的 函数 是 相应 微分 方程 的 显 式 解 . 假定 方程 定义 在 某 个 合适 的 区 间 I 上. 

l. 2y уо; уте 

12. 一 十 20y 二 24; у= 2-67 

13. убу +13у=0; y= e” cos 2x 

14. y ty=tanr; у (tos x)ln (sec r+ tan x) 
Ы. 证 明 习 题 15、 16 中 给 出 的 表达 式 是 相应 微分 方程 的 隐 式 解 . 每 一 奈 至 少 找 出 一 个 显 式 解 . 绘 出 显 式 解 的 
AE. 每 个 解 % 都 定义 在 区 间 工 上 . 
4Х (201), 


15. == (Х—1)(1—2Х); 
ағ 


#t 2 Ж 42 5116 


16. 2zy ах+ (2? —y)dy=0;  -22 y+ y = 
证 明 习 题 17—20 中 ， 函 数 族 是 所 给 微分 方程 的 解 ， 假 定 每 个 解 都 定义 在 某 个 区 间 I F. 


17. Р'= рО Р); Р--25 
) P 1 十 cue: 


18. y + 2ху = 1; y= е2 [е dt 十 ci e 


42 4 
19. 124 +4y=0; у= се + с хе?" 
dš а? а 
20. zs gaT? 42-35 += 122°; у= сх! Herte zInz= 4а? 
21. (а) ШЕВ у= ф(х) = z" M y= $, (х) = 是 微分 方程 xy —2у=0 在 区 间 ( 一 ce， 十 oo) 上 的 解 . 
(b) iF BB 57 E: ра Ж 


也 是 xy —2у=0 在 区 间 ( 一 c2 ， 十 co) 上 的 解 . 


22. 在 例 3 中 ， 我 们 可 以 看 到 =$ (2) = /25—z M у= $, (z) wV25 二 地 是 微分 方程 dy/dz 一 一 z/y 
在 区 间 ( 一 5，5) 上 的 解 ， 解释 分 段 函 数 


y = | М@5—х,—5<х<0 
= (025-05, 0<х<5 
为 什么 不 是 微分 方程 在 (一 5，5) 上 的 解 . 
23. (a) 求 出 函数 > 一 z 十 2 Vz 十 3 的 定义 域 . 
(Cb) 证 明 (a) 中 的 函数 是 微分 方程 (y 一 x)y = y 一 z 十 2 在 某 个 区 间 上 的 解 . 求 使 这 个 解 有 定义 的 最 大 
区 间 . 
24. 下 列 函 数 是 所 给 微分 方程 的 解 。 至 少 求 出 每 个 解 的 一 个 定义 区 间 . 
(a)y =25+y; y=tan5zx 
(b)2y =y" coszr; у= (1— sinz) ! 
25. Ж т 的 值 ， 使 得 函数 ye™ 是 所 给 微分 方程 的 解 ， 给 出 求解 过 程 . 


(а) у +2y=0 (Эу —5у +6y=0 
26. Ж т ИЯ, ERA y= x" 是 所 给 微分 方程 的 解 ， 给 出 求解 过 程 . 
(a)zy +2y 一 0 (Ь) 2? у — 75у 十 15y 一 0 


证 明 27. 28 题 中 所 给 的 函数 是 微分 方程 组 在 区 间 ( 一 2， +оо) ЕЖ. 
27. х=е7 Зеб, y=—e 2 56, 


44 —т+3у 


ду _ 
d 5Zz 十 3y 


28. 工 二 cos2t 十 sin2t 十 Ee ‚ у= 一 cos2t 一 sin2t 一 于 ; 


10 ЖІФ 
讨论 题 
29. 构造 一 个 微分 方程 ， 使 它 没有 任何 实数 解 . 
30. 构造 一 个 微分 方程 ， 使 它 有 平凡 解 y 一 0， 并 给 出 过 程 . 
31. 有 哪些 函数 的 一 阶 导数 是 它 本 身 ? 哪些 函数 的 一 阶 导数 是 它 本 身 的 上 倍 ? 把 每 一 个 问题 写成 一 个 一 阶 
微分 方程 ， 并 把 它 的 解 写 出 来 . 
32, 哪些 函数 的 二 阶 导数 是 它 本 身 ? 哪些 函数 的 二 阶 导数 是 它 本 身 的 负数 ? 把 每 一 个 回 题写 成 一 个 二 阶 微 
分 方程 ， 并 把 它 的 解 写 出 来 . 
33. 假设 y=$(z) 是 nn 阶 微分 方程 FCrz，y，y 9, у) =0 在 区 间 上 的 解 . 解释 为 什么 $, 内，…， 
ФОЕ БСВ 【上 一 定 连 续 . 
34. 设 一 个 双 参 数 族 уба) =суу (z) о yz (zx) 是 一 个 线性 二 阶 微分 方程 在 区 间 工 上 的 解 . 若 x 二 0 在 区 间 
了 内 ， 求 参数 族 的 一 个 特 解 ， 使 它 满足 条 件 y(0) =2, у (0) 二 90， 并 把 所 和 需要 的 假设 列 出 来 . 
35. 讨论 并 举例 说 明 如 何 解 形 如 ду/ат= Сх) sl d° y/ dz 二 f(x) 的 微分 方程 . ! 
36. 微分 方程 z(y )* 一 4y 一 12x’ = 0 可 以 写成 (4 表示 的 一 般 形式 ， 方程 是 否 能 够 写成 正规 型 ау/ах = 
f(z,y). 
.元 阶 微分 方程 的 正规 型 (5) 等 价 于 (4)， 无 论 何 时 二 者 都 有 相同 的 解构 造 一 个 形 如 ЕСхь y, у) = 0 
的 一 阶 微分 方程 ， 使 它 与 正规 型 dy/dz= f(z， ул ай. 
38. 求 线性 二 阶 微分 方程 FCz，y，y，yY)=0， 使 得 >= cz 十 cz 是 它 的 一 个 双 参 数 解 族 ， 这 个 方程 应 
该 与 Суу C2 无 关 . 
39. 讨论 在 什么 条 件 下 ，y=0 是 线性 微分 方程 (6) 的 一 个 解 . 
40. 我 们 知道 当 且 仅 当 у 是 一 个 常数 时 有 y 二 0， 利 用 这 点 确定 下 列 微分 方程 是 否 有 常数 解 . 
(a)3xy +5y=10 (b)y = у? +2y—3 
(с) Cy—1)y =1 (фу +4y +6у=10 
在 习题 41、42 中 ， 所 给 图 形 表 示 微 分 方程 dy/dz = f (>, y) 的 隐 式 解 GCz，y) =0 的 图 像 . 在 每 题 中 ， 
Ger, у) =0 隐 式 地 定义 了 微分 方程 的 几 个 解 . 请 读者 重新 绘 出 每 个 图 像 . 用 不 同 的 颜色 标 出 解 对 应 的 图 像 ， 
请 牢记 解 $ 必须 是 一 个 函数 并 且 是 可 微 的 .利用 解 曲 线 估计 每 个 解 $ 的 定义 区 间 工 . 
41. y 42. y 


2 
= 


1 x 
图 1.5 图 1.6 


43. 单 参 数 族 > у — 3cxry ARH ЫЕ Л.” Ж 线 (folia of Descartes). 证 明 这 个 参数 族 是 一 阶 微分 方程 


dy _ убу? — 27) 
dr ry) 


44. PEN 43 fh e= 1 时 的 叶 形 线 、 讨 论 如 何 利用 习题 43 中 的 微分 方程 求 出 二 十 y 一 3z? 图 形 上 
具有 垂直 切线 的 点 ， 知 道 了 何 处 的 切线 是 垂直 的 ， 又 如 何 确 定 微分 方程 的 解 #$ 的 定义 区 间 7? 写 出 求 
解 过 程 ， 并 和 习题 42 中 的 区 间 加 以 比较 . 
微分 方程 解 的 信息 可 以 从 方程 本 身 得 到 ， 在 解 45~48 题 之 前 ， 复习 一 下 微 积分 中 导数 dy/dx 和 中 /dz 
的 几何 意义 . 
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45. 设 y 一 gz) 是 定义 在 工 上 的 y = ул 4 的 解 ， 描 绘 y= 二 $x) 在 1 上 的 图 形 . 例如 ， 解 曲线 是 否 有 相对 
极 值 . 
46. (а) ЕВ y=5, — оох Боо y 二 5 一 y НЮ. ЖАА 
图 1.7 中 的 水 平 直线 . 
(b) 为 什么 图 1.7 中 所 示 的 曲线 不 是 解 曲 线 ? 
(OE y<5, y>>5 定义 的 区 域 上 绘 出 风 个 合理 的 解 曲线 ， 
47. 设 > 一 内 z) 是 微分 方程 dy/dr=yla— by W, HP a, b 是 正 的 常数 . 
Ca) 求 出 方程 的 两 个 常数 解 
(b) 仅 用 微分 方程 ， 分 别 求 出 非常 数 解 y= 二 $Cz) 在 > 轴 上 的 递增 区 间 、 递 
减 区 间 . . 
(co) 仅 用 微分 方程 ， 解 释 为 什么 y=a/2b EER RA у = Ф\х) Л En sa 
的 y 坐标 . 图 1.7 
(d) 在 同样 的 坐标 轴 上 ， 绘 出 (a) 中 两 个 常数 解 的 图 形 ， 这 些 常数 解 把 zy 
平面 分 害 成 三 个 区 域 ， 在 每 个 区 域 里 ， 绘 出 非常 数 解 y=%z) 的 图 形 ， 它 的 形状 可 以 从 (b)、(Mc) 
的 结果 中 得 到 一 些 启示 . 
48. 如 下 所 示 的 单 参数 解 族 是 所 给 一 阶 微分 方程 的 隐 式 解 : 
ydr—2zxdy = 0,у* = ах. 2хат+ ydy = 0, 2а? + у? = с. 
绘 出 第 一 个 参数 族 当 c> 0 时 的 三 条 解 曲 线 和 当 с, <0 时 的 三 条 解 曲线 .至 少 绘 出 第 二 个 参数 族 的 三 
条 曲线 . 第 一 个 参数 族 的 解 曲线 和 另 一 个 参数 族 的 解 曲 线 的 交点 有 什么 性 质 ? 仅 利用 微分 方程 ， 请 读 
者 证 明之 . 
计算 机 实验 作业 
在 习题 49、50 h, M CAS 计算 所 有 的 导数 并 证 明 函 数 是 所 给 微分 方程 的 特 解 . 
49. у — 20y” +158у' — 580у +841у=0; у= хе? cos 22 


соѕ(51пх) -3 sin(5 Іа z) 


х T 


50.22 y” +2r y +20xy —78y=0; y=20 


1.2 初 值 问题 


我 们 对 有 边界 条 件 的 微分 方程 是 感 兴趣 的 ， 这 些 边 界 条 件 通常 形 如 у= у(х) Не. E 
含有 x 的 某 个 区 人 间 上 ， 


ау , Ор) 
сү 一 (х,у, 9 .... " 
Жз ү f(m,y.y ут) O) 


约束 :y(Czo) = yo， у(х) = уу, y TI Cro) = Yma 
这 里 mm， ，…， 轴 -是 任意 的 实 约束 条 件 ， 称 为 初 值 问题 (IVP). y(Cz) 及 它 的 前 ”一 1 个 导 
数 在 点 х ШИЙ: убо) туу» y хо) тг угээ yD (х0) = y, a ， 称 之 为 初始 条 件 (initial 
condition). 
一 阶 初 值 问 题 和 二 阶 初 值 问题 问题 (1) 称 为 n 阶 初 值 问题 (nth-order initial-value 
problem). 例如 ， 


解 : ЧУ = устуу) (2) 
ЛХ 
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第 1 章 
约束 : у(х) = У, 
以 及 
ау : 
解 : a fe, у, y) (3) 


HR: у(х) =у», y (mo )= y 
分 别 是 一 阶 和 二 阶 初 值 问题 . 这 两 个 问题 用 几何 术语 解释 非常 容易 . 对 (2) 来 说 ， 我 们 在 一 个 
含有 х, 的 区 间 I 上 找到 微分 方程 的 一 个 解 ， 那 么 这 个 解 曲线 通过 点 (xz。，yo)， 请 见 图 1.8.， 对 
(3) 来 说 ,我 们 想 找 到 微分 方程 的 一 个 解 ， 这 个 解 的 图 形 不 但 通过 点 (xo。，yo。)， 而 且 在 这 个 点 
的 斜率 是 y. 请 见 图 1. 9. 初 值 条 件 是 从 物理 系统 得 到 的 ， 这 个 系统 的 自 变 量 是 t，y(to) 二 yo 
和 у'(ь)=у‹ 分 别 表示 物体 在 开始 或 初始 时 刻 的 位 置 和 速度 . 


微分 方程 的 解 М 微分 方程 的 解 


图 1.8 一 阶 初 值 问题 图 1.9 二 阶 初 值 问 题 


f n 阶 初 值 问 题 常用 方程 的 n 参数 解 族 解 出 7 个 特定 的 常数 ， 然后 得 到 该 方程 的 特 解 ， 这 
个 特 解 满 足 n 个 初始 条 件 . 

一 阶 初 值 问 题 

可 以 很 容易 地 证 明 у = се 是 一 阶 方程 y = у ЖЕ 1 В] ( оо, 
十 oo) 上 的 单 参数 解 族 . 如 果 指 定 一 个 初始 条 件 ， 比 如 说 ，y(0) 二 3， 
然后 把 + 二 0，y 二 3 代入 解 族 ， 得 到 常数 3 一 c =c. МЮ. y=3e' 
是 初 值 问题 

у = у, у(0)-3 

的 解 ， 现 在 需要 让 微分 方程 的 解 通过 点 (1， 一 2) 而 不 是 (0，3)， 那 
ZH y(1)= 二 一 2 可 得 ， 一 2 一 ce 怠 c= —2e 1, у= —2e* :是 初 值 
问题 


图 1.10 初 值 问题 的 解 


y =y; уС1)=—2 
的 一 个 解 ， 这 两 个 函数 的 图 像 如 图 1.10 Br 8. m 
二 阶 初 值 问题 
在 1.1 节 中 的 例 4 中 ， 我 们 知道 z—c cos 4t 十 cs sin 4t 是 方程 x 十 16x 二 0 的 双 参 数 解 族 . 
求 初 值 问题 
Z 4162 = 0, xn/ =— 2, (x/2) = 1 (4) 
的 解 . 
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解 ”首先 把 200/2) = —2 代入 所 给 的 解 族 中 得 cl cos 2x+-c; sin 2r 一 一 2， 因 为 cos 2x=1, 
sin 2x 二 0， 解 得 c = —2. 然后 把 z (z=/2)=1 代入 单 参数 解 族 = (t) = —2 cos4t 十 czsin4t rh. 
求 它 的 微分 ， 然 后 令 t= 二 x/2，zx = 二 1， 得 8sin2z + 4c;cos2gx = 1, АЙ H c = 1/4. 因此 ， 
XxX 二 一 2cos4t 十 1/4sin4t 是 (4) 的 一 个 解 . m 

存在 性 和 了 唯一 性 ” 初 值 问题 中 有 两 个 基本 的 问题 : 

解 存 在 吗 ? 
如 果 解 存在 ， 那 么 它 唯 一 吗 ? 
形 如 (2) 的 初 值 问题 ， 问 : 
存在 性 сэн ау/ах= (х, у) ж RD? 
有 一 条 通过 (ro，yo) 的 解 曲线 吗 ? 
什么 时 候 只 有 一 个 解 存在 ? 
曲线 通过 点 (zo，yo) 吗 ? 

注意 在 例 1 和 例 2 中 ， 用 “一 个 解 ” 而 不 是 “这 个 问题 的 解 ”. “一 个 ”就 说 明 其 他 的 解 也 可 能 
存在 .基于 这 一 点 ， 我 们 还 没有 证 明 问题 存在 唯一 解 . 下 个 例子 给 出 了 带 有 两 个 解 的 初 值 
问题 . 

一 个 初 值 问 题 可 以 有 几 个 解 


方程 y=0 Ж уса 都 满足 微分 方程 dy/dzx 一 zy 


以 及 初 值 条 件 y(0) 二 0， 因 此 初 值 问题 
dy/dz = zy! ,y(0) = 0 

至 少 有 两 个 解 . 正如 图 1.11 所 示 ， 这 两 个 函数 的 图 形 都 通 
过 同一 点 (0，0). Ш 。 图 1.11 同一 个 初 值 问题 的 两 个 解 

在 一 般 的 微分 方程 中 都 给 出 适当 的 限制 条 件 ， 使 得 我 
们 可 以 相当 肯定 地 说 多 数 微分 方程 有 解 并 且 初 值 问题 的 解 可 能 是 唯一 的 . 但 是 在 现实 中 ， 问 题 
没有 那么 简单 ， 因 此 需要 进一步 知道 初 值 问题 的 解 是 否 存 在 ， 如 果 存 在 ， 是 否 唯一 ， 因 为 在 接 
下 来 的 两 章 中 将 讨论 一 阶 微分 方程 ， 所 以 这 里 不 加 证 明 地 给 出 一 个 定理 ， 这 个 定理 给 出 了 形 如 
(2) 的 二 阶 初 值 问题 的 解 存在 并 且 唯 一 的 充分 条 件 . 我 们 将 在 第 4 章 中 讨论 二 阶 初 值 问 题解 的 
存在 性 和 唯一 性 . 

唯一 解 的 存在 性 

令 尺 是 定义 在 zy 平面 上 a 二 x 二 b,c 全 yd 的 矩形 区 域 ， 并 使 
得 点 (zu，W) 在 其 内 部 ， 如 果 f(z，y) 及 9 f/ 9 y # R 上 是 连续 的 ， 
那么 存在 某 个 区 间 b: хо —h<<xz<x +h, h>0, 包含 在 a<x<b 
内 ， 并 有 唯一 的 一 个 定义 在 L, 上 的 函数 y(X) 是 初 值 问 题 (2) 的 解 . 

上 述 结论 是 一 阶 微分 方程 最 重要 的 一 个 存在 性 和 唯一 性 定理 ， 
因为 f(z，y) 和 3f/ ay 的 连续 性 相对 来 说 容易 验证 ， 定 理 1.1 的 几 оа 
何 图 形 如 图 1. 12 所 示 . 1.12 ЯРЬ R 
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ШЕ 回顾 例 3 
例 3 中 微分 方程 dy/dr=ry 至少 有 两 个 解 ， 它 们 的 图 形 通过 (0，0). 对 函数 


af Р 
(т, — 1⁄2, — = —— 
f(z,y) = zy ЦЭР ту? 


的 研究 表明 它们 在 y> 0 的 上 半 平 面 是 连续 的 .根据 定理 1.1， 我 们 可 以 说 在 y> 的 上 半 平 面 
中 的 任何 点 C(x。，yo)， 并 以 хо 为 中 心 的 区 域 上 ， 所 给 的 微分 方程 有 唯一 解 . 因此 ， 即 使 不 解 
方程 ， 我 们 也 知道 在 以 2 为 中 心 的 某 个 区 间 上 初 值 问 题 dy/dx 一 xy”，y(2) 二 1 有 唯一 解 。 Ш 

在 例 1 中 ， 定 理 1.1 保证 了 初 值 问 题 ”一 >y，y(0) 一 3 和 y 一 >，y(1) 一 一 2 分 别 除 了 у= 
Зе 和 > 一 一 2e 一 :之 外 没有 别 的 解 ， 这 个 结论 可 以 从 /(х, у)=у 和 9f/ ду=1 在 整个 ху 平面 
上 的 连续 性 得 到 . 进一步 ， 解 定义 的 区 间 工 可 以 扩展 到 (一 co ， 十 ce). 

存在 性 和 唯一 性 的 区 间 “假定 >(z) 表 示 初 值 问 题 (2) 的 一 个 解 . 以 下 三 个 工 实 轴 上 的 集合 
可 能 是 不 同 的 ; 函数 >(z) 的 定义 域 ， 解 >(z) 的 定义 域 或 存在 的 区 间 IT， 存在 性 和 唯一 性 的 区 
间 L. 1.1 38942 说 明了 函数 定义 域 和 定义 区 间 工 的 区 别 . 现 假定 (ze，%) 是 定理 1.1 中 区 
JR R 中 的 一 个 内 点 .函数 f(x，y) 在 R 上 的 连续 性 充分 保证 了 dy/dz= f(z, у), убх) = уо 
在 某 个 区 间 J 上 至 少 存在 一 个 解 . 初 值 问题 的 定义 区 间 I 通常 是 包含 x。 的 最 大 区 间 ， 在 这 个 
区 间 上 解 yz) 有 定义 目 可 微 . 区 间 了 依赖 于 f(x，y) 和 初始 条 件 уб») =». 请 见 练习 1.2 中 
的 习题 7、28，R 上 一 阶 偏 导数 9 f/ 3 y 的 连续 性 条 件 使 得 我 们 不 但 可 以 说 在 包含 x。 的 某 个 
KE I 上 解 存在 ， 而 且 这 个 唯一 解 满足 убт) = у. 但是， 定理 1.1 没有 告诉 我 们 区 间 工 和 了 
该 取 多 大 范围 ;定义 区 间 [不 一 定 取 和 民 一 样 ， 存 在 性 和 唯一 性 的 区 闻 L. 不 一 定 取 和 了 一 样 
大 ， 定 义 区 间 h: z. —h<z<x +h ËJ h>0 可 以 非常 小 ， 并且 最 好 认为 解 >(z) 在 局 部 是 唯一 
的 ， 所 谓 局 部 解 就 是 定义 在 点 (xz。，wo) 周 围 区 域 上 的 解 ， 请 参考 练习 1. 2 中 的 习题 34. 

ж (ртт 中 的 条 件 是 充分 的 但 不 是 必要 的 . 当 fr, у)йе д //д ул? ЖАК 

上 连续 时 ，(2) 的 解 必 定 存在 并 且 唯 一 ， 而 不 论 (z，3 和 ) 在 民 的 什么 位 置 ， 然而， 如 果 

定理 1.1 中 的 假设 条 件 不 满足 ， 那 么 任何 情况 都 有 可 能 出 现 : 问题 (2) 仍 有 一 个 解 ， 而 

且 这 个 解 仍 有 可 能 唯一 ， 或 它 有 几 个 解 ， 或 它 根本 没有 解 、 例 4 揭示 了 定理 1. 1 假设 在 

直线 y 一 0 上 对 微分 方程 dy/dx 二 zy 不成立， 但 是 这 并 不 奇怪 ， 正 如 我 们 在 本 节 例 3 

中 看 到 的 一 样 ， 有 两 个 定义 在 普通 区 间 一 hn<z< 户 上 的 解 满足 >(0) 一 0， 另 一 方面 ， 

定理 1. 1 的 假设 在 直线 у=1 上 对 微分 方程 dy/dz= | y 一 1 | 不 成 立 ， 然而， 可 以 证 明 初 

值 问题 dy/dz= | у-1| , y(0)=1 的 解 是 唯一 的 。 请 读者 自行 求 出 这 个 解 . 

(i) 请 读者 思考 练习 1.2 中 的 习题 33， 并 把 它 牢 记 于 心 . 

练习 1.2 

用 yy 二 >y 一 y 的 单 参数 解 族 y 二 1/(1 十 ce 7) 求解 习题 1. 2 中 初 值 问题 的 解 . 


L уоу= —-- 2. y(—1)=2 


用 之 上 +z=0 的 双 参 数 解 族 r= c, cos t 十 cz sin 上 求解 习题 3 一 6 中 初 值 问题 的 解 . 
3. х(0) = —1, z'(0)=8 4. х(х/2)=0, x (x/2)=1 
5. 200/6) = 1/2, x (к/6) =0 6. х(к/4)--4/2, x (9/4) = 2402 


微分 方程 引 论 15 


用 y= y=0 ВЗ Е у= се-се 求解 习题 7— 10 中 所 给 初 值 问题 的 解 . 


7. y0)=1, y (0)=2 8.y(1)—0, y (1)=e 

9.y(—1)=5, у(—1)=—5 10. у(0)=0, y (03-50 

至 少 求 出 习题 11、12 中 所 给 初 值 问题 的 两 个 解 . 

ll.y =3Зу”%, у(0) =0 12. zy =2y, y(0)=0 

在 习题 13 一 20 中 , 求 zy 平面 上 的 一 个 区 域 ， 使 得 微分 方程 在 这 个 区 域 上 有 唯一 解 ， 并 且 通 过 点 (xo，yo). 
dy_ ол dy_ 

13. 32 7 14. 32 У zy 
dy dy _ 

15.5 у. y 16. k xy 

17. (4--у Уу = 2? 18. (1+ у) у — z2 

19. (22 +y y = уг 20. (у= х) у = y+ x 

判断 习题 21—24 中 ， 定 理 1. 1 是 否 能 保证 微分 方程 y = Vy 一 9 有 通过 下 列 点 的 唯一 解 . 

21. (1, 4) 22. (5, 3) 

23. (2, — 3) 24.0—1, 1) 

25, 


26. 


27. 


28. 


(a) 求 解 微分 方程 zy = у 的 单 参数 解 族 ， 并 证 明 解 族 中 的 每 个 解 都 是 初 值 问题 xy = у, 00) =0 
的 解 . 

(b) 求 出 zy 平面 上 的 一 个 区 域 R， 使 得 (a) 中 的 微分 方程 ry = y 存在 唯一 解 并 有 此 解 通过 R 中 的 点 
(л, yo). 

(c) UE BH {а 


> х.х20 


满足 条 件 y(0)=0. 判断 这 个 函数 是 否 也 是 (a) 中 初 值 问题 的 一 个 解 . 

(a) 证 明 > 一 tan(Cz 十 c) 是 微分 方程 y 二 1 十 y 的 单 参数 解 族 . 

(b) 因 为 f(x， y)=1+ y а f/39 ymy 是 处 处 连续 的 ， 因 此 定理 1.1 中 的 区 域 R 可 以 拓展 到 整个 
ry 平面 上 .用 (a) 中 的 解 族 求 出 初 值 问题 у 一 1 十 y，>(0) 一 0 的 一 个 显 式 解 . 尽管 ze 一 0 在 区 间 
—2<х<2 上 ， 解 释 为 什么 解 在 这 个 区 间 上 没有 定义 . 

(c) 求 (b) 中 初 值 问题 解 的 最 大 定义 域 工 

(a) 证 明 у= 一 1/(z 十 ce) 是 微分 方程 = y 的 单 参数 解 族 ， 

(b) 因 为 f(z, y)=>yx 和 9 f/ 3 y=2y 是 处 处 连续 的 ， 所 以 定理 1.1 中 的 区 域 R 可 以 是 整个 xy 平面 . 
求 (a) 中 解 族 的 一 个 特 解 ， 使 其 满足 у(0) =1. 求 (a) 中 解 族 的 一 个 特 解 满足 y(0) 一 一 1， 并 写 出 使 
每 个 初 值 问题 的 解 有 意义 的 最 大 区 间 1. 

Cc) 求 (a) 中 解 族 的 一 个 特 解 ， 使 其 满足 у лу y(0)= yo, у 30. 解释 为 什么 解 的 最 大 定义 区 间 了 
是 一 co<<z<<1l/y ， 或 是 1/yo к< +оо. 

(dd) 求 初 值 问 题 y =y O= 解 的 最 大 定义 域 工 

GNER 322 — у = c 是 微分 方程 ydy/dx 王 3x 的 单 参数 解 族 . 

(b) 绘 出 隐 式 解 322 y = 3 的 图 形 . 求 (a) 中 微分 方程 的 所 有 显 式 解 у= 001. 给 出 每 个 显 式 解 的 定 
义 域 I. 点 (一 2，3) 在 图 形 32° у =3 Б, 但 是 哪 一 个 显 式 解 满足 y( 一 2) 王 3? 

(oO 利用 Ca) 中 的 解 族 求 出 初 值 问 题 ydy/dz—=3z, у(2) = — 4 的 一 个 隐 式 解 . 然后 绘 出 这 个 初 值 问题 
显 式 解 的 图 形 ， 并 给 出 定义 域 工 

(d) ydy/dz= Зх 有 通过 原点 的 显 式 解 吗 ? 
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讨论 题 


29. 


30. 
31. 


32. 


33. 


34. 


考虑 初 值 问题 y 二 x 一 2y，y(0) = 二 1/2， 用 数学 语言 解释 图 1.13 “Р PF BBS ЖЕ HH #K ЖЕ E =E ЭН 
曲线 . 

解释 为 什么 一 阶 初 值 问 题 dy/dz= flr, у), у(х) = у 没有 意义 ， 其 中 y 是 任意 实数 . 

Ж го 的 值 ， 使 得 初 值 问题 y 十 2y==3x 一 6，y(zo) 一 0 解 的 图 形 和 工 轴 在 (ze，0) 点 相 切 ， 并 给 出 求解 
过 程 . 

图 1. 14 给 出 了 二 阶 微分 方程 df у/ах = f(z, y, y ) 解 族 中 四 个 解 的 图 形 ， 给 每 一 个 解 曲线 寻找 一 个 
合适 的 初始 条 件 . 


图 1.13 图 1.14 
(a)y(1)=1, y (1) = —2 (b)y(—1)=0, у (10) = 4 
(с)у(1)=1, у (1) =2 (Ф у00) = 1, y (0) =2 
(е) у(0) = —1, y (03-50 (000) = —4, у (0) = —2 


设 一 阶 微分 方程 dy/dz= fr, ут АЖИ, РА f(x，y) 满 足 定义 1.1 的 假设 ， 它 定义 在 
zy 平面 的 某 个 矩形 区 域 R E. 讨论 为 什么 两 个 不 同 的 解 曲线 不 会 相交 ， RE R rjj ESA (zo y) 
相 切 . 


函数 
1 0, х< 0 
уб) = тх, мн 220 


分 别 如 图 1. 15(a) 和 (b) 所 示 ， 很 明显 它们 是 不 同 的 . 这 两 个 函数 都 是 初 值 问 题 dy/dx = ху, 
y(2)=1#E(—co, +оо) ЕШ. 这 点 和 例 4 的 最 后 一 名 话 是 矛盾 的 ， 请 解释 这 个 矛盾 . 


y y 


(2,1) (2,1) 


а) b) 


图 1.15 dy/dr==y!2, y(2)=1 的 两 个 解 
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35. 考虑 微分 方程 y 二 y 一 + 十 1。 车 对 微分 方程 进行 微分 ， 然 后 替代 其 中 的 y， 则 有 у=у—1=(у—х-+1) 
一 1 二 y 一 +， 讨论 下 列 信息 的 几何 意义 : 
y= rit y = 0,y= ху" = 0; 
y> 2—18 y > 0,y> ху > 0; 
y< х—1Ю y < 0,y < x у < 0. 
用 这 些 信息 绘 出 微分 方程 的 解 族 曲 线 、 请 再 参考 习题 33. 


1.3 作为 数学 模型 的 微分 方程 


本 节 我 们 集中 讨论 如 何 用 微分 方程 来 构造 数学 模型 ， 在 第 2 章 和 第 4 章 里 学 习 了 解 微分 方 
程 的 方法 以 后 ， 我 们 再 来 解 第 3 章 和 第 5 章 里 的 一 些 模型 . 

数学 模型 ”我 们 经 常 需要 用 数学 语言 来 描述 一 些 现实 生活 中 的 现象 ， 无 论 是 在 物理 学 、 社 会 
学 中 ， 还 是 在 经 济 学 中 ， 这 些 现象 的 数学 描述 称 为 数学 模型 (mathematical model)， 这 些 模 型 是 为 
我 们 的 某 种 目标 建立 起 来 的 ， 例 如 ， 我 们 希望 通过 研究 生态 系统 里 动物 数量 的 增长 来 了 解 其 内 在 
的 运行 机 制 ， 或 者 希望 通过 分 析 化 石 或 地 层 中 放射 性 物质 的 衰减 来 判断 化 石 的 年 代 . 

构建 一 个 系统 的 数学 模型 的 步骤 如 下 : 

( |i) 识别 对 改变 系统 有 作用 的 变量 .起 初 我们 可 以 不 用 把 所 有 变量 都 选 进 模型 ， 在 这 步 
中 ， 我 们 给 出 模型 的 求解 精度 . 

(ii 我们 做 一 些 关 于 这 个 系统 的 合理 假设 . 这 些 假 设 也 可 以 包括 任何 对 系统 适用 的 经 验 
法 则 . 

对 于 某 些 情况 ， 低 精度 的 模型 也 能 很 好 地 满足 我 们 的 需求 ， 例 如 ， 读 者 可 能 已 经 在 物理 课 
上 学 过 ， 在 为 地 球 表 面 附 近 做 落体 运动 的 物体 建 模 时 ， 空 气 的 摩擦 阻力 有 时 可 以 忽略 不 计 ， 但 
是 如 果 是 一 个 从 事 精 确 计算 远程 导弹 飞行 路 径 的 科学 家 ， 就 必须 考虑 空气 阻力 以 及 像 地 球 表面 
曲率 这 样 的 一 些 其 他 因素 . 

因为 关于 系统 的 假设 经 常 包括 一 个 或 几 个 变量 的 变化 率 ， 所 以 所 有 这 些 假设 的 数学 描述 可 
能 是 一 个 或 几 个 包含 导数 的 方程 ， 换 名 话说， 数学 模型 可 能 是 一 个 微分 方程 或 微分 方程 组 . 

一 旦 建立 起 一 个 微分 方程 或 方程 组 的 数学 模型 ， 我 们 所 面 对 的 就 是 解 方 程 或 方程 组 这 样 环 
手 的 问题 .如 果 我 们 能 解 它 ， 且 当 这 个 解 和 系统 行为 的 试验 数据 或 已 知事 实 相符 ， 我 们 就 认为 
这 个 模型 是 合理 的 .但 是 如 果 这 个 解 预测 能 力 很 差 的 话 ， 我 们 就 增加 求解 的 精度 或 做 一 些 另 外 
的 假设 ， 然 后 建 模 的 过 程 如 此 反复 ， 如 下 图 所 示 . 


用 微分 方程 描述 假设 


| 
如 果 必 要 ,改变 
假设 或 增加 模 RANE 
型 的 精度 


ене 显示 模型 的 预测 (例如 图 形 得 到 解 
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当然 ， 提 高 模型 精度 增加 了 模型 的 复杂 性 ， 同 时 也 增加 了 我 们 不 能 得 到 显 式 解 的 可 能 性 . 

物理 系统 的 数学 模型 通常 包括 时 人 间 变 量 上 + 模型 的 解 给 出 了 系统 的 状态 (state of the 
system); 换言之 ， 对 应 于 zt 的 因 变 量 的 值 描 述 了 系统 过 去 、 现 在 和 将 来 的 状态 . 

人 口 动力 学 ”最 早 通过 数学 方法 测量 人 口 增长 (population growth) 的 模型 是 英国 经 济 学 家 
托马斯 .马尔萨斯 在 1798 年 所 建立 的 模型 ， 马 尔 萨 斯 模型 的 基本 假设 是 一 个 国家 在 某 个 时 刻 
的 人 口 增长 率 和 当时 的 人 口 总 数 成 一 定 比例 8， 也 就 是 在 上 时 刻 的 人 口 越 多 ， 将 来 的 人 口 也 就 
越 多 ， 用 数学 语言 描述 就 是 ， 用 Ро г 时 刻 的 总 人 口 ， 则 这 个 假设 可 以 表达 为 : 


dP dP _ 
чу Рау Р, (1) 


这 里 & 是 比例 常数 ， 这 个 简单 的 模型 忽略 了 很 多 影响 人 口 增长 或 减少 的 因素 ， 但 是 却 相 当 
精确 地 预测 了 1790 一 1860 年 间 的 美国 人 口 ， 按照 (1) 所 表示 的 速率 增长 的 人 口 是 非 常 军 见 的 ; 
但 是 ，(1) 仍 然 被 用 来 描述 小 数量 人 口 在 短期 内 的 增长 模型 (例如 有 盖 培 养 焉 中 细菌 的 繁殖 )， 

放射 性 衰减 ”原子 的 原子 核 由 质子 和 中 子 组 成 .很 多 质子 和 中 子 的 组 合 是 不 稳定 的 ， 也 就 
是 说 原子 会 衰减 或 转变 成 其 他 物质 的 原子 .这 类 原子 核 被 称 为 是 放射 性 的 . 例如 ， 具 有 强 放射 
性 的 镭 -226 会 转变 成 气态 氢 -222. 为 了 给 这 种 放射 性 衰减 (radioactive decay) 建 立 数 学 模型 ， 
假设 一 种 物质 的 衰减 速度 dA/di 与 时 刻 该 物质 剩余 总 量 A (r) (更 准确 地 说 是 原子 核 的 总 数 ) 成 
正比 : 


dA dA _ 


当然 ， 方程 (1) 和 (2) 是 完全 相同 的 ; 不 同 的 仅仅 是 符号 表示 的 意义 和 比例 常数 不 同 ， 对 于 增长 
的 问题 来 说 ， 正 如 我 们 期 望 的 那样 ， 在 (1) 中 &>>0， 对 于 衰减 问题 ， 在 (2) 中 k<. 

增长 模型 (1) 也 可 以 看 成 是 4S/d 一 ”3， 当年 利率 > 是 连续 复 利 时 它 表 示 资 金 S 的 增值 过 
程 ， 衰减 模型 (2) 也 应 用 在 生物 领域 ， 比如 它 可 以 确定 一 种 药物 的 半衰期 ， 也 就 是 药物 在 体内 
通过 排泄 或 新 陈 代谢 消耗 50% 所 用 的 时 间 ， 在 化 学 领域 ， 衰减 模型 (2) 描 述 了 一 阶 化 学 反应 的 
过 程 ， 以 上 诸 例 子 基于 以 下 共识 : 

单个 的 微分 方程 可 以 作为 许多 不 同 现象 的 数学 模型 . 

数学 模型 中 通常 有 某 种 边界 条 件 的 限制 ， 例 如 ， 在 模型 (1) 和 (2) 中 ， 我 们 希望 知道 初始 人 
ПОР, 和 初始 放射 性 物质 的 总 数 Ас. 如 果 初 始 时 刻 是 = 0, 那么 我 们 知道 Р(0) =Р,, A0 = 
A. 换言之 ， 一 个 数学 模型 的 约束 条 件 可 能 是 初始 值 问题 ， 也 可 能 是 稍 后 我 们 在 5. 2 节 中 看 到 
的 边界 值 问题 . 

牛顿 热力 学 定律 ”根据 牛顿 热力 学 定律 ， 物体 内 温度 的 改变 速率 与 物体 的 温度 和 其 周围 介 
质 (也 就 是 所 谓 的 环境 温度 ) 温 度 之 差 成 正比 ， 如 果 T(1) 表 示 物 体 在 t 时 刻 的 温度 ，T 表示 其 
周转 介质 的 温度 ，dT/dt 表示 物体 温度 变化 的 速率 ， 牛顿 热力 学 定律 用 数学 语言 描述 就 是 : 


dT TT 或 于 一 kT 一 T,)， (3) 
dt dt 


这 里 上 是 比例 常数 ， 不 论 是 在 冷却 还 是 加 热 模型 中 ， 如 果 T, 是 常数 ， 那 么 <0. 


O 车 两 个 数 u、v 成 比例 ， 则 记 为 uv. 也 就 是 说 一 个 数 是 另 一 个 数 的 常数 倍 : u=kv. 
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疾病 传播 ”有 一 类 传染 病 ， 例 如 流感 病毒 ， 通 过 人 与 人 之 间 的 接触 传染 ， 令 z(t) 表 示 感 
染病 毒 的 人 数 ，y() 表 示 未 感染 的 人 数 . 假设 疾病 传播 的 速率 dz/dt 与 这 两 个 群体 之 间 相 互 接 
触 的 人 数 成 正比 .假设 相互 接触 的 人 数 与 z(t) 和 y(t) 的 联合 函数 zy 成 正比 ， 那 么 


ах _ 
q = У, (4) 


这 里 有 是 通常 的 比例 常数 ， 设 一 个 小 社区 有 固定 的 个 人 口 ， 如 果 一 个 感染 病毒 的 人 进入 社 
K, А z(t) 和 y(z) 的 关系 就 是 x 十 y= 二 n 十 1。 用 这 个 方程 消去 (4) 中 的 y， 得 到 


=— = kr(n+1— zx). (5) 


(5) 有 一 个 明显 的 初始 条 件 200) =1. 

化 学 反应 ”微分 方程 (1) 所 表示 的 放射 性 物质 的 分 解 称 为 一 阶 反应 (first-order reaction). 
在 化 学 中 ， 有 一 类 反应 遵循 一 个 同样 的 经 验 法 则 : 如 果 物 质 A 的 分 子 分 解 成 更 小 的 分 子 ， 那 
么 就 有 一 个 假设 成 立 ， 即 这 种 分 解 的 速率 与 原 物质 的 剩余 总 量 成 正比 ; 也 就 是 说 若 x(t) 表示 
物质 A 在 任何 时 刻 的 剩余 总 量 ， 那 么 dX/dt 二 kX， 这 里 是 负 的 常数 ， 因 为 X 是 不 断 减少 的 . 
一 阶 化 学 反应 的 一 个 例子 就 是 (CH;)3CCl 转变 为 (CH;);COH: 

ССН,Э.СС1--МаОН--» (CH,);COH + NaCl. 
其 反应 的 速率 仅 由 (CH;);CCl 的 浓度 决定 ， 但 是 ， 在 化 学 反应 
CH,CI+ NaOH —> CH,OH + NaCl 
中 ， 一 分 子 CH CI 消耗 一 分 子 NaOH， 然 后 生成 一 分 子 СН.ОН 和 一 分 子 NaCl， 这 个 反应 的 
速率 与 剩余 CH;Cl 和 NaOH 数量 的 乘积 成 正比 ， 为 了 把 这 第 二 种 反应 一 般 化 ， 我 们 假设 一 分 
+ A 和 一 分 子 B 生成 一 分 子 C.， 如果 用 和 表示 C 在 上 时 刻 生成 的 总 量 ，a、 8 依次 表示 物质 A、 
B 在 t=0 时 的 数量 (初始 数量 )， 那么 A. B 瞬时 未 反应 的 分 别 为 a 一 X 和 8B 一 X， 因 此 C 的 生 
dX 


dX = ke 一 -О 5 6) 
= а — XG X) ( 


XE £ ЮЖ. 方程 (6) 表 示 的 反应 模型 称 为 二 阶 反应 (second-order reaction). 
混合 物 问题 ”两 种 不 同 浓度 的 盐 溶液 混和 在 一 起 ， 就 产生 了 用 一 阶 微 

分 方程 所 描述 的 溶液 中 盐 的 数量 问题 . 假定 在 大 容器 里 盛 有 300 ва? 盐 溶 
液 ( 即 在 水 中 融 解 一 定数 量 的 盐 所 得 到 的 溶液 ). 另外 一 个 盐 溶液 以 每 分 钟 
3 gal 的 速率 倒 人 大 容器 中 ; 倒 入 的 盐 溶液 浓度 是 每 ва! 2 159 盐 . 容器 里 的 
溶液 经 过 充分 搅拌 后 ， 再 以 同样 的 速率 倒 出 ， 请 见 图 1.16. 如 果 A(z) 表 示 
£ 时 刻 容器 中 盐 的 数量 (单位 为 lb)， 那 么 A(z) 变 化 的 净 速率 是 

dA _ eoa = ke 

dt 速率 速率 


)= R.—R.. (7) 


Q 1 USgal=3. 785 йт. 编辑 注 
© 11=0. 453 kg. 一 一 编辑 注 
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盐 倒 人 的 速率 (单位 是 ib/min)R; 是 
盐 溶液 的 倒 信 速率。 ШАВЮЖЖ | 盐 的 倒 入 速率 


{ 
К, = (Зваі/ пип) + (2 lb/gal) = 616/ тіп. 


现 因为 溶液 在 倒 人 的 同时 也 在 以 同样 的 速率 倒 出 ， 那 么 上 时 刻 容 器 中 盐 溶 液 的 数量 是 常数 300gal. 
因此 ， 容 器 中 盐 的 浓度 以 及 倒 出 溶液 的 浓度 为 Ас) /300 lb/gal， 因 此 盐 倒 出 的 速率 R, 为 


盐 溶液 的 倒 出 速率 倒 出 盐 的 浓度 盐 的 倒 出 速率 
R, = (3gal/min) • (55лЫ/ва)- Ё lb/min. 
那么 方程 (7) 可 以 写成 
dA 6 А. 
чр 6 1007 (8) 


排水 问题 “在 水 力学 上 ，Torricelli 定理 表述 的 是 水 从 深度 为 h 的 容器 底部 的 一 个 薄 壁 筷 
中 流出 的 速率 vw， 这 里 v 和 在 高 度 h 处 做 自由 落体 的 物体 速度 相等 ， 即 


=, AE к 是 重力 加 速度 ，v 的 表达 式 是 从 动能 序 mx 和 势能 mah 


的 等 式 中 解 出 的 .假定 水 在 重力 作用 下 从 一 个 盛 满 水 的 容器 的 底部 小 孔 
中 流出 ， 我 们 要 求 出 在 任何 时 间 t 时 容器 中 水 的 高 度 h， 考 虑 一 个 如 
图 1.17 所 示 的 容器 .如 果 小 孔 的 面积 是 A (单位 是 fe2 )， 水 流出 容器 
的 速度 是 v=/2gh AE ft/sS )， 那 么 每 秒 流出 容器 的 水 的 体积 是 
A, /2gh (单位 是 ft/sS)， 因 此 ， 如 果 用 V4) 表 示 t 时 刻 时 容器 中 水 的 
体积 ， 那 么 


ч =— A, Vagh, (9) 


这 里 负 号 表示 V 是 不 断 递 减 的 ， 注 意 这 里 忽略 了 小 孔 的 摩擦 ， 它 可 能 会 使 水 的 流速 减 慢 ， 如 
果 这 个 容器 中 的 水 在 任何 :时刻 的 体积 可 以 写成 V(t) = Ah, KE A。( 单 位 是 fr ) 是 水 的 上 表 
面 面 积 ， 它 是 个 常数 (请 见 图 1. 17)， 那 么 dV /dt 二 A。dh/dt， 把 这 个 表达 式 代入 (9) 式 ， 我 们 
就 得 到 表示 水 在 2 时 刻 的 高 度 的 微分 方程 : 


482 Аһ /sm (10) 
4 А, 2gh. 


注意 到 (10) 中 的 A, 即使 不 是 常数 也 是 成 立 的 ， 这 种 情况 下 ， 我 们 就 必须 把 水 的 上 表面 的 面积 
表示 成 h EAA BASA). 请 参考 练习 1.3 的 习题 12. 
串联 电路 “考虑 如 图 1. 18(a) 所 示 的 单 回 路 串联 电路 ， 包括 一 个 电感 线圈 、 一 个 电阻 器 和 


© 1 fe 一 0.092 9 m?. 一 一 编辑 注 
© 1f{ft/s=0.304 8 m/s. 编辑 注 
© 1 ft?/s=0. 028 3 т? /5. 编辑 注 
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一 个 电容 器 ， 开 关闭 合 后 电路 中 的 电流 用 ;2 表示; t 时 刻 时 电容 器 中 的 电量 用 g(t) 表 示 . а 
BEL. C. R 分 别 表 示 感 应 系数 、 电 容量 、 电 阻 ， 一 般 情况 下 都 是 常数 .根据 基 尔 霍 夫 第 二 定 
4 (Kirchhoff’s second law)， 闭 合 回路 中 的 外 加 电压 E (O 必须 等 于 回路 中 电压 降 的 总 和 . 
图 1. 18(b) 的 符号 和 公式 分 别 表 示 了 经 过 电感 线圈 、 电 容器 和 电阻 器 的 电压 降 ， 因为 电流 i() 
和 电容 器 中 的 电量 403 Эс, i 二 dq/dt， 把 三 个 电压 降 相 加 


ШИ 电感 线圈 电阻 器 电容 器 
(о) L Р 感应 系数 六 子 () 电阻 R: 欧 姆 (Q) 电容 C: 法 拉 (f) 
НЕ: е 电压 降 :让 HJER: Ea 


图 1.18 
电感 线圈 电阻 器 电容 器 
7 | ү Y 
di 44 з — жу dq 1 
5 dt Ё аг? ший da сы 


它们 之 和 等 于 外 加 电压 降 ， 因 此 产生 了 一 个 二 阶 微分 方程 
LŽI +R% ра = EO. an 
我 们 将 在 5. 1 节 中 详细 讨论 形 如 (1) 的 方程 . 
落体 运动 受 力 物 体 运 动 的 数学 模型 通常 用 牛顿 第 二 运动 定律 来 描述 . 在 初等 物理 学 中 ， 
牛顿 第 一 定律 说 明 一 个 物体 在 不 受 外 力 的 情况 下 要 么 保持 静止 ， 要 么 保持 匀速 运动 ， 这 也 就 是 
说 ， 如 果 作 用 在 物体 上 的 外 力 之 和 下 二 2F NF, 即 合力 为 零 ， 那 么 物体 的 加 速度 为 零 ， 牛顿 
第 二 运动 定律 (Newton's second law of motion) 描 述 了 当 作 用 在 物体 上 的 合 外 力 不 是 零 时 ， 合 
外 力 与 物体 的 加 速度 a 成 正比 ， 准 确 地 说 是 К=та, 这 里 m 是 物体 的 质量 . 
假设 一 块 石头 从 一 个 建筑 物 的 顶部 竖 直 向 上 抛 出 ， 如 
图 1. 19 所 示 ， 那 么 在 t 时 刻 时 ， 石 块 相对 于 地 面 的 位 置 ;(2) 
是 多 少 ? 石 块 的 加 速度 是 二 阶 导数 d s/d. 如 果 设 竖 直 向 上 
的 方向 为 正方 向 ， 石 块 只 受 重 力 ， 那么 由 牛顿 第 二 定律 得 : 
m 12 =— mg 或 9 =— g. (12) 
ш R Ti БЕ ҢЫ ЕТ J Е= Е = —W 和 它 的 重 
量 相等 ， 重 力 W=mg， 这 里 m 是 物体 的 质量 ,，g 是 重力 
加 速度 . (12) 式 中 的 负 号 表示 重力 的 方向 是 竖 直 向 下 的 ， 和 
正方 向 相反 .， 设 建筑 物 的 高 度 为 s» 石 块 的 初始 速度 是 w， 
那么 :可 由 二 阶 初 值 问题 解 出 : 图 1.19 
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JZ =— g,s(0) = 5,5 (0) = v. (13) 


尽管 我 们 没有 强调 这 个 方程 的 解 ， 但 是 由 (13) 式 对 g 关于 上 求 两 次 积分 便 可 解 出 ， 两 个 积分 常 
数 可 以 根据 初始 条 件 解 出 ， 在 初等 物理 学 中 ,读者 可 能 已 经 学 过 (13) 式 的 解 应 该 是 501) = 


= Баео. 


落体 与 空气 阻力 ”在 伽利略 做 著名 的 比萨 斜 塔 实验 之 前 ， 人 们 普遍 相信 较 重 的 物体 做 自由 
落体 运动 时 比较 轻 的 物体 下 落得 快 ， 比 如 说 炮弹 比 羽毛 下 落得 更 快 ， 很 明显 ， 若 炮弹 和 羽毛 同 
时 从 相同 的 高 度 下 落 ， 前 者 速度 较 快 ， 但 这 不 是 因为 炮弹 更 重 ， 而 是 因为 它们 的 空气 阻力 不 
同 ， 在 模型 (13) 中 我 们 忽略 了 空气 阻力 ， 在 一 些 情况 下 ,质量 为 m 的 物体 ， 比 如 说 有 较 低 密 
度 和 不 规则 形状 的 羽毛 ， 所 遇 到 的 空气 阻力 与 它 的 瞬时 速度 "成 正比 . 这 种 情况 下 ， 我 们 设 正 
方向 为 竖 直 向 下 ， 那 么 作用 于 物体 的 合 外 力 是 F= F, + Fe =mg—ku, X E ГЭ 1871 
Е,=те 是 正方 向 的 ， 而 空气 阻力 Fs 二 一 ky， 也 叫 粘 性 阻尼 (viscous damping)， 是 反方 向 或 竖 
直 向 上 的 .请 参考 图 1. 20， 因 为 v 和 加 速度 a ЖЖ. a 一 dv/dt， 和 牛顿 第 二 定律 可 以 写成 f= 
ma=mdo/ dt. 通过 牛顿 第 二 定律 这 种 合 外 力 的 形式 ， 我 们 可 以 得 到 一 个 一 阶 微分 方程 来 描述 
物体 在 1 时刻 时 的 速度 v(?)， 
т 99 = mg — ku. (14) 
这 里 是 正 的 比例 常数 ， 如 果 s(0 是 物体 在 上 时 刻 与 初始 点 的 距离 ， 那 么 v= ds/di，a 王 dv/ 4 一 
ds/dz，(14) 式 可 以 用 * 写成 一 个 二 阶 微分 方程 
425 ds 424 ds 


m= =mg—k— 或 map Tkg Т m8. (15) 


14 LIRL 
2 2 Іх 
| ёчил 21 2 2 
Шин: Piir 
| 重力 x(t) 


а) Ff b) 链 条 保持 ， с) 运动 ,对 
直到 二 0 


mg t>0 


图 1.20 物体 m 的 落体 图 1.21 


下 滑 链条 问题 设 一 个 长 度 为 Lft9 的 均 质 链 条 ,悬挂 在 墙 上 的 一 个 铁 钉 上 ， 高 度 在 水 平 
面 以 上 ， 假 设 铁 钉 是 无 摩擦 的 ， 链 条 的 重量 是 plb/ft， 图 1. 21(a) 表 示 链 条 悬挂 处 于 平衡 时 的 
位 置 ， 如 果 让 右边 部 分 稍稍 长 出 左边 一 点 ， 那 么 链条 将 滑 下 铁 钉 ， 设 正 方向 是 竖 直 向 下 ，z (1) 
表示 铁 链 右 边 端点 在 时 间 t 内 下 降 的 距离 。 相 应 于 平衡 位 置 有 х= 0. 在 图 1.21(b) 中 ，: 一 0 
时 ， 链 条 右边 的 端点 下 降 xoft， 如 图 1. 21(c) 所 示 运 动 中 的 链条 ， 我 们 可 以 得 到 下 列 定量 关系 : 


O 1ft=0. 304 8m， 一 一 编辑 注 
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链条 的 重量 ;:W == (L {ft)。(plb/ft) = Lp, 
链条 的 质量 :m = 713777 
8217): F = (L/2 + z)o — (L /2 — z)o = 2ар. 
AA a= d: r/d ，zaa 一 下 可 以 写成 
L, 2 2 
edt оог 或 9261.0, (16) 
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Ж 本 节 的 每 个 例子 都 描述 了 一 个 动态 系统 ， 它 随 着 时 间 上 的 变化 而 变化 .作为 数学 
的 一 个 分 支 ， 动 态 系统 的 研究 在 当今 十 分 盛行 ， 我们 将 在 适当 的 时 候 提 到 一 些 和 我 们 
的 讨论 相关 的 这 个 领域 的 一 些 术语 . 

更 准确 地 说 ， 动 态 系 统 (dynamical system) 是 由 依赖 于 时 间 的 变量 组 成 的 集合 构 
成 的 ， 这 些 变量 称 为 状态 变量 (state variable)， 同 时 系统 也 包括 一 定 的 规则 ， 这 些 
规则 可 以 使 我 们 用 某 个 时 刻 的 状态 变量 来 描述 系统 的 状态 (可 能 是 过 去 的 、 现 在 的 ， 
或 将 来 的 状态 ). 动态 系统 可 以 分 为 离散 时 间 系 统 和 连续 时 间 系 统 ， 在 本 书 中 ， 我 们 
仅 讨 论 连 续 时 间 动 态 系统 ， 所 有 变量 在 整个 时 间 区 闻 上 都 有 定义 ， 连续 时 间 动 态 系统 
的 数学 模型 是 微分 方程 或 微分 方程 组 .1 时 刻 的 系统 状态 (state of the system) 就 是 此 
时 状态 变量 的 值 ; to 时刻 的 系统 状态 设 为 数学 模型 的 初始 条 件 . 初 值 问 题 的 解 称 为 
系统 的 响应 (response of the system). 例如 ， 在 放射 性 衰减 的 模型 中 ， 数 学 模型 为 
dA/dt 二 kA， 如果 to 时 刻 时 放射 性 物质 的 数量 已 知 ， 为 A(to)= 王 A。， 那 么 解 这 个 模 
型 ， 我 们 可 以 得 到 1 之 t。 时 系统 响应 为 A(1) 一 Aoe © (348 9,319) 系统 响应 
A(1) 是 系统 的 单 状 态 变 量 ， 在 落体 问题 中 ， 系 统 响 应 ， 也 就 是 初始 条 件 为 s0 =s, 


У(0)--а, 的 微分 方程 e a= z © 50) = —-уш + К, KKT, ат 


个 表示 石 块 落 到 地 面 的 时 间 . 状态 变量 是 sb 和 8 (0. ENAA Ж ЖЕ УЕ 3E hb d ОЙ 

距离 和 在 1 时刻 的 速度 ， 加 速度 (1) 不 是 状态 变量 ， 因 为 我 们 知道 t 时刻 时 的 初始 

位 置 和 初始 速度 决定 了 如 达 1 之 区 间 上 任何 时 刻 t 时 的 位 置 ;(1) 和 速度 s (1) 二 v(t)， 

MÈRS OaD HRDZE OS g, CLT AR. 

最 后 一 点 ; 本 书 中 所 研究 的 系统 不 全 是 动态 系统 . 我 们 也 会 学 习 一 些 模 型 是 微分 

方程 的 静态 系统 . 

进一步 说 明 ”在 本 书 中 ,读者 将 看 到 三 种 分 析 微 分 方程 的 方法 . 几 个 世纪 以 来 ， 微 分 方程 
往往 是 科学 家 和 工程 师 努 力 描述 物理 现象 或 把 经 验 法 则 转换 成 数学 方法 的 结晶 ， 因 此 ， 无 论 是 
科学 家 、 工 程 师 还 是 数学 家 ， 常 常 耗费 多 年 时 间 来 求解 微分 方程 ， 在 求 出 微分 方程 的 解 以 后 ， 
人 们 就 开始 研究 它 的 性 质 了 ， 这 种 求解 的 方法 称 为 解析 方法 .人 们 曾经 认识 到 很 难 或 者 根本 不 
可 能 求 出 微分 方程 的 显 式 解 ， 数 学 家 发 现 微分 方程 本 身 就 提供 了 一 些 对 求解 有 价值 的 信息 .在 
一 些 可 能 的 情况 下 ， 可 以 直接 从 微分 方程 知道 一 些 问 题 的 答案 ， 比 如 说 ， 微 分 方程 有 解 吗 ?” 如 
果 微 分 方程 的 解 存在 ， 并 且 满 足 初始 条 件 ， 那 么 它 是 唯一 解 吗 ? 未 知 解 的 性 质 是 什么 ? 解 曲线 
的 几何 性 质 是 怎样 的 ? 这 种 方法 是 定性 分 析 的 方法 ， 最后， 如 果 微 分 方程 不 能 得 到 解析 解 ， 但 
是 我 们 能 证 明 它 的 解 存 在 ， 下 一 个 问题 就 是 我 们 能 得 到 这 个 解 的 近似 值 吗 ? 这 里 我 们 涉及 了 数 


值 方 法 的 领域 ,对 最 后 一 个 问题 的 回答 是 肯定 的 ， 这 是 因为 微分 方程 可 以 做 精确 的 近似 计算 . 
在 第 2 章 中 ， 我 们 先进 行 一 阶 常 微分 方程 的 定性 分 析 ， 然 后 用 一 些 解析 方法 解 一 些 特殊 的 一 阶 
方程 ， 最 后 介绍 一 些 初等 的 数值 方法 来 结束 这 章 . 请 参考 图 1.22. 


a) 解析 分 析 b) 定性 分 析 
图 1.22 分 析 微 分 方程 的 不 同方 法 


练习 1.3 

人 口 动 力学 

1， 在 和 模型 (1) 同 样 的 假设 下 ， 求 一 个 微分 方程 ， 用 它 表示 一 国 增长 的 人 口 РС), 并 考虑 到 外 国 居民 以 
常 速率 > 移 民 该 国 。 当 本 国 居民 以 常 速率 ”移民 他 国 时 ， 微 分 方程 又 是 怎样 的 ? 

2， 模 型 (1) 没 有 考虑 死亡 ， 增 长 率 就 等 于 出 生 率 . 在 另外 一 个 人 口 模型 中 ， 假设 人 口 增长 率 是 人 口 的 净 
变化 率 ， 也 就 是 出 生 率 与 死亡 率 之 差 ， 求 一 个 微分 方程 ， 用 它 表 示人 口 P(D)， 且 出 生 率 和 死亡 率 都 与 
当前 z 时刻 的 人 口 总 数 成 正比 . 

3， 用 习题 2 中 净 变 化 率 的 概念 ， 求 一 个 表示 人 口 P(z) 的 微分 方程 ， 且 出 生 率 与 当前 上 时 刻 的 人 口 总 数 成 
正比 ， 而 死亡 率 与 当前 上 时 刻 人 口 总 数 的 平方 成 正比 . 

4。 某 个 牧场 上 田鼠 的 数量 用 函数 200 一 10t 表示 ， 这 里 上 的 单位 是 年 . 求 一 个 微分 方程 ， 表 示 以 田鼠 为 食 
的 猫 头 庆 的 数量 ， 猫 头 记 的 增长 速率 与 上 时 刻 时 两 者 数量 之 差 成 正比 . 

牛顿 热力 学 定律 

5， 一 杯 咖 啡 冷却 的 过 程 遵 循 牛顿 热力 学 定律 (3)， 用 图 1.23 温度 T(z) 的 图 形 所 示 的 数据 计算 形 如 
dT/dt=k(T— Tn), TOO) =T 的 一 阶 初 值 问 题 中 的 常数 T,. T 入. 

6. (3) 中 的 环境 温度 T, 可 以 是 时 间 + 的 函数 .假设 用 人 工控 制 环境 ，T。 со А 24 小 时 的 函数 ， 如 
图 1. 24 所 示 . 建立 一 个 关于 环境 中 物体 温度 T(z) 的 数学 模型 . 
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疾病 /技术 的 传播 

7， 假 如 一 个 得 了 流感 的 学 生 进入 一 个 有 1 000 人 的 校园 中 ， 求 一 个 微分 方程 ， 用 它 控制 得 流感 的 人 数 
x(t) ， 疾 病 传播 的 速率 与 相互 接触 的 人 数 成 正比 . 

8， 在 时 刻 :二 0， 一 种 技术 创新 传人 一 个 人 口 数 为 的 社区 ， 求 一 个 微分 方程 用 它 控制 1 时刻 时 采用 这 种 技术 
创新 的 人 数 z(t)， 设 这 种 创新 在 社区 里 传播 的 速率 和 采用 与 未 采用 这 种 技术 创新 的 人 数 之 积 成 正比 . 

混合 物 

9， 设 初始 时 刻 一 个 大 容器 内 盛 有 300gal 水 ， 其 中 融 解 了 50lb 盐 ， 纯 水 以 3gal/min 的 速率 倒 人 这 个 容器 ， 
溶液 充分 混合 后 再 以 同样 的 速率 倒 出 ， 写 出 一 个 微分 方程 ， 表 示 + 时 刻 容器 内 盐 的 数量 4 (0). 

10， 设 初始 时 刻 一 个 大 容器 内 盛 有 300gal 水 ， 其 中 融 解 了 501b 盐 ， 另 有 一 种 盐 溶液 以 3gal/min 的 速率 多 
入 这 个 容器 ,溶液 充 分 混合 后 再 以 2gal/min 的 速率 倒 出 ， 若 倒 人 溶液 的 浓度 是 21bygal， 写 出 一 个 给 
分 方程 表示 ! 时刻 容器 内 盐 的 数量 АСО. 

排水 问题 

11， 设 某 -容器 底部 有 一 个 面积 为 A 的 圆 筷 ， 容 器 中 的 水 从 这 个 孔 不 断 漏出 ， 水 从 孔 中 漏出 时 ， 和 孔 附 近 的 水 
流产 生 的 摩擦 降低 了 每 秒 流出 容器 的 水 ， 减 至 СА, Vg ЭХ c(0<<c<1) 是 经 验 常数 ， 写 出 -一 个 微分 广 
ва. 表示 在 1 时刻 这 个 立方 体 容器 中 水 的 高 度 及， 如 图 1.25 所 示 ， 孔 的 半径 为 2inp ，g 二 32ft/s， 

12， 如 图 1.26 所 示 的 圆锥 形容 器 ， 在 其 底部 有 -一 个 圆 孔 ， 水 从 孔 中 漏出 ， 写 出 一 个 微分 方程 表示: 
刻 容 器 内 水 的 高 度 六 和 孔 的 半径 是 2in，g 二 32ft/s* ， 摩 擦 因素 同 习题 11 一 样 ，c 一 0. 6. 


串联 电路 

13, 一 个 串联 电路 含有 一 个 电阻 器 和 一 个 电感 线圈 ， 如 网 1. 27 所 示 ， 写 出 一 个 微分 方程 表示 电流 07 
电阻 是 R， 电感 系数 是 上 ， 电 路 中 的 电压 降 为 ЕОО. | 

14. 个 串联 电路 含有 一 个 电阻 器 和 一 个 电容 器 ， 如 图 1. 28 тя. Б И y ЖЕ R E E СЕ 
荷 *(07) ， 电 阻 是 尺 ， 电 容量 为 C， 电 路 中 的 电压 降 为 ECO. 


>$ 


AA. С 
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图 1.27 图 1.28 
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落体 运动 与 空气 阻力 
15， 空 气 中 高 速 运动 的 物体 ， 例 如花 式 跳 命运 动员 ， 如 图 1. 29 тт, 在 


降落 全 打开 之 前 保持 下 落 状 态 ， 空 气 阻力 与 瞬时 速率 的 大 小 有 关 . w f- 
写 出 一 个 微分 方程 ， 表 示 质 量 为 的 落体 的 速率 v(t)， 空 气 阻力 与 
瞬时 速率 的 平方 成 正比 . = 


牛顿 第 二 定律 与 阿 基 米 德 定律 

16. 一 个 直径 为 s ft、 重 为 w lb 的 圆柱 形 桶 漂浮 在 水 里 . 刚 开 始 对 其 施 一 
定 的 压力 ， 然 后 桶 开始 在 垂直 方向 做 上 下 运动 .利用 图 1. 30(b)， 写 
出 一 个 微分 方程 描述 桶 的 垂直 位 移 >(:)， 若 原点 设 在 桶 静止 时 纵 轴 
和 水 面 的 交点 处 ， 利 用 阿 基 米 德 定 律 (Archimedes” principle): 浮力 ， 
也 就 是 水 施加 在 桶 上 竖 直 向 上 的 力 与 桶 排 开 的 水 的 重量 相等 .假设 
竖 直 向 下 为 正方 向 ， 那 么 水 的 密度 是 62. 41b/ft ， 且 桶 和 水 之 间 没 有 阻力 . 


牛顿 第 二 定律 与 虎 克 定 律 

17， 质 量 为 za 的 物体 附 在 弹簧 的 一 端 后 ， 弹 簧 伸 长 * 单位 长 度 ， 悬挂 后 的 平衡 位 置 如 图 1. 31(b) 所 示 . Ж 
簧 /质量 系统 运动 以 后 ， S x(1) 表 示 质 点 偏离 平衡 位 置 的 垂直 距离 . 设 竖 直 向 下 为 正方 向 ， 物体 在 重 
力作 用 下 在 竖 直 方向 做 运动 ， 作用 在 系统 上 仅 有 的 力 是 质点 所 受 的 重力 和 弹簧 的 回复 力 . 利用 虎 克 
定律 (Hooke's Іам): 弹簧 的 回复 力 与 它 的 总 伸 长 量 成 正比 . 写 出 一 个 微分 方程 表示 t 时 刻 时 质点 的 
W r(t). 

18， 在 习题 17 中 ,， 若 运动 发 生 在 有 阻尼 的 介质 中 ， 且 阻尼 的 大 
小 与 质点 的 瞬时 速率 成 正比 ， 方 向 和 运动 方向 相反 ， 那 么 描 
述 位 移 z(z) 的 微分 方程 是 怎样 的 ? 

牛顿 第 二 定律 与 可 变质 量 

一 个 通过 力 场 的 物体 ， 其 质量 m 可 变 ， 牛顿 第 二 定律 可 以 表述 S 


F з 0 
为 ， 若 作用 在 物体 上 的 合 外 力 不 为 零 ， 则 合 外 力 下 等 于 其 动量 对 时 。 未 拉 伸 E e 
间 的 变化 率 ， 即 F= dCma)/die ， 其 中 mv 是 动量 ， 用 可 变质 量 的 牛 юй Чы 
顿 第 二 定律 来 解 习题 19. 20. 平衡 位 置 
19， 一 个 长 为 10ft 的 匀 质 链条 松散 地 盘 在 地 面 上 .如 图 1. 32 所 
示 ， 链 条 的 一 端 被 大 小 为 5 lb 的 恒 力 垂直 向 上 提起 ， 链条 a) b) c) 
的 重量 为 1 Ib/ft， 写 出 一 个 微分 方程 ， 表 示 上 时刻 时 被 提起 m: 1.81 


O EE, “mèy, MHA F= ma. 
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的 一 端 离 地 面 的 高 度 x(t). 设 正方 向 为 垂直 向 上 . 
20， 一 个 长 为 上 的 匀 质 链条 ,长 度 单位 为 蕊 ， 其 一 端 被 垂直 提起 ， 较 低 的 一 端 刚好 与 地 面 接触 ， 如 
图 1. 33 所 示 . 链条 重 2 lb/ft. 时刻 г--0 时 ， 链 条 上 端 开 始 从 静止 状态 释放 ， 然 后 链条 开始 垂直 下 


Ж. 忽略 空气 阻力 .假设 正方 向 为 垂直 向 下 ， 令 x(1) 表 示 t 时 刻 时 地 面 上 方 链条 的 长 度 . 证 明 表示 
Z(i) 的 微分 方程 为 


(L z) $ ( 些 ) Ів. 


牛顿 第 二 定律 与 万 有 引力 定律 

21, 根据 牛顿 万 有 引力 定律 ， 在 距 地 面 很 远 的 地 方 物体 的 自由 落体 加 速度 a 不 等 于 常数 g， 如 图 1.34 所 
J. 相反 ， 加 速度 a 和 物体 与 地 心 距离 的 平方 成 反比 : a=k/r 其 中 & 是 比例 常数 .在 地 表 r— R 
处 ，a=g， 求 常数 上， 假定 正方 向 垂直 向 上 ， 用 牛顿 第 二 定律 以 及 万 有 引力 定律 写 出 一 个 表示 距离 7 
的 微分 方程 . 

22， 假 定 沿 地 轴 钻 一 个 孔 ， 这 个 孔 通过 地 心 ， 一 个 质量 为 m 的 小 球 险 入 孔 中 ， 如 图 1. 35 所 示 . 建立 一 个 
数学 模型 ， 描 述 这 个 小 球 的 运动 . А /表示 + 时刻 小 球 距 地 心 的 距离 ，M 表示 地 球 的 质量 ，M' Жл 
地 球 内 部 半径 为 7 的 球体 相应 的 质量 ,6 表示 地 球 的 常数 密度 . 


质量 为 m gø 
的 卫星 + 


混合 数学 模型 

23， 在 学 习 理论 中 ， 假设 人 的 记忆 速率 与 已 剩余 要 记 的 数量 成 正比 . 设 M 表示 要 记忆 的 总 量 ，A(2) 表 示 
1 时 刻 记 住 的 数量 ， 写 出 一 个 表示 A(0) 的 微分 方程 . 

24. 在 习题 23 中 ， 假设 遗忘 的 速率 与 + 时 刻 已 记 住 的 数量 成 正比 . 写 出 一 个 考虑 遗忘 情况 的 表示 АСОЙ) 
微分 方程 . 


# 1 + 
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33. 
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35. 


36. 


5. 一 种 药物 以 固定 的 每 秒 r 克 的 速率 溶 和 信人 体 的 血液 中 . 同时 ， 这 种 药物 流失 的 速率 与 :时 刻 的 数量 


X(t) 成 正比 ， 写 出 一 个 表示 z( 六 的 微分 方程 . 
.一 个 人 PP， 刚 开始 站 在 原点 处 ， 沿 着 z 轴 的 下 方向 移动 ， 同 时 拉动 -- 个 重 物 ， 这 个 重 物 的 轨迹 是 有 曲 
线 C， 称 为 擂 物 线 (tractrix)， 如 图 1.36 所 示 . 这 个 重 物 初始 时 刻 在 y 轴 的 (0，*) 处 ， 被 一 根 长 度 恒 
为 * 的 绳索 牵引 ， 该 绳索 在 运动 过 程 中 始终 保持 张 紧 的 状态 ， 写 出 描述 物体 运动 轨迹 的 微分 方程 ， 假 
设 绳索 总 是 与 C 相 切 . 
如 图 1.37 所 示 ， 与 zx 轴 平行 的 光线 工 在 曲线 C 处 反射 至 点 O. 设 人 射 角 等 于 反射 角 ， 与 出 一 个 微分 
方程 用 来 描述 曲线 C 的 性 态 . [提示 : 由 图 1. 37 所 示 ， 可 令 g% 一 29， 为 什么 ? 可 以 利用 有 关 三 角形 定 
ЯЕ. ] 


切线 


论题 

回顾 练习 1. 1 中 的 习题 31， 并 给 出 方程 (1) 的 一 个 显 式 解 P(t)， 求 (1) 的 一 个 单 参数 解 族 . 

回顾 方程 (3) 下 面 的 一 句 话 ， 若 假设 T 是 正常 数 ， 解 释 为 什么 我 们 期 望 方程 (3) 中 的 &<0， 而 无 论 
是 冷却 还 是 加 热 ， 可 以 用 TD> Т, 的 图 形 来 解释 . 

回顾 推导 方程 (8) 的 过 程 . 若 假设 初始 时 刻 容 器 内 有 50 lb 的 盐 ，!>>0 时 ， 连续 的 把 盐 加 入 容器 中 ， 则 
A() 是 一 个 增 函 数 ， 讨 论 如 何 通过 不 解 微分 方程 来 计算 一 段 时 间 后 容器 中 盐 的 数量 . 

设 初始 时 刻 容器 中 的 盐 溶 液 为 Vogal， 推 广 模型 (8); 盐 溶 液 倒 和 信和 倒 出 的 速率 分 别 为 7 F ro (单位 为 
gal/min); 倒 人 和 倒 出 的 盐 溶 液 浓 度 分 别 为 c Яй соз A(D 是 上 时 刻 时 容器 中 盐 的 数量 (单位 为 1b). 
微分 方程 dP /d:— (kcos P 是 某 个 社区 中 的 人 口 PC2) 的 模型 ， 其 中 是 正常 数 . 对 这 个 方程 的 解 加 
以 解释 ， 也 就 是 说 ， 这 个 微分 方程 描述 了 一 种 什么 类 型 的 人 口 ? 

回顾 1.3 节 ， 把 每 个 数学 模型 按 线性 和 非 线 性 进行 分 类 . 

在 习题 21 中 ,假设 rR 二 s， 其 中 :表示 自由 落体 的 物体 距 地 表 的 距离 。 当 s 相对 于 RR 来 说 非常 小 
时 ， 习 题 21 所 得 到 的 微分 方程 会 发 生 什么 样 的 改变 ? 

在 气象 学 中 ,术语 雨 履 表示 在 到 达 地 表 之 前 就 燕 发 掉 的 两 滴 或 冰 粒 . 假设 雨滴 是 球状 的 .从 某 一 时 
刻 起 ， 记 为 :=0， 半 径 为 r 的 雨滴 从 云 中 由 静止 落下 ， 并 开始 蒸发 . 若 假 设 雨滴 在 蒸发 过 程 中 仍然 
保持 其 形状 ， 则 可 以 假设 雨滴 蒸发 的 速率 与 它 的 表面 积 ( 也 就 是 它 的 质量 减少 的 速率 ) 成 正比 . 证 明 
后 一 个 假设 意味 着 雨滴 的 半径 7 以 恒定 的 速率 减 小 ， 求 出 rC. [提示 : 请 参考 练习 1. 1 的 习题 35.) 
若 正 方向 为 垂直 向 下 ， 构 造 一 个 数学 模型 ， 表示 1 时 刻 时 下 落 雨 滴 的 速度 v， 忽略 空气 阻力 . [请 参 
考 习 题 19. 20 的 说 明 . | 

“ 扫 雪 车 间 题 "是 一 个 经 典 的 问题 ， 在 很 多 微分 方程 的 教科 书 中 都 可 以 看 到 ， 但 也 许 是 Ralph Palmer 
Agnew 的 最 著名 . 
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一 天 ， 天 上 开始 下 雪 ， 雪 下 得 很 大 并 且 以 恒定 的 速度 降 到 地 面 上 ， 一 辆 扫 雪 车 正午 开 出 ， 第 一 个 小 
时 行驶 了 2milee ， 第 二 个 小 时 行驶 了 lmile.， 问 是 什么 时 间 开 始 下 雪 的 ? 

这 本 教科 书 是 《Differential Equations), H Ralph Palmer Agnew 著 ，McGraw-Hill Book Со. 出 版 ， 讨 
论 如 何 构 造 这 个 数学 模型 并 求 出 其 解 . 


第 1 章 复习 题 


请 在 习题 1、2 中 填空 ， 然 后 把 这 个 结果 写成 一 个 线性 一 阶 微分 方程 ， 这 个 方程 与 c 无 关 ， 且 形 如 dy/dr= 
f(x, y). Ес 和 上 表示 常数 . 


1. ae = 2. Gta 


请 在 习题 3、4 中 填空 ， 然 后 把 这 个 结果 写成 一 个 线性 二 阶 微分 方程 ， 这 个 方程 与 c+ с 无 关 ， 且 形 如 
Есу, у? = 0. 符号 сүх сс 和 上 表示 常数 . 


3. Sta cos Ве созі Ёл) = 4. A Ce cosh kx +c;jsinh Ах) = 

计算 习题 5、6 中 的 y 和 光 ， 然 后 把 这 些 结果 写成 线性 二 阶 微分 方程 ， 这 个 方程 与 c с 无 关 ， 且 形 如 
Fly, у, y)=0. FF ci. c: 表示 常数 . 

5. усе Кее" 6. у= се" соѕх tce sinr 


在 习题 7 一 12 中 ， 找 出 每 个 所 给 的 微分 方程 对 应 的 一 个 或 多 个 解 : (а) у= 0, () у= 2, (с) у 22, 
(4) у= 22°. 


7. ху 2y 8. у=2 

9. у=2у 4 10. ху = y 

11. y +9у=18 12. zy — y =0 
至 少 求 出 习题 13. 14 中 每 个 微分 方程 的 一 个 解 . 

13. у=у 14. у =y(y—3) 


把 习题 15、16 中 的 文字 描述 写成 微分 方程 . 
15， 在 yx) 的 图 形 上 ， 点 PP 处 的 切线 斜率 等 于 P 点 到 原点 距离 的 平方 . 
16， 在 y==$(x) 的 图 形 上 ， 点 P 处 的 斜率 对 广 的 变化 率 等 于 P 处 切线 斜率 的 负 值 . 
17. (a) 求 出 函数 y 一 x+“ 的 定义 域 . 
(b) 若 y= 23 H 3ry —2y= 0 ЮЖ, 求 出 这 个 解 的 定义 区 间 T. 
18，(a) 证 明 单 参数 族 光一 2y 一 x 一 zx 十 c 是 微分 方程 (2y 一 2)y 一 2z 一 1 的 隐 式 解 . 
(b) 利 用 (a 求 出 微分 方程 的 隐 式 解 ， 使 得 它 满 足 初 始 条 件 УО) = 1. 
(@ 利 用 (b) 求 出 显示 函数 y=), WEWE y(0) =1. ЖНА ХА. KA y 一 $8(x) 是 初 值 问题 
АЛЕ 
19， 微 分 方程 可 以 有 一 个 以 上 的 解 族 . 
(аз Н у (x) 二 十 c! 和 уф, (т) = —x*+ c> 的 图 形 . 
证明 y= 加 (x) 和 y= 加 (zx) 是 非 线性 一 阶 微分 方程 (y = 42 的 两 个 解 . 
(c) 构 造 一 个 分 段 定 义 的 函数 ， 使 其 是 (b) 中 非 线性 微分 方程 的 解 ， 但 不 在 (a) 中 的 任何 一 个 解 族 . 
20. у'=6у-Е5а* 的 解 的 图 像 中 ， 点 (一 1， 4) 处 的 切线 斜率 是 多 少 ? 


OO 1 mile=1 609. 344m. 一 -编辑 注 
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证 明 习 题 21 和 22 中， 所 列 的 函数 是 所 给 微分 方程 的 特 解 ， 求 出 每 个 解 的 定义 域 1. 


21. 
22. 
23. 


24. 


25. 


xy try ty=0; y=sin(]Rnz) 

а? уху +y=sec(nr); у= cos(Inz)ln(cos (Inz)) + (Inz)sin(Inz) 

二 阶 初 值 问题 d yde = f(z, у, у), y(2)= у, y (2) = y, 的 解 的 图 像 如 图 1.38 所 示 . 利用 图 像 
估计 yos у 的 值 . 

一 个 半径 为 2ft， 高 为 10ft 的 圆柱 形容 器 ， 直 立地 放 在 地 面 上 . 若 初始 时 刻 容 器 装 满 了 水 ， 且 水 开始 
从 底部 一 个 半径 为 1/2in 的 阅 孔 漏出 ， 写 出 一 个 描述 1 时 刻 容 器 内 水 的 高 度 h 的 微分 方程 .忽略 水 在 
剖 孔 处 的 摩擦 . 

一 个 重 96lb 的 箱 体 从 一 个 倾斜 的 斜面 上 滑 下 ， 斜 面 倾角 为 30 度 . 若 摩 擦 系数 为 x， 求 一 个 微分 方 
程 ， 描 述 箱 体 在 + 时 刻 的 速度 v(t)， 摩 擦 力 和 运动 方向 相反 ， 为 AN， 其 中 六 为 重力 垂直 于 斜面 的 分 
E. 请 参考 图 1. 39. 


y 


方向 场 中 的 解 曲线 ; 见 图 2. 3 


第 2 章 一 阶 微分 方程 


现在 我 们 开始 求解 微分 方程 。 首先 从 一 阶 方程 和 人手， 要 找到 方程 的 精确 解 ， 必 须 确定 该 方 
程 的 种 类 ， 并 应 用 与 其 对 应 的 具体 方法 求解 ， 也 就 是 说 ， 适 用 于 某 类 一 阶 方程 的 解法 并 不 一 定 
适用 于 其 他 类 型 的 方程 ， 在 求解 微分 方程 之 前 ， 我 们 将 在 本 章 的 第 一 节 中 认识 到 : 一 阶 方程 往 
往 能 够 提供 足够 的 关于 解 的 信息 ， 以 使 我 们 对 其 解 曲线 有 大 概 的 了 解 。 在 本 章 的 最 后 一 节 ， 我 
们 将 构造 方程 的 数值 解 ， 最 后 一 个 概念 扩展 了 微分 方程 的 解 的 含义 ， 因 为 从 严格 意义 上 来 说 ， 
数值 解 并 不 是 方程 的 解 ， 而 只 是 由 一 定 规则 生成 的 近似 于 解 的 数值 


2.1 不 求解 情况 下 的 解 曲线 


有 些微 分 方程 是 无 解 的 ， 例 如 (y)? 十 1 二 0 就 没有 实 函 数 解 . (为什么?) 有 些微 分 方程 可 以 
通过 具体 的 求解 方法 得 到 显 式 解 或 者 隐 式 解 (对 微分 方程 使 用 诸如 积分 之 类 的 计算 和 解析 方 
法 )， 有 些微 分 方程 的 解 是 存在 的 ， 但 无 法 用 解析 方法 求 出 ， 换 言 之 ， 我 们 说 一 个 微分 方程 的 
解 存 在 ， 并 不 意味 着 我 们 一 定 可 以 求 出 其 显 式 解 或 者 隐 式 解 ， 在 本 学 科 的 发 展 过 程 中 ， 数 学 家 
们 设计 出 了 一 些 巧 妙 的 方法 来 求解 一 些 很 特殊 的 方程 ， 所 以 现在 有 大 量 的 微分 方程 可 以 通过 解 
析 方 法 求解 ， 我 们 将 在 本 章 的 后 面 几 节 学 习 其 中 一 些 针对 一 阶 方程 的 解法 。 不过， 首先 让 我 们 
来 看 看 如 何在 不 求解 一 阶 方程 的 情况 下 ， 通 过 方程 本 身 获得 一 些 关于 解 的 信息 、 

一 阶 微分 方程 能 告诉 我 们 什么 给 定 一 个 标准 形式 的 微分 方程 dy/dr 二 f(x，y)， 并 假设 
我 们 无 法 通过 解析 方法 求解 方程 ， 其 实现 在 的 情况 不 是 我 们 想象 的 那么 糟糕 ， 因 为 我 们 往往 可 
以 直接 从 方程 本 身 获 取 一 些 关于 解 的 性 质 的 信息 ， 例 如 ， 我 们 已 经 看 到 当 Sa, DMA S/I y 
满足 一 定 的 连续 条 件 时 ， 一 些 诸如 解 的 存在 性 、 唯 一 性 之 类 的 定性 问题 就 可 以 回答 了 .我 们 将 
在 本 节 讨 论 一 些 其 他 关于 方程 解 的 性 质 的 定性 问题 一 在 一 个 定点 附近 解 的 性 质 是 怎样 的 ? "Á 
,oo 时 解 的 性 质 如 何 ? 如 果 函 数 了 仅 依赖 于 变量 y， 这 些 问 题 通常 是 可 以 回答 的 ， 我 们 首先 
从 微 积分 中 一 个 简单 的 概念 开始 ， 一 个 可 微 函数 y= 二 y(z) 的 导数 dy/dz 确定 了 函数 曲线 在 给 定 
点 的 切线 的 斜率 . 

斜率 因为 一 阶 微分 方程 dy/dz 二 f(x， 的 解 y 一 >(z) 在 区 间 1 上 是 可 微 的 ， 所 以 在 区 间 1 
上 也 一定 是 连续 的 ， 因 此 ， 方 程 对 应 的 解 曲线 在 了 上 一 定 没有 间断 点 ， 并 且 在 每 一 点 (z, yG) 
都 有 一 条 切线 ， 解 曲线 上 点 (z，y(z)) 处 切线 的 斜率 即 是 一 阶 导数 dy/dz 在 该 点 的 值 ， 这 一 点 可 
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由 微分 方程 f(x，y(x)) 得 知 ， 现 假设 点 (x，y) 是 zy 平面 上 的 函数 了 定义 域内 的 任意 一 点 ， 
则 了 在 该 点 的 值 /(x，y) 表 示 了 一 条 直线 的 斜率 ， 正 如 我 们 所 预料 到 的 ， 这 条 线段 称 为 等 针线 
(lineal element). 例如， 我 们 来 看 方程 dy/dzx 二 0.2xy， 即 (х, у) =0. 2ху, EAC, 34b, 
等 斜 线 的 斜率 为 /(2，3) 二 1.2 . 图 2.1 表示 了 这 样 一 条 过 点 (2，3) 且 斜率 为 1. 2 的 线段 ， 如 
图 2, 1(b) 所 示 ， 如 果 解 曲线 也 过 点 (2，3)， 其 在 该 点 的 切线 斜率 与 前 述 的 线段 相同 ; 换言之 ， 
等 斜 线 是 解 曲线 在 该 点 切线 的 一 个 微缩 . 


解 曲线 / 


(2, 3) 


a) 在 一 点 的 等 斜 线 b) 等 斜 线 是 解 曲线 上 某 一 点 的 切线 
图 2.1 


方向 场 ”如果 我 们 在 ху 平面 内 的 矩形 网 格 中 系统 地 计算 f， 并 在 每 一 点 (x，y) 绘 出 f(z, y) 
的 等 斜 线 ， 则 这 些 等 斜 线 的 集合 称 为 微分 方程 dy/dz= Fr(z，y) 的 方向 场 (direction field), 3} 
针 率 域 (slope field). 显然 ， 方 向 场 描绘 出 了 微分 方程 解 曲线 族 的 形状 ， 因 此 我 们 也 可 能 看 到 
一 些 解 的 定性 性 质 一 一 例如 ， 解 在 平面 中 某 些 表 现 异常 的 区 域 ， 解 曲线 的 走势 必然 符合 方向 场 
所 体现 的 流 型 ， 当 它 与 解 曲线 相交 于 网 格 中 的 一 点 时 ， 它 就 与 等 斜 线 相 切 . 

徒手 绘 出 一 个 方向 场 的 图 形 是 直观 的 ， 但 也 是 非常 耗 时 的 ， 徒 手绘 一 两 张 方向 场 的 图 形 也 
许 是 必要 的 ， 不 过 凭借 软件 可 以 很 高 效 地 绘 出 方向 场 的 图 形 . 

方向 场 

图 2.2(a) 是 用 软件 中 的 方向 场 程序 绘制 的 ， 方 程 为 dy/dzr 一 0.2+y， 坐 标点 (mh，nh) 定 义 
在 5X5 的 网 格 内 ， 其 中 hh=1，m，n 5  Н-5-0 «15, -5««(5. 在 图 2.2(a) 中 ， 我 们 
注意 到 ,在 工 轴 (? 一 0) 和 >y 轴 (z 一 0) 上 的 点 的 斜率 分 别 为 у(х, 0)=0 和 fO, y)=0, Врх 
些 等 斜 线 都 是 水 平 的 ， 进 一 步 观 察 第 一 象限 的 情况 AE х 的 值 ， 则 у(х. у)=0.2ху ВЕ у 的 
增 大 而 增 大 ， 给 定 y МИЕ, УС, у) 二 0. 2xy Bü z 的 增 大 而 增 大 ， 这 意味 着 随 着 > 和 y 的 增 
大 ， 其 等 斜 线 几 乎 会 变 为 垂直 并 且 有 正 的 斜率 (由 2220, y>0, WA у(х, y)=0.2ry>0). 
在 第 二 象限 ，| f€, y) | 随 着 | x | Ж y 的 增 大 而 增 大 ， 等 斜 线 也 同样 会 趋 于 垂直 ， 但 它们 
的 斜率 为 负 ( 由 z<0，y>0， 可 知 у(х, у) =0. 2zy<0)， 从 左 至 右 观 察 图 形 ， 假 设 解 曲线 从 
第 二 象限 中 的 某 点 开始 ， 它 先是 急剧 向 下 延伸 ， 在 穿越 y 轴 时 变 成 水 平 ， 然 后 在 进入 第 一 象限 
后 急剧 向 上 一 一 也 就 是 说 ， 它 具有 类 似 于 马 贰 形 的 上 四 形状 ， 简 言 之 ， 当 х» оо], у 
+оо. 在 第 三 和 第 四 象限 ,, 由 于 分 别 有 f, y)=0.2ry2>0 和 flr, 2) 一 0. 2zy<0， 其 解 的 
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情况 恰 与 一 、 二 象限 内 相反 ; 解 曲线 从 左 到 右 表 现 为 先 升 后 降 ， 我 们 在 第 1. 1 节 的 (1) 式 中 已 经 
d 

AA, JELO. 2zy 的 一 个 显 式 解 为 y 一 <'*”， 可 以 证 明 它 具 有 一 个 单 参 数 解 族 > 一 ce . 

为 了 与 图 2.2(a) 做 一 个 比较 ， 我们 在 图 2. 2(b) 中 绘 出 了 代表 这 个 解 族 的 一 些 曲线 . 


a) dy/dx=0.2xy 的 方向 场 b) y=ce%'* 的 一 些 解 曲线 
图 2.2 е 

方向 场 

用 方向 场 绘 出 初 值 问题 dy/dr=sin y, y(0)= —3⁄2 的 近似 解 曲线 . 

解 ” 在 完成 这 个 题目 之 前 ， 我 们 先 回顾 一 下 ， 因 为 FAz，y) 一 sin у, 9 f/ 9 y=cosy 是 连 
续 的 ， 所 以 由 定理 2. 1 保证 ， 过 平面 内 的 任 一 点 (zu，yo)， 存 在 唯一 一 条 解 曲线 . 我 们 仍 利用 
计算 机 软件 在 5X5 的 矩形 区 域内 绘 出 方向 场 ， 并 均 在 横 坐 
标 与 纵 坐标 的 每 隔 1/2 AEA, BCh, nh), А 172. SSSSSSSSSESSSSSSSSSS 
т. 为 整数 且 一 10<m<10， 一 10<n<10. 图 2.3 给 出 了 |S 
所 绘制 的 图 形 . 因为 当 y=0 Ж у= —x hf, 方程 dy/dzx 王 
sin y 的 右边 等 于 0， 所 以 纵 坐 标 为 > 一 0 或 者 > 一 一 r 的 等 
斜 线 都 是 水 平 的， 图 中 的 曲线 就 是 通过 初 值 点 (0， 一 2/3) 的 
解 曲 线 . m 

递增 /递减 ”作为 一 个 函数 ，dy/dz 给 出 了 在 构造 方向 
场 中 起 到 关键 作用 的 斜率 值 ， 另 外 ， 一 阶 导数 还 被 用 来 描述 
其 他 的 性 质 ， 当 工 在 区 间 IT 上 满足 dy/dr > 0( 或 dy/dr<0) 
时 ， 则 称 可 微 函数 y 二 y(z) 在 区 间 1 上 递增 (或 递减 ). i 

自治 一 阶 微分 方程 在 1.1 和 节 中 ， 我 们 已 经 把 常 微分 方程 分 为 线性 和 非 线 性 两 类 . 现在 我 们 
要 用 另 一 种 方法 对 常 微分 方程 进行 分 类 . 这 种 分 类 对 微分 方程 的 定性 分 析 是 非常 重要 的 .在 一 个 
微分 方程 中 ， 如 果 其 自 变 量 没 有 显 式 地 在 方程 中 出 现 ， 则 此 方程 称 为 是 自治 的 (autonomous)， 如 
果 工 为 自 变量 ， 则 自治 一 阶 微分 方程 可 以 记 为 FO, y) 王 0， 或 写成 标准 形式 

q” = усу). a) 


今后 我 们 假设 (1) 式 中 的 f 及 其 导 函 数 f' 为 y 在 一 些 固定 区 间 I 上 的 连续 函数 .一 阶 方程 
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第 2 * 
fy) /Ох,у) 
+ { 
dy _ 2 dy _ 
dz l+ y 和 фу = 0. 22у 


分 赣 为 自治 的 和 非 自治 的 . 

在 实际 应 用 中 遇 到 的 很 多 微分 方程 ， 如 在 物理 定律 中 不 随时 间 而 改变 的 方程 就 是 自治 方 
程 。 正 如 我 们 在 第 1. 3 节 中 看 到 的 ， 在 应 用 中 ， 除 y 和 xz 之 外 的 其 他 符号 通常 也 被 用 来 表示 自 
变量 或 因 变 量 . 例 如， 车 用 :来 表示 时 间 ， 则 以 下 方程 


dA _ dz _ о. Tgr- ЗА el 
和 q tl х), ар ^*^\Т Тә, g 9 106 


都 具有 时 间 独 立 性 ， 其 中 &、? 及 了 。 都 为 常数 ， 所 以 ， 以 上 这 些 在 第 1. 3 节 中 介绍 的 一 阶 微分 
方程 是 自治 的 . 

KRA EDRF, 等 于 0 是 非常 重要 的 ， 如 果 存 在 一 个 实数 < 使 得 上 为 0， 即 Со =0, 
那么 我 们 称 с 为 自治 方程 (1) 的 临界 点 (eritical point)， 临 界 点 也 称 为 均衡 点 (equilibrium 
point) 或 稳定 点 (stationary point)， 如 果 我 们 把 yo =c 代入 (1) 式 ， 则 方程 两 边 均 为 0， 这 意 
RA: 如 果 c 是 (1) 的 一 个 临界 点 ， 则 убх) =с 就 是 自治 方程 的 一 个 常数 解 .。 (1) 的 一 个 常数 解 
уба) =c 也 称 为 是 一 个 均衡 解 (equilibrium solution) ; 均衡 解 是 (1) 的 唯一 常数 解 . 

正如 前 面 所 提 到 的 ， 对 于 (1) 的 非常 数 解 ?一 >(z)， 我 们 可 以 通过 其 导数 dy/dz 的 代数 符 
号 来 判断 其 增 减 性 ; 这 时 我 们 就 要 找 出 f(y) 为 正 或 为 负 的 区 间 . 

自治 微分 方程 

微分 方程 


A 


аР ра — bP), а > 0, р> 0 Р 


具有 АР — уор) 的 形式 ， 这 里 的 + 和 己 相 当 于 (1) 中 的 = 和 >， 这 个 方程 显然 是 自 Fh 


治 的 ， 从 了 (P)= Pla —bP)=0 中 我 们 可 以 看 到 ，0 和 a/b 是 方程 的 临界 点 ， 故 方 

程 的 均衡 解 为 PG) =0 及 P() 二 a/5， 把 临界 点 放 在 垂直 坐标 轴 上 ， 则 坐标 轴 被 分 
为 三 个 区 闻 : —so<P<0, 0<P<a/b K a/b<P<-+co. Ё 2.4 中 坐标 轴 上 的 箭 

ЗТ (P )= P (a 一 bP) 在 这 些 区 间 上 的 符号 以 及 方程 的 非常 数 解 PC 四 在 区 间 图 2.4 
上 的 增 减 性 ， 以 下 表格 对 图 2. 4 做 了 说 明 . 


区 间 了 (P) 的 符号 P(O 箭头 
(—оо, 0) 负 递减 指向 下 
(0, a/b) 正 递增 指向 上 

(a/b, +оо) f 递减 指向 下 


_ bo 二 -一 -一 一 一 一 一 一 一 


= 
图 2. 4 称 为 微分 方程 dP/d:= P(a — bP) BJ — # 相 图 (one-dimensional phase portrait) 或 简 
称 相 图 (phase portrait). 这 一 垂直 坐标 轴 称 为 相 线 (phase line). 
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解 曲线 ”在 不 解 自 治 微分 方程 的 情况 下 ， 我 们 先 对 解 曲 线 做 一 些 讨 论 . 由 于 (1) 中 的 / E 
与 变量 х 无 关 的 ， 我们 可 以 把 f 定义 在 一 2 过 x 二 十 oo 或 0<zx<+co F. 又 因为 f 及 其 导数 
f' 在 区 间 I 上 关于 y 连续 ， 根 据 定理 1.1， 在 xy 平面 上 存在 与 1 相关 的 水 平 带 或 区 域 民 ， 使 得 
PEL R 内 的 任意 一 点 (x。，yo) 有 和 且 仅 有 一 条 (1) 的 解 曲线 .如 图 2. 5 (a) 所 示 . 为 方便 讨论 ， 我们 
设 方 程 (1) 有 两 个 临界 点 ce о, В су<с;. 两 个 均衡 解 的 图 像 为 两 条 水 平 线 у(х) = c 和 
y(z)= c;， 这 两 条 水 平 线 将 RR 分 为 R|、R;、R; 三 个 子 区 域 ， 如 图 2. 5(b) 所 示 . 现在 我 们 不 加 
证 明 地 给 出 几 个 关于 解 出 (1) 的 非常 数 解 у(х) АЈА: 

+ HHR (zo, y ETER R, ;=1, 2, 3 内 一 点 且 y(Cz) 是 通过 该 点 的 解 ， 则 对 于 所 有 的 

zx，y(x) 都 在 这 一 子 区 域内 ， 如 图 2.5(b) 所 示 ， 解 y(z) 被 限制 在 c 上方 cz 下 方 的 区 域 
内 ; Вр с Субх) Сс. 解 曲 线 之 所 以 对 于 所 有 x 都 在 子 区 域 R, 内 ， 是 因为 (1) 的 非常 数 
解 不 能 穿越 常数 解 y(x) = 二 ci 或 y(z)=c,. 请 参考 练习 2.1 中 的 习题 33. 

。 由 于 f 的 连续 性 ， 在 一 个 子 区 域 Ri，i 一 1，2，3 内 必 有 SO R fO < HA x 
成 立 ， 也 就 是 说 ，f(y) 在 一 个 子 区 域内 不 能 改变 符号 ， 请 参考 练习 2. 1 中 的 习题 33. 

。 因 为 在 一 个 子 区 域内 dy/dz= (у(х) ) ЗЕЕВА, iff y(zx) 是 严格 单调 的 ，y (x) 在 一 
个 子 区域 R, 1-1, 2, 3 内 非 增 即 减 ， 所 以 y(x) 既 不 会 震荡 ， 也 没有 极 值 (最 大 值 或 
最 小 值 )， 请 参考 练习 2. 1 中 的 习题 33. 

。 如 果 y(z) 以 一 临界 点 作为 上 限 ( 如 子 区 域 Ri) 或 以 一 临界 点 作为 下 限 ( 如 子 区 域 Rs ) ， 则 
y(X) 一 定 会 在 z=— {оон zx 一 co 时 靠近 该 点 .如果 y(z) 既 有 上 限 又 有 下 限 ( 如 子 区 域 
R,)， 则 y(z) 一 定 会 在 zx 十 ce 时 靠近 一 个 临界 点 ， 在 zx 一 一 co 时 靠近 另外 一 个 临界 点 . 
请 参考 练习 2. 1 的 习题 34. 


学 
у0)= c, 


a) R 区 域 b) RÉIR: ~ RAR F AIR 


根据 上 述 内 容 ， 我 们 回顾 一 下 例 3 中 的 微分 方程 . 
回顾 例 3 
在 忆 轴 或 相 线 上 被 临界 点 0 和 a/5 划 分 的 三 个 区 间 现 对 应 于 :PP 平面 上 的 三 个 子 区 域 
R,: —е°<Р<0, В: 0<P<a/b ÉE Ra: a/b< P<+co, 
当 一 co 一 :一 十 co 时 ， 图 2.4 中 的 相 图 告诉 我 们 ，P(z) 在 Ri 内 递减 ， 在 R: 内 递增 ， 在 К, 
内 递减 ， 如 果 P(0) = Pu 为 一 初 值 ， 则 在 Rl、R:、R; 内 ， 分 别 有 : 
(1 ) 若 Ps 二 0， 则 P(t) 有 上 限 . 因为 PO) 递减 ， 所 以 POH BE t 的 增加 而 无 限制 地 递减 ， 
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且 当 上 > 一 ce 时 P(1)->0. 这 意味 着 上 轴 负 半 轴 是 解 曲 线 的 水 平 渐 近 线 . 

(ü) 0-1Р, <a/b, M POAR. 因为 P(D 递 增 ， 所 以 当 上 > 十 co 时 РОО-ка/б, 1 t—— оо 
时 РОО-»О. P=0 和 P=a/b 分别 为 始 于 相应 子 区 域 的 解 曲线 的 水 平 渐 近 线 . 

СП P.—>a/b, M РОЖЕ. AA 4 Боов Р(ОО-ка/б, ВИ P(1) 递 减 ， 这 意味 
着 P=a/b 是 解 曲线 的 水 平 浙 近 线 . 

在 图 2.6 中 ， 也 给 出 了 相 图 在 ¿P FI E TPO RI. К. 
R; (图 中 的 阴影 部 分 ) 左 边 的 图 像 ， 图 中 的 虚线 表示 了 均衡 解 
P=a/b 和 P= 二 0(t 8 89 (8, 实 线 是 PC(z) 刚 才 讨 论 的 三 种 情 
况 的 典型 代表 . m 

由 例 4 可 以 看 出 ， 在 诸如 R W) f X J rh, РОЖЖИНЖ 
下 限 ， 则 必 有 P(i) 一 一 co. 这 并 不 是 说 当 上 > 十 co 时 РО) = 
一 co; 也 可 能 是 当 弓 * 开 时 了 (一 一 co， 这 里 T> 是 一 个 依 
赖 于 初 值 条 件 РО) = Po 的 有 限 数 ， 用 动态 术语 描述 ，P Cz) 可 
能 在 有 限时 间 内 “爆破 ”; 反映 在 图 像 上 ，P(t) 有 一 条 垂直 渐 近 
线 = T>0. 对 于 子 区 域 R 有 类 似 的 讨论 . 图 2.6 

例 2 中 的 微分 方程 dy/dzx 二 sin y 是 自治 的 且 有 无 数 个 临界 点 ， 
因为 当 y 一 zx 时 ѕіпу=0, л 为 整数 ， 然 后 可 知 过 点 (0， 一 3/2) 的 解 y(Cz) 被 限于 相 邻 的 两 临界 点 之 间 
(一 r<<yCz)<0) 且 为 递减 ( 当 一 r<<y<0，siny<0)， 则 yy Е rto =— — co 时 分 别 接近 水 
平 渐 近 线 y 二 一 x 和 y=0. 

自治 微分 方程 的 解 曲线 

自治 方程 dy/dx 二 (y 一 1)* 有 一 个 临界 点 1. 由 图 2.7(a) 的 相 图 我 们 可 知 ， убх) ЊН —co< 
y<1 和 1 二 y 过 十 oo 两 个 不 等 式 定义 的 子 区 域内 都 是 增 函 数 . 对 于 初 值 条 件 y(0) 二 yo。 二 1， 解 
y(Cz) 递 增 且 有 上 限 1， 故 当 z 一 ce 时 yal; 对 于 у00) = yx, >1, Ж >(z) 递 增 且 无 上 界 . 


递增 


c) xy 平面 
У(0)>1 


а) 相 线 


现 给 出 微分 方程 的 一 个 单 参数 解 族 y(z) 一 1 一 1/(z 十 c). (请 参考 练习 2. 2 中 习题 4). 给 
定 的 初 值 问题 决定 了 c 的 值 ， 例 如 给 定 у(0)---11-11 和 y(0) 二 2 之 1， 将 会 有 y(7x) 王 1 一 
1/01/20) у(х) =1— 1/02 —1). Ж 2.7(b) 和 (ce) 所 示 ， 这 些 函 数 的 图 像 都 有 一 条 垂直 的 
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渐 近 线 ， 不 过 要 记 住 ， 初 值 问 题 
dy/dr=(y— 1), у(00)=—1 K dy/dr=(y—1)2, у(0)=2 
的 解 定 义 在 特殊 区 间 上 ， 它 们 分 别 是 


у(х) ] La 1/2 < х <+ œ M у(х) = 1 — а’ 
x+ = Хо 
2 
这 两 条 解 曲 线 是 图 2.7(b) 和 (c) 中 为 实 线 的 那 部 分 .如 相 图 所 示 ， 2.7 (b) 中 的 解 在 
-> 十 co 时 有 уСлЭ-»1,4 图 2.7 (c) 中 的 解 在 7 一 1( 从 左边 ) 时 有 у(х)» +оо, и 


吸引 子 和 排斥 子 “ 对 于 (1) 的 解 ， 在 其 临界 点 c 附近 有 三 种 类 型 的 性 态 . 当 c BQ U DU 3. 
都 指向 c 点 .如 图 2.8 (a) 所 示 ， 所 有 从 足够 靠近 c 点 的 初 值 点 (x。，y。) 出 发 的 解 都 有 
иту) =c. Hik, 认为 c 点 是 渐 近 稳定 的 (asymptotically stable). 与 物理 学 做 一 对 比 ， 一 
个 始 于 “附近 的 解 就 类 似 于 一 个 带电 粒子 ， 它 会 被 带 有 相反 电荷 的 с 拉 住 并 向 其 靠近 ， 所 以 C 
也 被 称 为 吸引 子 ， 图 2.8Ch) 中 的 箭头 方向 都 背离 c 点 ， 所 以 所 有 始 于 c 附近 的 解 都 会 随 着 x 的 
增 大 而 远离 。 点 ， 这 种 情况 中 为 c 点 称 不 稳定 的 

Cunstable)， 一 个 不 稳定 的 临界 点 也 叫做 排斥 子 . 

图 2.8( 疏 和 (中 中 的 临界 点 < 既 不 是 吸引 子 也 不 是 排 yo 70 

斥 子 ， 不 过 因为 “点 既 表 现 出 了 吸引 子 的 性 质 ， 又 表 | 
现 出 了 排斥 子 的 性 质 -- 即 当初 值 点 足够 靠近 c 点 的 
一 边 ， 解 会 被 吸引 到 < 点， 而 当 靠 近 另 一 边 时 又 会 被 
Нэт сн 


的 临界 点 а 和 0 分 别 为 渐 近 稳定 的 (吸引 子 ) 和 不 稳 图 2.8 
定 的 (排斥 子 )， 例 5 中 的 临界 点 是 半 稳 定 的 . 
练习 2.1 
在 第 1 一 4 题 中 . 根据 计算 机 绘 出 的 方向 场 ， 徒手 绘 出 过 给 定点 解 曲线 的 近似 图 . 
dy. < dy -<0.01ту^ 
1. йт. y 2. dr e 
(а) у(0) =5 (b)y(3)=3 (а) уС— 6) =0 (Ь) у(0) = 1 
(с)у(4)=2 (4)у(—5) = — 3 (с) у(0) = —4 (9) у(8) = —4 
Ë wa Т A гү? 
Цээж эрж га” A ' 
UNN ИХ 
н H | 
Шш 18 
і 2111. 
| ин : 7 
trir? \ , 
ЧИГ ` -2 
122334 5 
[лои ` , 
„Лг z 2 5 =+ 
ПЕНН | ' 
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Зуд dy 
3. 4 工 一 Zy 4. T 
(а)у(0)=1 (b)y(1)=0 


= (sinz)cosy 


(a)y(0)=0 (b)y(—1)=0 
(с)у(2)=2 (4)у(0)----4 (oOy(3)=3 С4)у(0)--- 


y 


í <“ — — сс = 
Утас ээ = = = 
> < = = =— + = 


РГР 


/ \ 
, \ 
РА Y 
РА ` 
Ї 3 
Е ` 
^ - 
РА Эн 


шээж - “Z Í 
ма — "< < x а x x` 
ea 


мтрэаанэүэс 


图 2.11 图 


2. 12 
Ы. 在 第 5 一 12 题 中 ， 用 软件 绘 出 给 定 微分 方程 的 方向 场 ， 然 后 徒手 绘 出 过 给 定点 解 曲 线 的 近似 图 
5.y = = 6.y = r+ y 
(a)y(0)=0 (b)y(0)=—3 (a)y(—2)=2 (Ь)у(1) = —3 
dy _ dy 1 
T.y эх 83270 
(a)y(1)=1 (b)y(0)=4 (a)y(0)=1 (b)y(—2)=—1 
ау, 
9. 0. 2х'+у 10. ay TE 
(a)y(0)= (b)y(2)=—1 (ay(0) 一 一 2 (h)y(1)=2.5 
; dy_ у 
ll.y = у cos + = 12. ar 1 рч 
132 зу 
(а)у(2)=2 (090—1) =0 wyl =)= (5) =0 


在 第 13 和 14 题 中 ， 分 别 绘 出 f(y) 和 (zx) 的 图 像 ， 请 在 适当 区 域内 徒手 绘 出 dy/dr= f(y (3 8 13) 和 
dy/dr= f JE 14) 的 方向 场 . 
13. 14. 


图 2.13 图 2.14 
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15. 考虑 自治 一 阶 微分 方程 dy/dx=y 一 > 的 初 值 问 题 yO = уо, Ч yy 在 以 下 所 给 范围 内 时 ， 徒 手绘 出 解 


3y(z) 的 图 像 . 
(a)y >l (b)0< y <1 (c) —1—< y. <0 (а) у <—1 
16. 考虑 自治 一 阶 微分 方程 dy/dr= y — у ИВ А у(0) 二 ， 当 在 以 下 所 给 范围 内 时 ， 徒 手绘 出 
解 >(Cz) 的 图 像 . 
(а) уо 2> 1 (b)0< y <1 (c)—1< y <0 (d)yo —1 


在 第 17—24 题 中 ， 找 出 给 定 自治 一 阶 微分 方程 的 临界 点 并 绘 出 其 相 图 .判断 每 一 临界 点 是 渐 近 稳定 、 不 
稳定 ， 还 是 半 稳 定 的 .再 在 均衡 解 划分 的 zy 平面 区 域内 徒手 绘 出 具有 代表 性 的 解 曲线 图 像 . 


dy_ 2- ау 2 
17. 127 Зу 18. £ --у 
dy (2-00 dy › 
19. dz (y 一 2) 20. 二 一 10 二 37 一 3 
d 
21. >) 22. -yeya 
ду _ dy уе —9у 
23. az yln(y+2) 24. "PSG e” 


25. 考虑 自治 微分 方程 


mu mg ku, 


ағ 
这 里 为 正 的 比例 常数 ，g 为 重力 加 速度 ， 它 控制 着 质量 为 m 的 物体 下 落 时 重力 对 速度 wv 的 影响 ， 由 
于 一 kv 代表 了 空气 阻力 ， 物体 从 高 处 下 落 的 速度 不 可 能 随时 间 的 增 大 而 无 限 增 大 . 
(a) 利 用 方程 的 相 图 找到 物体 速度 的 临界 值 ， 并 解释 理由 . 
Cb) 如 果 空 气 阻力 与 妇 成 正比 ， 求 出 物体 下 落 的 极限 速度 ， 请 参考 1. 3 节 中 “落体 运动 ”小 节 ， 或 “ 练 


习 1.3” 中 第 15 题 . 
26， 当 几 种 物质 发 生化 学 反应 时 ， 新 物质 的 生成 速率 由 以 下 自治 微分 方程 决定 : 
党 = kla— ХВ X), 
Еф лро 是 常 比例 系数 且 ga > XORRE t 时 刻 生成 的 新 物质 的 数量 .请 参考 1. 3 节 中 “化 学 反 
应 ”小 节 . 


(a) 由 微分 方程 的 相 图 ， 能 预见 当 上 > 十 co 时 X 的 性 态 吗 ? 
(bF a=p, WE ХО) а, ЖАЗ г Боов ХЕ? 由 微分 方程 的 相 图 ， 能 预见 如 果 ХО) > 
ga， 当 1> 十 co 时 六 的 性 态 吗 ? 
(с)? 8-1, а= В, ЕВ ХО) = 一 ax 一 1/(G 十 c) 为 微分 方程 的 显 式 解 . 找到 两 个 解 分 别 满足 X(0) = 
а/2 和 XX(0) 二 2a， 绘 出 这 两 个 解 的 图 像 . 这 两 个 解 的 性 态 与 (b) 的 答案 一 致 吗 ? 
在 第 27 和 28 题 中 ， 考 虑 自治 微分 方程 4y/dx 一 f(y)， 其 中 f 的 图 像 如 题 所 给 . 利用 图 像 确 定 两 个 方程 
的 临界 点 ， 绘 出 每 个 微分 方程 的 相 图 ， 在 均衡 解 划 分 的 zy 平面 的 子 区 域 上 ， 绘 出 具有 代表 性 的 解 曲线 . 
27. 28. 


图 2.15 图 2.16 


讨论 题 
29. 人 微分 方程 为 dy/dx== 式 十 WW， 那么 如 何 描述 阅 HyS, с>0 在 点 (x，y) 处 的 等 射线 ? 
30. (a) 考虑 微分 方程 dy/dxr 一 x(y 一 4) 一 2 的 方向 场 ， 但 不 要 用 程序 绘图 ЖН т=0. y=3, y=4, у= 
5 时 等 斜 线 的 斜率 . 
СБ Е dy/dr= r(y—4)* 一 2 的 初 值 问题 y(0)= уо, ІХ y <4. 根据 (a) 提 供 的 信息 ， 讨 论 当 хоо 
时 ， 是 否 会 有 解 у(х) ос, 
Ы. з. 对 一 阶 微分 方程 dy/dz= Frz，y)， 定 义 一 条 曲线 fa, у) 一 0， 称 其 为 零 群 (nullcline)， 这 是 因为 在 
曲线 上 上 某 点 处 的 等 斜 线 斜率 为 0. 利用 计算 机 软件 在 一 矩形 区 域内 绘 出 方程 dy/dx 一 x 一 2y 的 方向 
场 ， 并 在 其 中 添加 堆 群 = BR. Pb <y A ул» 去 两 区 域内 的 性 态 ， 绘 一 
些 解 曲线 的 近似 图 ， 试 着 把 观察 到 的 结果 加 以 推广 
32， 和 自治- 一 阶 微分 方程 的 临界 点 < 被 称 为 是 孤立 的 (isolated)， 如 果 存 在 一 个 开 区 间 仅 包含 c 点 而 不 包含 其 
他 临界 点 ， 讨 论 是 否 存 在 形 如 (1) 的 自治 方程 ， 其 每 个 临界 点 都 不 是 孤立 的 .注意 不 要 把 问题 考虑 得 
33. Ж yCr) 是 自治 微分 方程 (1) 的 非常 数 解 ， 如 果 c 是 (1) 的 一 个 临界 点 ， 讨 论 为 什么 y(Cz) 的 图 像 不 能 穿 
RFE y= 的 图 像 ， 讨论 在 图 2. 5 中 ， 为 什么 f(y) 的 符号 在 子 区 域 里 不 会 改变 ? 为 什么 уб) Ж 
摆动 的 旦 不 能 达到 一 个 相对 极 值 (最 大 值 或 最 小 值 )? 
34. Ú y(x) 是 自治 方程 dy/dr= f(y) 的 解 ， 县 分 别 以 两 个 连续 临界 点 ci 过 cz 为 上 下 界 ， 如 图 2.5《(b) 中 的 
子 区 域 R.， 若 在 区 域内 Су) 220. M limy(z) 一 ce .讨论 为 什么 不 存在 一 个 上 <c 使 得 тубо) = 
L. 作为 讨论 的 一 部 分 ,注意 在 一 十 co 时 у Са) 的 变化 情况 . 
35. (a) 利 用 自治 方程 (1)，、 讨 论 如 何 确 定 一 条 解 曲 线 扬 点 (point of inflection) 的 位 置 . 
(b) 考 虑 微分 方程 dy/dr 二 一 y 一 6. НИ Са. 在 y 轴 上 和 寻找 解 曲 线 上 四 和 下 四 的 区 间 ， 讨 论 dy/dr= 
一 y 一 6 的 初 值 问题 y(0)= уь, —2<y 三 3， 为 什么 会 具有 相同 的 纵 坐 标的 拐点 ， 这 个 纵 坐 标 是 
多 少 ? 绘 出 y(0)=-—1 及 у(2)=2 的 解 曲 线 . 


2.2 可 分 离 变量 


求解 微分 方程 时 我 们 会 经 常 使 用 积分 ， 这 就 需要 一 些 特殊 的 积分 技巧 . 我 们 有 必要 先 通过 微 积 
分 教材 复习 一 下 基本 的 积分 方法 ， 如 果 是 使 用 计算 机 代数 系统 (CAS，computer algebra system)， 
则 需要 复习 积分 的 命令 语法 .有 两 点 很 重要 ， 即 分 步 积 分 和 对 一 个 有 理 函 数 的 部 分 分 式 分 解 . 

积分 求解 ”我 们 从 一 阶 方程 dyydr= f(z, у) 中 最 简单 的 一 类 方程 开始 求解 方法 的 研究 . 
当 /与 变量 y 无 关 时 ， 即 f(x+，y) 二 g(xz)， 则 微分 方程 


d» = g(x) 23 
可 通过 积分 求解. 如 果 CO 是 一 个 连续 函数 , 则 对 (1) 式 两 边 积分 得 解 y== асоб = GC) е, А 
中 GG) жасо 的 一 个 原 函 数 (不 定 积分 ). 例如 ,dy/dr = 14-69 у = [0+ dr: y = 
> e + e. 
方程 (1) 及 其 解法 只 是 当 方程 dy/dr 一 f(z，y) 中 的 /为 x 或 y 的 函数 时 的 特殊 情况 . 


x+ 


一 小 方程 
78 Ч 


变量 分 离 方程 
具有 以 下 形式 的 一 阶 微分 方程 


人 = = g(x)h(y) 


称 为 是 可 分 离 的 (separable) 或 含有 可 分 离 变 量 (separable variable). 
例如 ， 方 程 


dy = y rð 以 及 92 = = y+ sinr 
х 


分 别 是 可 分 离 的 和 不 可 分 离 的 ， 对 于 第 一 个 方程 ， 我 们 可 以 将 f(z，y) 王 yxze** “化 为 
glr) hy) 
{ y 
бху) = уже = (же) (у?е), 
但 在 第 二 个 方程 中 ， 我 们 无 法 把 y 十 sinz 化 为 x 的 函数 与 y 的 函数 的 乘积 形式 . 
在 可 分 离 方程 dy/dzx 二 g(x)h(y) 两 边 同 除 以 h(y)， 可 得 


pO) су = g(x), (2) 


这 里 为 了 方便 起 见 ， 我 们 令 POH 1/ҺСу). H hO)=1 时 (2) 变 为 (1). 
ЖШ у = %z) 是 (2) 的 一 个 解 ， 则 必 有 pE (z) = g(x) ， 所 以 有 


КООР = [| glx) dx. (3) 
但 因为 dy = #(z)dz ， 所 以 (3) 等 价 于 
[орау = | бат R Ну) = GG) +c, (4) 


这 里 HOM G(x) 分 别 是 p(y) 二 1/hC(y) 和 g(x) 的 原 函 数 . 
求解 方法 方程 (4) 给 出 了 变量 分 离 的 求解 过 程 .通过 对 p(y)dy 一 g(x)dz 两 边 积 分 ， 就 
可 以 得 到 方程 的 一 个 单 参数 解 族 ， 这 一 解 族 通常 是 隐 式 解 . 
注 对 变量 分 离 方 程 积分 后 没 必要 保留 两 个 参数 . 因为 我 们 得 到 HO) +a =G) te 
后 移 项 得 到 的 cs 一 c1 可 由 一 个 常数 c 代 苦 ， 如 (4) 中 那样 . 在 后 面 的 很 多 例子 中 ， 我 们 为 
亲 会 经 常 对 参数 做 类 似 处 理 ， 例 如 多 个 参数 的 乘积 或 加 减 常 被 一 个 参数 代替 . 
求解 可 分 离 变量 的 微分 方程 
тээ (1 十 z)dy 一 ydz = 0. 
解 ” 将 方程 除 以 (1 十 z)y， 方程 变 为 dy/y 二 dx/(1 十 x)， 然 后 我 们 有 
[2-1 
y 14-х 


а [у |= 1011-4165 


у= elnlli+zi+c 一 einllfzl . е“ —<— 指数 规则 
一 | 工 十 工 | en 
十 a+r) НЭР 
эш Я! <“ 
+e т. |1+z|=—(1+z),z<—1 
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H с#% еч {9 y=c(1+ >). 

另 一 种 求解 方法 ”因为 两 边 积 分 的 结果 都 是 一 个 对 数 ， 所 以 对 于 积分 常数 ， 更 明智 的 选择 . 
是 In | с | 而 不 是 c， 把 第 二 行 的 等 式 改 为 In| у | 二 ln | 1 十 x | 十 In | c |， 根据 对 数 性 质 ， 
我 们 可 以 把 等 式 右 边 合并 ， 从 In | у | = | cG1+<x) | 我 们 立即 可 得 y=c(1 十 xz)， 尽 管 不 定 
积分 并 不 都 得 到 对 数 ， 使 用 ln | с | 往往 会 更 有 利 . 然而 这 并 不 是 固定 的 . m 

在 1. 1 节 中 我 们 看 到 解 曲线 可 能 仅 是 一 个 隐 式 解 G(x，y) =0 图 像 中 的 一 条 线段 或 一 段 弧 . 

解 曲线 


求解 初 值 问题 E 一 一 三 ,y(4) 一 一 3 ， 

工 y 

解 ”将 方程 改写 为 ydy = 一 zdz ， 我 们 得 到 
ЁС -- | zdz 以 及 号 =— +e. 


EMERE, BIBLE ЕВЫ 224-у 二 c*， 这 个 
解 表示 一 个 以 原点 为 中 心 的 同心 圆 解 族 . 

当 x 二 4，y 二 一 3 时 ， 有 16 十 9 二 25 二 cc。 则 由 初 值 问 题 决 定 
了 半径 为 5 的 圆 x? 十 y = 25. 因为 这 个 解 的 形式 比较 简单 ， 所 以 
我 们 能 求 出 符合 初 值 条 件 的 显 式 解 。 我们 曾 在 1.1 节 的 例 3 中 见 
到 过 解 y = $ (z) R у=—/25—х , —5<х<5. 解 曲 线 即 是 这 
个 可 微 函数 的 图 像 ， 在 这 种 情况 里 ， 解 曲线 是 圆 的 下 半 部 分 ， 如 图 2.17 
图 2. 17 中 粗 线 部 分 所 示 ， 其 中 包含 了 点 (4， 一 3). m 

失 根 “ 在 分 离 变 量 时 我 们 需要 特别 留意 ， 因 为 作 除 数 的 变量 可 能 会 在 某 点 取 零 . 举 个 例 
子 ， 如 果 是 函数 户 (y) 的 一 个 零点 ， 而 把 у= КА dy/dx 二 g(x)h(y) 使 得 方程 两 边 都 等 于 
=, ARZ, у= 是 微分 方程 的 一 个 常数 解 . 但 是 在 变量 分 离 后 ， 方 程 dy/h(y)= в(х) х 的 
左边 在 + 上 没有 定义 因此， 由 后 面 的 积分 和 化 简 得 到 的 解 族 可 能 并 不 包括 > 一 ~ 根据 前 面 介 
绍 的 内 容 ， 这 个 解 被 称 为 一 个 奇异 解 . 


ШЫ ха 
dy у 
解 方程 qr У 4. 
解 ” 我 们 把 方程 变形 为 
dy _ в [1/4 1⁄4 _ 
уж 4 Íz Ë = у [ЧУ ах. (5) 


(5) 中 的 第 二 个 方程 是 对 第 一 个 方程 的 右边 做 分 式 分 解 得 到 的 结果 ， 积 分 并 利用 对 数 的 性 质 得 到 : 


у-2 = l V2 -p Arte 
12 t +o RTI te 2. 


这 里 我 们 用 КЕТ 4с. 最后， 我 们 用 代替 了 士 e 然后 解 出 y， 得 到 单 参数 解 族 


15-2 l-4 | y+2 [= r+ 9 in 


1+ се“ (6) 


уг 2 cer 


一 阶 微分 方程 ” 


如 果 我 们 把 微分 方程 的 右边 改写 成 ау/ат = (у —2) (у+2), H 2.1 节 的 讨论 ， 我们 知道 
у=2 Ж у= —2 是 两 个 常数 (均衡 ) 解 . 解 y= 2 是 解 族 (6) 中 的 一 员 ( 当 c==0 BF). Жї, у= 
一 2 是 一 个 奇异 解 ; 无 论 参 数 c 取 何 值 都 不 可 能 由 (6) 获 得 . 后面 这 个 解 在 先前 的 求解 过 程 中 被 
丢失 了 .通过 检验 (5)， 我 们 清楚 地 认识 到 必须 在 解 集中 补充 上 у= +2. @ 

初 值 问题 


求解 Ce 一 y)cosz Чу = ersin2z , y(0)=0. 


解 方程 两 边 同 除 以 е? cosz 得 
е” — yay 810224 
е” COST 
在 积分 之 前 ， 我们 对 方程 左边 进行 逐 项 约 分 ， 并 在 方程 右边 利用 三 角 公 式 sin2z = 
2sinzcosz 化 简 ， 则 


x. 


逐 项 积分 - | (е? 一 уе *)dy = ?| ѕіпхах 
得 


e + ye” +e” =— 2cosz + c. (7) 

当 c=4 时 解 满足 初 值 条 件 х=0 时 y=0. 所 以 初 值 问题 的 解 为 
e + ye” + e > = 4 一 2cosz. (8) 
m 


计算 机 应 用 ”我们 在 1. 1 节 末 的 注释 中 曾 提 到 ， 利用 一 个 隐 式 解 G(x，y) 二 0 去 求 一 个 显 
式 解 = #02) 可 能 是 困难 的 .等 式 (8) 说 明了 用 xz 表示 出 y 的 确 是 一 件 困难 的 事情 一 一 有 时 候 
是 无 法 化 简 的 .然而 从 某 种 意义 上 来 说 ， 诸如 (8) 的 隐 式 解 又 是 令 人 浊 丧 的 ; 我 们 既 无 法 清楚 
地 了 解 这 个 方程 的 图 像 又 无 法 知道 满足 y(0)— 0 的 解 的 定义 区 间 . 在 有 些 情况 下 ， 我 们 可 以 利 
用 技术 手段 来 回答 “ 隐 式 解 到 底 是 怎样 的 ?这 一 问题 . 其 中 一 个 办 法 9 就 是 应 用 CAS 里 的 描 点 程 
序 ， 回 忆 多 元 微 积 分 学 中 含有 两 个 变量 的 函数 > 一 CCz， y), G(z, у) =с 定义 了 一 条 二 维 曲 
线 ， 这 里 c 是 常数 ， 这 条 曲线 被 称 为 函数 的 等 量 线 (level curve). 利用 CAS, Ж Gl, у) = 
е4 уе ?十 e ”十 2cos х 的 一 些 等 量 线 在 图 2. 18 中 给 出 . 由 (7) 定 义 的 解 族 即 是 等 量 线 G (> , 
y)=c. Ё 2.19 中 上 面 的 曲线 表示 等 量 线 CCz，y) =4, 它 是 解 (8) 中 特殊 的 一 条 . 图 2. 19 中 
的 另外 一 条 等 量 线 是 GCz，y) 一 2， 它 是 解 族 G(z, у)=с 中 满足 y(x/2) 二 0 的 一 个 . 


图 2.18 ERGa, y= ЖФ 图 2.19 等 量 线 c 一 2 和 < 一 4 
Glz, у) =е +уе° е? +-2с05 х 


O ER 2 6 节 中 我 们 将 讨论 其 他 几 种 基于 数值 解法 的 方法 . 
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如 果 解 一 个 一 阶 微分 方程 的 初 值 问题 ， 通 过 解 出 一 个 特殊 的 参数 c 而 获得 了 一 个 特 解 ， 大 
多 数学 生 (以 及 教师 ) 都 会 感到 满意 ， 然 而 一 个 初 值 问题 的 解 可 能 并 不 是 唯一 的 ， 我 们 来 看 1. 2 
节 中 例 3 的 初 值 问题 
ЧУ = zy"? y0) = 0 (9) 
其 至 少 有 两 个 解 ，y 一 0 和 у= 让 x' ， 现 在 我 们 来 解 这 个 方程 ， 分 离 变量 然后 对 y 2 dy= zdz 
积分 得 


， 2 z 2 
2y? =F taR y= (F +e) . 


车 要 x 二 0 时 y=0， 则 需 c 一 0. 此 时 у= тел". ERA уЗ А, 
解 y=0 买 失 ， 进 一 步 ， 初 值 问 题 ( 9) 有 无 穷 多 个 解 ， 因 为 分 段 定义 


的 函数 
0О,х< а 
жээ 
在 参数 a 宇 0 时 既 满足 微分 方程 又 满足 初 值 条 件 ， 如 图 2. 20 所 示 . 
Ж G) g- AEBe rn AEAII bht AA, 根据 微 积分 学 中 的 基本 定 
理 有 


АТ gD dt = g(z). 
TJ хо 


换言之 ,| сой 是 函数 & 的 一 个 原 函 数 ， 


这 个 形式 在 有 些 情况 下 很 方便 ， 人 例如， 如果 g 是 一 个 在 包含 ro 的 区 间 工 上 的 连 
续 函 数 ， 则 简单 初 值 问题 dy/dz 一 gCz)，y(Cxzo) 一 yo 在 了 上 的 一 个 解 可 以 写成 


у(х) = yo +f 


读者 可 以 试 着 证 明 这 个 结论 . 因为 一 个 连续 函数 的 原 另 数 并 不 总 能 用 初等 函数 表 
示 ， 所 以 这 也 许 是 我 们 获得 一 个 初 值 问题 显 式 解 的 最 佳 方法 . 

Ci ) 在 前 面 的 例子 中 我 们 看 到 ， 一 阶 微分 方程 的 单 参数 解 族 中 常数 可 以 在 方便 的 
时 候 被 替换 ， 在 不 同 的 人 解 同一 个 方程 的 过 程 中 ， 他 们 经 常 可 能 都 采用 了 正确 的 方法 
而 得 到 形式 上 不 一 致 的 答案 ， 例 如 ， 通 过 分 离 变量 ， 我 们 可 得 微分 方程 (1 十 y*) dz 十 
(1 十 x dy=0 的 解 族 为 

arctan x + arctan y = c Ñ (z + y) /(1 — zy) = c. 

在 进行 后 面 几 章 的 学 习 时 ， 要 注意 ， 通过 不 同 的 常数 替换 或 应 用 不 同 的 代数 及 三 
角 方法 ， 可 能 得 到 在 实质 上 等 价 ( 但 表达 式 可 能 不 同 ) 的 解 族 ， 请 参考 练习 2. 2 中 的 习 
题 27、28. 


g(t) dt. 


一 阶 微分 方程 


45 
练习 2.2 
在 习题 1 一 22 中 ， 用 变量 分 离 方法 求解 微分 方程 . 
dy_ dy _ 
1. 到 sin5x 2. 12 tD’ 
3. dz 十 ezdy 一 0 4. dy 一 (y 一 1)2dz 一 0 
dy. dy _ 
5з.х у =4у . g r 22y= 0 
d 
7. Цин 8. ery =e te 
> 十 1 dy /2y+3 y 
9. упа © Тэн = (2 х ) 10. -2s) 
1l.sec2rdy+cscydz= 0 12. sin3zdz 十 2ycoss3zdy 一 0 
13. (е +D edet (е 十 De dy 一 0 14. уду=х(1-Ех%) 2 (14352) 4г 
15. 9—5 16. 90. о 70) 
dr ЕП 
т. Papp: 18. Я N= мет? 
d ағ 
19 dy ху 3х у--3 20 4у. xy 十 27y 一 工 一 2 
”dr xy 一 27 十 4y 一 8 ”dz  ху-Зутх-3 
d zi -d 
21. == 1 у? 22. (er 十 e р-у 
在 习题 23 一 26 中 ,求解 给 定 初 值 问题 . 
dr_ _ dy_ x —1 2 
23. 4! 4Cr? +1), z(x/4)=1 24. үстү, y(2)=2 
‚ а d 5 
25. 2 L5 ху, y(—1)=—1 26. 全 十 2 一 1， y(0) 一 了 
在 习题 27 和 28 中 ， 求 出 给 定 初 值 问题 的 隐 式 解 和 显 式 解 . 
27. 1-уйх- Vl—x dy=0, усу-33 28. (1 十 z4)dy 十 z(1 十 4 内 )dz 一 0，y(1) 一 0 


29.(a) 求 解 以 下 初 值 问题 ， 方 程 即 例 3 给 出 的 微分 方程 ， 初 值 条 件 为 0) 二 2， y(0)= —2, K у0/4)=1. 
(b) 在 例 4 的 求解 过 程 中 ， 用 Inc 作为 右边 的 积分 常数 ， 最 后 用 Ine 代替 tinc. 然后 求解 和 (a) 相 同 的 


初 值 问题 . 
30. 求 出 方程 хау/іт= уу 过 以 下 几 点 的 解 . 
(a)(0, 1) (b)(0, 0) (c)(1/2, 1/2) (d) (2, 1/4) 
31. 分 别 求 出 习题 21. 22 的 一 个 奇异 解 . 
32. 方程 


2zsinz ydz 一 (zz 十 10)cosydy 王 0 
的 一 个 隐 式 解 InC(x?: 十 10) 二 csc у= c 已 经 给 出 ， 求 出 在 这 个 解 中 被 丢掉 的 微分 方程 的 常数 解 . 
Ы, 微分 方程 的 初 值 条 件 或 方程 自身 的 一 点 微小 变动 就 会 引起 方程 解 的 根本 改变 在 习题 33—36 中 ， 求 出 给 


定 问题 的 显 式 解 ， 利 用 绘图 工具 绘 出 每 个 解 的 图 像 ， 并 在 点 (0， 1) 附 近 对 解 曲线 进行 比较 ， 


33. 905—1), у00) = 1 34. = (у= 1), у00)=1. 01 
ма 


ау ,一 - dy (ру 一 1 
35. = (у—1):+0.01, y(0)=1 36. Z= (y— 12 0.01, y0 
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37. 每 个 自治 一 阶 微分 方程 dy/dx 一 f(y) 都 是 可 分 离 的 .分别 求 出 方程 dy/dr=y— y 满足 条 件 y (0)=2, 
y. (0)=1/2, y, (0) = — 1/2, K у, (0) = —2 К у (2), у(х), уз (2), у (х). 利用 绘图 工具 
绘 出 每 个 解 的 图 像 . 将 这 些 图 像 与 练习 2.1 中 习题 15 的 结果 做 一 比较 ， 准 确 地 给 出 每 个 解 的 定义 
区 间 . 

38. (a) 自 治 微分 方程 dy/dz 王 1/(y 一 3) 没 有 临界 点 .将 点 3 在 相 线 上 标 出 并 绘 出 方程 的 相 图 ， 计 算 d'y/ 

dx? 来 判断 解 曲线 在 何 处 上 问 ， 在 何 处 下 站，( 请 参考 练习 2.1 中 的 习题 35). 利用 相 图 和 媚 性 徒 
手绘 出 一 些 典 型 的 解 曲 线 . 
(b) 分 别 求 出 (a) 中 的 微分 方程 满足 初始 条 件 у, (0) 4, у (0) =2, y, (1) =2, 及 y (—1)=4 的 显 式 
Ж у(х), у(х), у(х), Ж ya (х). 绘 出 这 几 个 解 的 图 像 并 与 (a) 进 行 比较 . 准确 地 给 出 每 个 解 
的 定义 区 间 . 
39. (a) 求 出 初 值 问题 


dy 2-1 
ах 2y 


,y 2) 1. 
的 一 个 显 式 解 . 
(b) 利 用 绘图 工具 绘 出 (a) 中 解 的 图 像 ， 并 由 图 像 估计 解 的 定义 区 间 1. 
(c) 用 解析 方法 准确 地 给 出 定义 区 间 T. 
40. 对 习题 7 的 微分 方程 加 上 初 值 条 件 y(0) 二 0， 然后 重复 习题 39 rh (a) #| (c) АЖ. 
讨论 题 
41. (a) 解 释 为 什么 例 2 中 初 值 问题 的 显 式 解 у = #;Сх) 的 定义 区 间 为 开 区 间 一 5<z<5， 
(b) 微 分 方程 的 任何 解 都 可 以 穿越 z ш? 可 以 把 х24-у = 1 作为 初 值 问题 dy/de= —z/y, y(1)=0 的 
一 个 隐 式 解 吗 ? | 
42. Са9 а > 0, 讨论 初 值 问题 dy/dz= з/у 8881 25 9) у(а) =а, y(a)=—a, y(—a)=a, K 
y(—a)= —a 时 解 的 差异 . 
(b) 初 值 问题 dy/dz 一 z/y，y(C0) 一 0 有 解 吗 ? 
(ОЖ ау/аз=х/у, у(1) 一 2， 并 准确 地 给 出 解 的 定义 区 间 T. 
43. 在 习题 37 和 38 中 我 们 看 到 所 有 自治 一 阶 微分 方程 dy/dzx 一 f(y) 都 是 可 分 离 的 . 这 一 结论 对 于 求解 初 
值 问题 dy/dz = VIF y siny, y(0)=1/2 有 帮助 吗 ? 徒手 绘 出 该 问题 的 一 条 解 曲线 . 
44. 不 使 用 计算 机 ， 求 解 方 程 


z+ 9 = Уул», 


叙述 求解 思想 ， 
45. 找 出 这 样 一 个 函数 ， 它 的 平方 加 上 它 导 数 的 平方 等 于 1. 
46. (а) Е zy 平面 上 的 正方 形 区 域 1z | «1, | » 1 过 1 内， 习题 27 中 的 微分 方程 等 价 于 标准 型 


dy _ /1-У 
dz 1— z 
ЇНМ|2121, | у| > 1 时 根 号 下 的 值 亦 为 非 负 . 写 出 所 有 zy 平面 内 征 分 方程 存在 实 函数 解 的 区 域 . 
ООЗЕХЖ |z| > 1, 153121 内 求 出 (a) 中 微分 方程 的 一 个 隐 式 解 和 一 个 显 式 解 ， 使 得 y(2) =2. 
计算 机 实验 作业 
47. (a) 利 用 CAS 和 等 量 线 的 概念 绘 出 微分 方程 dy/dzr 一 一 (8x 十 5)/(3y* 十 1) 具 有 代表 性 解 族 的 图 像 ， 在 


КАНИ KR аа, суса 中 实验 等 量 线 的 不 同 值 . 


一 阶 微分 方程 Ра 


(b) 在 不 同 的 坐标 系 下 给 出 对 应 于 初 值 条 件 у(0) = —1, у(0) =2, у(—1) =4, K y(—1)= —3 WE 
平凡 解 的 图 像 . 
48. (a) 利 用 CAS 和 等 量 线 的 概念 绘 出 微分 方程 dy/dz = z (1 — z)/ 
y( 一 2 十 y) 具 有 代表 性 的 解 族 的 图 像 . 在 不 同 的 矩形 区 域 中 试验 W 
等 量 线 的 不 同 值 直至 得 到 图 2. 21 所 示 的 结果 . >i 
(b) 在 不 同 的 坐标 系 下 给 出 对 应 于 初 值 条 件 y(0) = 3/2 的 隐 式 解 图 RS 
像 . 在 图 中 用 彩色 铅笔 描 出 满足 初 值 条 件 的 解约 的 那 段 解 曲线 . NS N 
通过 求 根 程序 ， 近 似 求 出 解 $ 的 最 大 定义 区 间 . [提示 : 首先 找 КЕЕ 
到 解 曲线 的 切线 垂直 的 点 . 1 
(c) 对 初 值 条 件 у(0)--2 重复 (b) 的 过 程 . 图 2.21 
2.3 线性 方程 
本 节 我 们 继续 讨论 一 阶 微分 方程 的 解法 ， 接 下 来 是 线性 方程 . 线性 方程 是 微分 方程 家 族 中 
非常 “友好 ”的 一 员 ， 因 为 给 定 的 线性 方程 ， 无 论 是 一 阶 的 还 是 高 阶 的 ， 我 们 总 是 有 可 能 找到 某 
种 形式 的 解 . 
线性 一 阶 微分 方程 ”回顾 1. 1 节 ， 一 个 微分 方程 被 称 为 线性 的 ， 如 果 所 有 独立 变量 及 其 导 
数 都 是 一 次 的 ， 如果 1. 1 节 的 (6) 式 中 n=l, 则 我 们 就 得 到 了 一 个 线性 一 阶 微分 方程 . 
线性 方程 
具有 如 下 形式 的 一 阶 微分 方程 
a (z) 92 +а,(х)у = g(z) (1) 
ах 
称 为 线性 方程 (linear equation). 


当 р(х) = 0 时， 这 个 线性 方程 称 为 齐 次 的 (homogeneous)， 否则 称 为 非 齐 次 的 (non- 


homogeneous). 
标准 型 ”在 (1) 两 边 同时 除 以 首 项 系数 a (z), 我 们 得 到 一 个 更 有 用 的 形式 ， 即 一 个 线性 
方程 的 标准 型 (standard form). 


ЗУ L PG) = уба. (2) 
我 们 将 在 函数 P A S 都 为 连续 的 区 间 了 上 寻找 (2) 的 一 个 解 . 
在 接 下 来 的 讨论 中 我 们 将 给 出 一 个 性 质 和 一 一 个 求解 过 程 ， 最 后 得 到 一 一 个 能 代表 所 有 (2) 的 
解 的 公式 . 但 性 质 和 求解 过 程 比 这 个 公式 更 重要 ， 因为 这 两 点 在 高 阶 线性 方程 中 同样 适用 . 
性 质 微分 方程 (2) 具 有 以 下 性 质 ， 它 的 解 可 表 为 两 个 解 的 和 (sum): у= =y +y KP y. 
是 相关 齐 次 方程 


49 | р(хуу-0 (3) 
ах 
的 一 个 解 ， 而 ys, 是非 齐 次 方程 (2) 的 一 个 特 解 . 我 们 来 看 下 面 的 式 子 : 
dy, = 
[у ww [$ + Pe. | + [22+ Pa), | = рЫ, 


0 fiz) 
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现在 齐 次 方程 (3) 已 被 分 离 出 来 . 这 样 我 们 就 可 以 把 (3) 改 写 为 


ЕЕ = 0, 


然后 积分 求解 ， 得 y = се 5, БЭЛ, RINE у = е), WA у= су (х). 


ау /ах + Р(х) у = 0. 将 在 后 面 被 用 来 求 yp. 


求解 过 程 ”现在 我 们 要 用 常数 变易 法 (variation of parameter) 求 出 方程 (2) 的 一 个 特 解 . 其 


基本 思路 是 找 出 一 个 函数 wx， 使 得 y,=u(z)yi(z)= u(z)e [22 是 (2) 的 一 个 解 ， 换 言 之， 我 


们 假设 用 变量 и 替换 了 y.=c yi1(x) 中 的 c 后 就 可 以 得 到 y,. E yuy RAO), 得 


乘积 规则 ж 
{ 
d d 
u Дэ» E+ Puy, = Р(х) 或 u| ZHP |+» q“ = f(z), 
因此 
» йи = fæ). 
分 离 变 量 并 积分 得 


— f) 2 | f(x) 
du э (ху Суут Fi-u 5, cydz， 


因为 wz) = ет, рд y C) = е^”. ШЖ 


2 2 Убх) -Pede — [Pear рое 
„== (аре аан 


以 及 
y= ce JPod + e [өе | er or Faz) dz. 


— F 


(4) 


因此 ， 如 果 方程 (2) 有 一 个 解 ， 其 必 为 (4) 的 形式 ， 反 之 ， 容 易 证 明 (4) 式 是 方程 (2) 的 一 个 


单 参数 解 族 . 
无 需 记 住 (4) 给 出 的 公式 ， 但 应 该 记 住 特殊 项 


| сэвх 
е ? 


因为 它 在 求解 (2) 的 过 程 中 是 一 个 等 价 项 ， 而 且 更 简单 易 用 . 
如 果 在 (4) 两 边 乘 以 (5) 得 


e Pepa у =c +f ЇР f(z) dz, 
则 (6) 是 可 导 的 ， 
ету] 2 eeeou кєт) | 
х 
然后 我 们 可 得 
ef Pdz Зу + Per) Ey = еЇРӨЖ F (z), 
= 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 
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对 最 后 的 结果 除 以 el? 得 到 (2). 

求解 方法 ”我们 推荐 的 求解 (2) 的 方法 实际 上 是 (6) ~(8) 的 逆 过 程 ， 也 就 是 说 ,将 (2) 乘 以 
(5)， 我 们 得 到 (8)，、(8) 的 左边 被 认为 是 e*”* яп у 的 乘积 的 导数 ， 这 样 我 们 就 能 得 到 (7)， 对 
(7) 的 两 边 积分 可 以 得 到 (6)， 因 为 我 们 可 以 通过 在 (2) 两 边 乘 以 el"”* ， 再 积分 求解 方程 ， 所 
以 称 这 个 函数 为 微分 方程 的 积分 因子 (integrating factor)， 为 方便 起 见 ， 我 们 仅 概 述 了 这 些 结 
果 ， 再 次 强调 ， 无 需 记 住 公式 (4),， 但 每 次 必须 按照 如 下 步骤 去 做 . 

求解 线性 一 阶 方程 

( |) 把 一 个 形 如 (1) 的 线性 方程 化 为 标准 型 (2). 

Ci) 在 标准 型 中 确定 PCz) 并 求 出 积分 因子 ео. 

(ji ) 在 方程 的 标准 型 两 边 同 时 乘 以 积分 因子 ， 则 得 到 的 结果 左边 自动 变 成 积分 因子 和 у 的 
导数 

Егу] = е Р (т), 


(jvV ) 对 等 式 两 边 进行 积分 . 

求解 齐 次 线性 微分 方程 

解 dy/dz 一 3y 一 0. 

解 ” 这 个 线性 方程 可 用 分 离 变 量 法 求解 换 一 个 角度 考虑 ， 因 为 方程 已 经 符合 标准 型 (2)， 
我 们 看 到 Р(2) = 3 且 积 分 因子 为 ej ww 二 es ， 在 等 式 两 边 同 时 乘 以 这 个 因子 ， 并 可 以 看 出 


з. d -3к 3a 
ес z 3erazy = 0 SFEe 3: 1 = 0 是 相同 的 . 


对 后 面 的 等 式 两 边 积分 得 e-”“y 一 c。 解 出 y EAER y= ce, orto, m 
求解 非 齐 次 线性 微分 方程 
f dy/dz —3y=6. 
解 ”这 个 微分 方程 的 相关 齐 次 方程 已 经 在 例 1 中 解 出 ， 这 个 方程 同样 符合 标准 型 (2) 且 积 


分 因子 仍 为 ”* = es .这 次 方程 两 边 同 乘 以 积分 因子 得 到 
e” 4 _ Зе у = 6e =, EI [e з Л = бе" 2 . 
dx ах 


对 后 面 的 等 式 两 边 积 分 得 到 е y 一 一 2e Бе у= 2-е", —оо< r< Hoo.. = 
例 2 最 终 得 到 的 解 是 两 个 解 的 和 : у= у. уь Ж y = ce ж) 1 中 齐 次 方程 的 解 ， 
ys 一 一 2 是 非 齐 次 方程 у —3y= 6 的 一 个 特 解 . 其 实 无 需 关心 一 个 线性 方程 是 齐 次 的 还 是 非 齐 
次 的 ;只 要 按照 上 面 给 出 的 步骤 去 操作 ， 就 会 得 到 一 个 非 齐 次 方程 的 解 y= y. Буу ЫЙ, ТЕ 
第 4 音 求 解 线性 高 阶 方程 时 ， 齐 次 微分 方程 和 非 齐 次 微分 方程 的 解法 会 有 很 大 不 同 . 
що) фа. а 及 g 为 常数 时 ， 微分 方程 是 自治 的 ， 在 例 2 中 ， 可 以 由 其 标准 型 
dy/dz=3(y 十 2) 证 明 一 2 是 它 的 一 个 临界 点 ， 并 且 是 不 稳定 的 (排斥 子 )， 所 以 随 着 > 的 增加 ， 


”这 个 积分 因子 可 由 在 第 2. 4 节 中 对 另 一 个 过 程 的 讨论 得 到 . 
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始 于 均衡 解 y= 一 2 上 下 的 解 曲 线 都 会 远离 这 条 水 平 线 ， 图 2.22 
由 绘图 工具 绘 出 ， 它 反映 了 > 一 一 2 及 一 些 解 曲线 的 图 像 . 

积分 常数 ”读者 可 能 注意 到 了 我 们 在 一 般 的 讨论 和 例 1. 
例 2 中 都 忽略 了 еј 的 指数 中 不 定 积 分 的 积分 常数 . 考虑 一 
下 指数 的 性 质 以 及 在 微分 方程 两 边 乘 以 积分 因子 这 一 步骤 ,就 
会 明白 为 什么 没 必 要 写成 | PCz)dz + c 了 .请 参考 练习 2. 3 中 的 
习题 44. 图 2.22 y 一 3y=6 的 一 些 解 

通 解 ”再 次 假设 (2) 中 的 已 和 上 了 在 区 间 工 上 连续 (4) 的 推导 过 程 说 明 如 果 (2) 在 工 上 有 一 
个 解 ， 则 其 必 为 (4) 所 给 的 形式 ， 反 之 ， 我 们 可 以 直接 通过 求 微分 证 明 (4) 是 微分 方程 (2) 在 了 
上 的 解 ， 换言之 ，(4) 是 方程 (2) 定 义 在 [上 的 一 个 单 参数 解 族 ， 且 每 个 由 (2) 定 义 在 工 上 的 解 
都 是 这 个 解 族 中 的 一 员 ， 因 此 我 们 称 (4) 为 微分 方程 在 了 上 的 通 解 (general solution). (请 参考 
1. 1 节 末 的 注释 . ) 现 把 (2) 写 成 标准 型 у 一 F(zx，y)， 则 我 们 可 以 定义 F(z, у) = —P(z)y+ f 
(xz) 和 3 F/ a y=- P). AA PASEI EES., MAFA a F/ ay 也 在 [上 连续 ， 由 和 定理 
1.1， 我 们 有 这 样 的 结论 : 对 于 初 值 问题 


ЧУ + Py = f(x) y(t) = yo (9) 

在 包含 zo 的 区 间 和 上 存在 且 仅 存在 一 个 解 . 对 于 了 中 的 点 xu， 寻找 (9) 中 的 解 其 实 就 是 在 
(4) 中 求 一 个 合适 的 c 值 ， 也 就 是 I 中 每 一 点 xz。 都 对 应 一 个 不 同 的 c。 换 言 之 ， 定 理 1.1 ф 1589 
存在 性 和 唯一 性 的 区 间 对 初 值 问 题 (9) 来 说 是 整个 区 间 工 

HR яи 

Ж z 4у = r'e. 

dz | 
Өй “方程 两 边 同 除 以 zx， 就 得 到 标准 型 


Зу ау ае (10) 
dx тэ хе. 


ЖАНУЯ Р(х) = — 4/5 Rf е, ЖТА Р ЯП EO, +оо) ЭЕ, 所 以 
积分 因子 是 


我 们 可 以 用 lnz 代替 lnl1lzj ， 因 为 zx>0 
0 


-4 
— — —4 
e «а= е 412 e™ х. 


这 里 我 们 用 到 了 基本 定义 р“ = N,N 0. 同时 我 们 在 (10) 两 边 乘 以 x “并 把 


d 一 x 
х* e 4r у= re 写 为 元 [z ty] = хе". 


对 等 式 做 分 步 积分 可 得 方程 在 (0， 十 co) 上 的 通 解 z y=zxe*—e*+ c улаа” erte Her’. 
= 
除了 首 项 系数 是 1 的 情况 ， 把 方程 化 为 标准 型 (2) 都 要 除 以 a, Сх). 使 得 а (х) =0 的 点 工 
称 为 方程 的 奇 点 (singular point). 奇 点 是 个 潜在 的 麻烦 .具体 来 说 ， 如 果 在 (2) 中 ，P(z) 
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(H а, (х) РА a1(z) 得 到 ) 在 某 点 不 连续 ， 则 这 个 不 连续 性 可 能 会 影响 微分 方程 的 解 . 
通 解 
求 出 方程 (x? 一 9)dy/dzx 十 xy 二 0 的 通 解 . 
解 ” 我 们 把 方程 改写 为 标准 型 


d 
rr е амы (11) 


并 且 定 义 P(z2)==z/G2—9). 虽然 也 在 区 间 ( 一 cc， 一 3)，( 一 3，3) 及 (3， 十 co) 上 连续 ， 但 
我 们 只 在 第 一 和 第 三 个 区 间 上 求解 方程 .在 这 些 区 间 上 的 积分 因子 是 
fedra? аваа) 一 etla’ 一 
e e e 


在 (11) 两 边 乘 以 这 个 因子 后 ， 我 们 得 到 
E ма? — 9y] = 0. 
м 
对 最 后 这 个 等 式 两 边 积分 得 Vz 一 9y = с. 所 以 在 zx >3 sr х<—3 时 , 方程 的 通 解 为 y = 


С 


7—9 


х? — 9. 


- = = 奇 点 、 = c 个 这 两 点 
注意 到 z 一 一 3 和 z=3 是 例 4 方程 中 的 奇 点 且 其 通 解 y е == Шш 个 函数 在 这 两 点 


都 不 连续 ， 另 一 方面 ，z=0 是 例 3 微分 方程 中 的 一 个 奇 点 ， 但 其 通 解 уа" ел e* + cz 中 
的 每 个 函数 显然 都 在 z=0 处 连续 且 定 义 域 是 (一 cp， 十 ce) 而 非 (0， 十 co)， 然而 定义 在 (一 “9， 
十 co) 上 的 函数 族 уа" er e* 十 cx! 并 不 能 作为 微分 方程 的 通 解 ， 因 为 奇 点 х=0 在 这 里 出 
现 了 一 个 问题 ， 请 参考 练习 2. 3 中 的 习题 39. 

初 值 问题 


REL у= z, у00)=4. 
ах 


解 方程 是 标准 型 , 且 Р(х) = 1 和 f(z) = z 都 在 (一 co, 十 co) 上 连续 .积分 因子 为 ee = 
е, X 
Hey] = те" 

积分 得 e*y 二 ze 一 e* 十 c。 从 这 个 等 式 中 解 出 у 得 到 通 解 ? 一 
х 一 1 十 ce*， 由 初 值 条 件 我 们 可 知 ， 当 z=0 时 у=4. 代入 

这 些 值 ， 得 到 通 解 中 的 c= 二 5. 所 以 方程 的 解 为 
yy 一 工 一 1 十 5e *, — оо < z <+ оо (12) 
E 
图 2.23 由 绘图 工具 得 到 ， 其 中 粗 曲线 是 (12) 的 图 像 ， 其 
他 图 像 代 表 了 单 参数 解 族 y= 二 x 一 1 十 ce *. 在 通 解 中 我 们 定 
Ж y = ce “及 ys 二 x —1. 有 趣 的 是 在 观察 图 2. 23 的 过 程 中 ， 
我 们 发 现 随 着 х 的 增 大 ， 解 族 中 的 所 有 成 员 都 在 靠近 特 解 Р 2.23 у 十 y 二 工 的 一 些 解 
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у„=т 一 1. 这 是 因为 随 着 z 的 增 大 ，y, 二 ce 对 解 的 值 的 影响 越 来 越 小 ， 我 们 称 у. = се 为 一 
个 瞬时 项 (transient term), HAME х оо, у, 0. 当 一 个 线性 方程 中 并 不 是 所 有 通 解 都 具 
有 这 一 性 质 时 (请 参考 例 3)， 瞬 时 项 的 记号 往往 在 解 实际 应 用 问题 中 比较 重要 . 

不 连续 函数 f(x) 

求 出 一 个 连续 解 ， 满 足 


d 


1. < 
Чуну = f(x) ,其 中 fO) = 0szs1 


0, хоо» 1 
以 及 初 值 条 件 >(0) 一 0. 


f ”由 图 2.24 我 们 看 出 了 是 分 段 连续 的 ， 在 z=1 处 不 连续 ， 因 此 ， 我 们 在 f 对 应 的 两 个 
区 间 内 分 别 求解 . 在 02213401 
dy + y 1, 或 者 等 价 地 有 二 [cy] = e", 
т 

对 后 面 的 等 式 积分 并 解 出 y 得 到 y= 二 1 十 ce эг. 因为 y(0) 二 0, RIA c 三 一 1， 从 而 y 二 1 一 
e7, 021. Ч >+ >1 时 ,方程 
dy 2 
4 чу 0 
Ж у=сге 7. 所 以 我 们 可 以 记 

ре осте! 

у= _ 

Get, r > 1. 

现在 为 使 y 成 为 一 个 连续 函数 ， 我 们 希望 imy(z) = y(1) , 这 点 等 价 于 cxe =1—е 或 cz 一 


e —1. 如 图 2.25 所 示 ， 函 数 


1—e,0 < z< 1 
y= | | (13) 
(e— е“, => 1 
在 [0， 十 co) 上 连续 ， 请 参考 练习 2. 3 中 的 习题 24. 
y 
图 2.24 Ё| 2.25 | 


由 积分 定义 的 函数 一 些 简单 函数 没有 初等 形式 的 原 函 数 ,这 种 类 型 的 函数 积分 被 称 为 是 

非 初 等 的 (nonelementary). 例如 ,该 者 可 能 在 微 积分 学 中 见 过 | е” ах 和 | sin zdr 就 是 非 初 等 积 
分 . 在 应 用 数学 中 我 们 定义 了 一 些 重要 的 由 非 初等 积分 构成 的 函数 . ЦЕ 

erf(z) = zl, e dt 和 erfc(z) = = cd ав 
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Ay] 27 48: # ë Ж Cerror funetion) 和 余 误 Z Ж Ж (complementary error function)， 因 为 (2/ Vr) 
| ed 二 1 ， 所 以 由 (14) 可 以 看 出 ,误差 消 数 erf(x) 和 余 误 差 函 数 erfc(x) 满 足 关系 erf(x) 十 


erfc(x) 二 1. 由 于 它们 在 概率 统计 领域 有 重要 作用 ， 其 函数 值 常 被 列表 ， 注 意 erf(0) 二 0 是 一 个 
明显 的 函数 值 ，erf(z) 的 函数 值 亦 可 由 CAS 求 得 ， 在 学 习 下 一 个 例子 之 前 ， 最 好 回顾 一 下 2. 2 节 
ЖЕО). 

ШЕ| == =s 

求解 初 值 问题 空 一 2zy = 2 у(о)=1. 

@ ”内 为 方程 已 经 是 标准 型 了 ， 并 且 可 以 看 出 积分 因子 
是 e”， 所 以 由 


[e 21 = 2e 我 们 可 得 у= 2e |, e а + се. (15) 


H 


| 

| 

E 
4 


1 убо) = АЖК с=1. 所 以 该 问题 的 解 为 
у= 26 | ed 十 er = e” [1 + /xer[(>)]. 图 2.26 у 一 2zy 一 2 的 一 些 解 
利用 计算 机 代数 系统 可 得 到 图 2. 26. | 


计算 机 应 用 某 些 计算 机 代数 系统 可 以 求 出 一 些 类 型 的 微分 方程 的 显 式 解 . 例如 ， 输 入 以 
下 命令 求解 方程 y 十 2y 二 x: 


DSolve[y [x] + 2y[x] == x,y[x],x] (在 Mathematica ЧЭ 
及 
dsolve(diff(y(x),x) +2 * у = х,убх)); (£ Maple Ф) 
得 到 输出 结果 
y[x] —>— (1/4) + х/2 + C[1 ]/E?* 
和 


у(х) =1/2х—1/4+ехр( —2x) _ C1 
ЫН 8, RIE у= 1А асе", 


Ë (1 ) 有 时 候 一 阶 微分 方程 对 于 一 个 变量 来 说 是 非 线 性 的 ， 但 对 于 其 他 变量 来 说 是 
线性 的 .例如 微分 方程 


dy _ _ 1 
dr ZX 十 > 
对 变量 у 米 说 是 非 线性 的 . 但 其 倒数 
. d 
= r+ àp z y 


对 变量 工 来 说 是 线性 的 ， 可 以 证 明 利 用 积分 因子 е0 一 er， 及 分 部 积分 可 得 这 个 方 
程 的 一 个 隐 式 解 ; XT 二 一 y 一 2y 一 2 十 ce”. 
( Í| ) 数 学 家 在 适当 的 时 候 从 工程 领域 引入 了 一 些 特定 的 名 词 为 己 所 用 , 前 面 用 
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到 的 瞬时 就 是 这 种 情况 .在 后 面 的 讨论 中 ， 偶 尔 会 使 用 输入 和 输出 . 〈2) 中 的 三 称 为 
输入 或 施 迫 函数 (input or driving function); 对 于 一 个 给 定 的 和 输入， 微分 方程 的 解 称 


为 输出 loutput) 或 响应 (response). 
练习 2.3 


在 习题 1~24 中 ， 求 出 给 定 微 分 方程 的 通 解 . 给 出 通 解 的 最 大 定义 区 间 ， 判断 通 解 中 是 否 有 瞬时 项 存在 . 


13. zy 十 xz(z 十 2)y 一 全 
15. ydr—4(z+ у )dy= 0 


dY L (віпх)у= 
17. соѕх jr (Sinz)y 1 


19. (аа ач 2)y=2re s 


dr 2 
21. 46 + rsec0== соѕӣ 


а А 
23. х чт +(3х+1)у=е 31 


2. 


20. (х+2) 


dy 


а 2770 


4.3 9 4 12y=4 


ах 


6. у +H2ry= 2? 
8. у =2у- а? +5 


ау o= 
10. = їс?” 3 


12. афо лута 


14. ху 十 (1 十 z)y 一 e sin27 
16. уал = (уе? — 2х) ау 


18. cos? хѕіпхау+ (усоѕ х — 1) ах == 0 


2 dy_ — 
FP: 5 一 8y 一 47y 


dP 


22. —+21Р=Р+4:—2 


dt 


24. -ni F2y= (=+1)* 


#E3JEH 25—30 中 ,求解 给 定 的 初 值 问题 .给 出 解 的 最 大 定义 区 间 . 


25. ху +у= е, y(1)=2 


26. y T=, ya) =5 


27. 1.4 +RI=E, 10)-516: L, R, E, K i 为 常数 . 
4Т 2 
28. TI), ТО) = Т,; k, Tas K T, 为 常数 . 


29. +0 у=, 
л 


y(1)=10 


30. у + (tanz)y= соѕ? х, 
y(0)=—1 


Ы, 在 习题 31 一 34 中 ， 求 出 满足 给 定 微分 方程 和 初 值 条 件 的 连续 解 . 利用 绘图 工具 绘 出 初 值 问 题解 曲线 的 


图 像 . 
dy y= 0253 (0)=0 
31. 2429-1040 f -| гэв 77 
dy _ Ши 0<z=<1 (0)=1 
32. dr > уох, ГО ЕН хо»1 ны 
4у Ши: 05201 (0) 
. т 一 , = , )=2 
s aya fe, А a сә 
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х, Ой «1 


за. GHD 34-2хуу- уба), гсэн | ‚ у00) = 0 


х, х251 


Ы, 35. 求 出 初 值 问 题 y PC y=4z, 500) =3 的 一 个 连续 解 . 其 中 


2, О<х<1 
Р(х) = | 
—2/z, x> 1. 
利用 绘图 工具 绘 出 初 值 问 题解 曲线 的 图 像 . 


36. 利用 函数 erf(z) 表 示 出 初 值 问题 у —2zy=1, y(1)=1 的 解 . 
37. 考虑 初 值 问题 у 十 ey 二 f(x)，y(0)==1, 当 f(z)=1 时， 用 一 个 非 初等 积分 表示 出 zx 之 0 时 初 值 间 题 
的 解 . 当 f(x)= 二 0，f(zx)= 二 ee 时 解 是 什么 ? 
讨论 题 
38. 回顾 例 2 后 面 第 二 段 的 内 容 ， 构 造 一 个 一 阶 微分 方程 ， 使 得 其 所 有 的 非常 数 解 在 +— + co 88 РК 
平 渐 近 线 y=4. 
39. 回顾 例 3， 然 后 根据 定理 1. 1 讨论 由 方程 zy 一 4y=x*e* 和 以 下 初 值 条 件 组 成 的 初 值 问题 解 的 存在 性 
和 唯一 性 . 
(а) у(0) =0 . (ЪЗ у(0) = уо, yo 70 (с) уб20) = уу» 20960, y. >Z0 
40， 求 出 例 4 中 的 微分 方程 在 区 间 ( 一 3，3) 上 的 通 解 . 
41. 回顾 例 5 然后 讨论 .构造 一 个 线性 一 阶 微分 方程 ， 使 得 其 所 有 解 当 zx- 十 co 时 趋 近 于 直线 > 一 3z 一 5. 
42. 回顾 例 6 然后 讨论 ， 为 什么 说 (13) 中 的 函数 是 初 值 问 题 在 [0， 十 oo) 上 的 一 个 解 这 一 结论 是 错误 的 ? 
43. (a) 构 造 一 个 形 如 ху 十 ao(X)y 二 g(x) 的 线性 一 阶 微分 方程 ， 使 得 у= с/а? М ys 一 XY， 给 出 улсад 
с/х! 为 微分 方程 通 解 的 区 间 . 
(b) 分 别 给 出 一 个 初 值 条 件 y(xo) 一 yo， 使 得 (a) 中 建立 的 初 值 问 题 有 通 解 ?一己 一 1Zz ， у= z +2/ 
zt， 给 出 这 些 解 的 定义 区 间 并 绘 出 解 曲线 . 是 否 存在 这 样 一 个 初 值 问题 ， 使 得 解 可 以 定义 在 一 ce 
<а< +оо Е? 
(o 在 (b) 中 构造 的 初 值 问题 是 唯一 的 吗 ? 也 就 是 说 ,对 于 у= 1/2", 是 不 是 存在 不 止 一 个 的 初 值 
间 题 ， 使 它 是 某 些 区 间 工 上 的 解 ? 
44. 在 确定 积分 因子 (5) 时 我 们 在 求 | PCz)dz 值 时 并 没有 用 到 积分 常数 . 解释 为 什么 使 用 | PCz)dz 十 < 对 
(2) 的 求解 没有 影响 . 
45. 设 P(x) 在 某 区 间 1 上 连续 且 a 是 工 上 一 点 . 那么 初 值 问题 ”十 P(z)y 一 0，y(a) 一 0 的 解 是 什么 ? 
46. 在 研究 元 素 放 射 系 列 的 问题 时 ， 我 们 会 遇 到 下 面 这 个 特殊 形式 的 微分 方程 组 : 
dz =— À< 
dt 
dy = àt Агу» 
其 中 的 入 入 为 常数 ， 讨 论 如 何 求解 方程 使 得 05r, УС)». 
47. 在 本 题 中 先 设 a 和 8B 为 常数 ; P), f), РС б оО В Т Е, 且 zo 为 I 上 任意 一 点 ， 


СОЎ УЛЕШ ЕНЩ У РС) y= 0, уб) та 89, В yE у РО) у 7С), убт) 20 ЮЙ. Ж 
у + Р(х) у= бх), убх) а 的 一 个 解 . 证 明 所 得 结论 . 

(ъй y у БРО) у= f. (z), уба) =a 的 解 ， 且 у y + P(z)y= f: (х), y(Czo) 一 8 的 解 ， 那 么 
уву РОУ 广 (z) 十 户 (z) 的 解 ，y(z ) 的 值 是 多 少 ? 证 明 所 得 结论 如果? 是? 十 
Р(х) у= с fi (2) Бе fe Ce) 8398 这 里 的 c 和 是 任意 给 定 的 常数 ， 那么 y(zo) 的 值 是 多 少 ? 证 明 
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所 得 结论 . 
计算 机 实验 作业 
48. (a) 利 用 erfcCz) 求 初 值 问 题 — 2ey=—1, y(0)= /х/2 的 解 . 
(b) 查 表 或 用 计算 机 计算 y(2) 的 值 ， 利 用 CAS 绘 出 初 值 问题 在 (一 ec， 十 co) 上 的 解 曲 线 . 


49. (a) E Ж. ERARA Ж (sine integral function) 为 Si(z) = f Siy ， 其 中 被 积 函数 在 :一 0 时 被 定义 为 
利用 Si(x) 求 初 值 问题 ху --222 y= losin х, y(1)=0 В у(х). 
(b) 利 用 CAS 绘 出 当 х» 0 时 初 值 问题 解 曲线 的 图 像 . 
(co) 利用 CAS 求 出 xz 之 0 时 解 y(z) 的 最 大 绝对 值 . 
50. Са) ЯЕ Ж £ j (Fresnel sine integraD 为 SCz) = | sin( Fr Jdr, AA SCz) 求 初 值 问题 y 一 
Csin 22) у==0, y(0)=5 的 解 y(x). 
(b) 利 用 CAS 绘 出 初 值 问题 在 (一 co， 十 cc) 上 解 曲线 的 图 像 . 
СОО) r> +оо] 5023--1/2, л» op} 5()-»-1/2. 4 re too, д» okt убх) yr 5 
近 于 何 值 ? 
Cd) 利用 CAS 求 出 解 yz) 的 最 大 绝对 值 和 最 小 绝对 值 . 


2.4 恰当 方程 


虽然 简单 方程 ydz 十 zdy=0 是 可 分 离 的 ， 但 当 我 们 发 现 方 程 的 左边 等 价 于 工 乘 以 > 的 微 
分 时 ， 即 
уйх + хау == d(zy) = 0 
时 ， 我 们 可 以 用 其 他 解法 来 求解 方程 ， 对 dCzy)=0 两 边 积 分 ， 我 们 立即 得 到 方程 的 隐 式 解 
тус, 微分 方程 ydz 十 zdy=0 是 我 们 即将 学 习 的 恰当 一 阶 方程 的 一 个 例子 . 
含有 两 个 变量 的 函数 微分 ”如果 一 个 二 元 函数 x 二 f(x，y) 的 两 个 一 阶 偏 导数 在 xy 平面 的 
某 区 域 R 内 连续 ， 则 其 微分 (也 称 全 微分 ?为 


dz = Sdr + Zay a) 
如 果 /(х, y)=c, WAO 


? Јас + 9 dy = 0. (2) 
9 х 9 у 
也 就 是 说 ， 对 于 一 个 单 参数 曲线 族 С, у)=с, 我 们 可 以 通过 计算 其 微分 构造 一 个 一 阶 微分 
ЭЁ. ЙИШ, ШЖ zx? 一 5zy 十 yw 二 c， 则 由 (2) 得 
(22 — 5у)іх + (— 5r + 3° )dy = 0 (3) 
出 于 我 们 的 目的 ， 问 题 的 还 原 是 更 重要 的 ; 即 对 于 诸如 (3) 的 一 阶 微分 方程 ， 我 们 是 否 可 以 认 
为 其 等 价 于 微分 dlr? 一 5zy 十 办) 一 0? 
恰当 方程 
相应 тай Рх, у) ry 平面 的 区 域 R 上 的 微分 表达 式 Mz, y)dr 十 N(x，y)dy Ж 
为 恰当 微分 (exact differential). 具有 以 下 形式 的 微分 方程 
Мї‹х,у)&4х+ N(z,y)dy = 0 
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称 为 恰当 方程 (exact equation) ， 如 果 方 程 左 边 是 一 个 恰当 微分 的 话 . 
B], ху drt у dy=0 是 一 个 恰当 方程 ， 因 为 方程 左边 是 一 个 恰当 微分 : 
(а) zy ` dr + а? yz dy 
注意 如 果 М(х, ysr y HN, y= y, W a3 M/ 3 y=3r y = 9 N/ 9 =. 定理 2.1 说 明 
了 这 些 偏 微分 的 相等 并 非 巧合 . 
Еҥ 2.1 恰当 微分 的 判定 
AM, Vf N(x，y) 在 由 a 二 + 过 5，c 二 y 过 qd 定义 的 给 形 区 域 RR 内 连续 并 有 连续 一 阶 
偏 导 数 ， 则 М(х, y)dr=r+N(z, ydy 是 一 个 恰当 微分 方程 的 充 要 条 件 是 
5м = 25 | (4) 
必要 性 证 明 ”为 简单 起 见 ， 我 们 假设 对 所 有 的 (x，y)，M(zx，y) 和 N(x，y) 都 有 连续 的 一 阶 
偏 导数 ， 如 果 表 达 式 M(z，y)dz 十 NGz，y)dy 是 恰当 的 ， 则 存在 函数 f XT R FJ ECA z Л 
M(z,y)dr + N(z,y)dy = Éde + 了 /dy | 


所 以 
М(х, = 51, М(х, = 92, 
以 及 
ЭМ а /Əfy_ ау аә (24)-42 
35733031) дудх дх\ду а х’ 
最 后 的 等 式 是 由 一 阶 偏 导数 M(x，y) 和 N(x，y) 的 连续 性 得 到 的 . = 


定理 2.1 的 充分 性 即 要 证 明 存 在 一 个 函数 /， 使 得 当 (4) 成 立时 满足 9 f/ 2 х= МС, y) K 
9 ff/ay=N(xz, у). KA f BRETELER 9/5:1:254:208:-4 

求解 方法 “给 定 一 个 微分 形式 的 方程 MLzx，y) dx 十 NC(z，y) dy 二 0， 判断 (4) 是 否 成 立 . 
如 果 成 立 ， 则 存在 一 个 函数 了 使 得 


ЭЎ Mr,y). 
д х 
我 们 可 以 通过 对 M(x，y) 关 于 工 求 积分 得 到 S 同时 把 > 看 作 常 数 : 
(х,у) = [Mezar + gy), (5) 
这 里 任意 函数 g(y) 是 积分 的 “常数 ”>， 现 对 (5) 求 关于 y 的 导数 并 假设 3 f/ 9 у= Мх, у): 
Z£ = 2 M(z,y)dr +g (у) = №5). 
我 们 得 到 
g (у) = мазу — 2] M(z,y)dz. (6) 
最 后 ， 对 (6) 求 关于 у 的 积分 ， 然 后 把 结果 代 人 (5)， 得 方程 的 隐 式 解 为 a, у) = 
我 们 需要 注意 以 下 事项 . 第 一 ,(6) 中 的 表达 式 NGz,y) 一 (9 /3 3)|M(z,y)dz 是 与 x 无 关 


的 ,因为 
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N(z,y) 一 35м , dr |= oN 9 | 
эт Ty (z,y)d= 9 х -57 MGz,y)dz】 
daN ЭМ, 
9 х 9 у 


第 二 ， 我 们 也 可 以 从 假设 3 f/ 3 y 一 N(x，y) 开 始 前 述 的 过 程 ， 在 对 М 求 关于 y 的 积分 后 再 对 
结果 求 关 于 z 的 微分 ， 我 们 分 别 得 到 类 似 于 (5) 和 (6) 的 


fz) = | Næ ydy HRD БО (а) = Mesy) — Z= | NG, p) dy. 


这 些 公式 不 一 定 要 记 住 . 
求解 恰当 微分 方程 
解 方程 2xydzx 十 (zx 一 1)dy 二 0. 
解 ” 对 于 M(x，y)= 二 2xy 和 N(x，y) 二 x 一 1， 我 们 有 
ам aN 


27 = . 
9 y 7 9 х 


所 以 方程 是 恰当 的 ， 根 据 定理 2. 1 存在 一 个 函数 Сх, у) НЯ 


对 第 一 个 等 式 积分 后 我 们 得 到 
f(z, y)=z°y+g(y). 
对 等 式 求 关于 y 的 偏 微 分 ， 然 后 令 其 结果 为 N(x，y)， 可 得 


ЭЎ рр (уу = а l Nla, y) 


ду 
由 此 可 得 g(y)= 二 一 1 和 g(y) 二 一 y， 所 以 С, у) луу, ВЛЕ ЗАЙ А луус. 
很 容易 得 到 显 式 解 y=c/ (1 一 x*)， 且 其 定义 在 任意 不 包含 + 二 1 和 xz 二 一 1 的 区 间 上 . = 


+ 例 1 中 微分 方程 的 解 并 不 是 f (z, у)=х*— у, © Ж /(х, у)=с. јеж № 

gr/(y) 的 积分 中 使 用 常数 ， 则 我 们 可 以 把 解 记 为 /Сх, у)=0. 另外 还 要 注意 ， 这 个 方 

程 也 可 以 用 变量 分 离 法 求解 . 

求解 一 个 恰当 微分 方程 

解 方程 (e> —– усозгу) ах + (22е? — хсоѕху+2у) у= 0. 

解 ”方程 是 恰当 的 ， 因 为 
ам 


"P 


= 2е? + хуѕіплу — coszy = 可 


所 以 存在 一 个 函数 f(z，y) 使 得 
М(х,у) = Э мазу) = == 51. 
现在 做 一 些 变化 ， 我 们 由 假设 3 f/ 9 у= М, y) 开 始 求解 ， М 


9f эте? 一 хсоѕху 十 2y， 
ду 
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flz,y) = 2z| edy 一 z| coszydy + 2f ydy. 


记 住 ,z 之 所 以 可 以 在 对 y 的 积分 中 被 提 到 积分 符号 | 的 前 面 ,是 因为 zx 在 这 里 被 当 作 一 个 常数 . 
然后 有 
Р(х,у) = хе» 一 sinzy + y? + АС) 
44 = е?» 一 ycoszy + h'(x) = e” — усоѕху, < М(х,у) 
所 以 有 h(x) 二 0 或 h(x) 二 c， 故 方程 的 解 族 为 


xè’ — sin ху + y? + c = 0. m 
初 值 问题 
dy _ ху — созхыпх 2: 
求解 二- МЕн у00) =2. 


解 ” 把 微分 方程 改写 为 
(cosrsinz= — zy? )dx + y(1 — z°)dy = 0. 
方程 是 恰当 的 ， 因 为 


aM p, 2N 

dy zy 9 х 
现在 

ду 
2 
f(z,y) = = — 22) + h(z), 
= =— ху? + h'(z) = coszsinz 一 zy’. 
由 最 后 一 个 等 式 得 h (х) = соѕх sint. 对 其 积分 后 得 
hlz) = 一 | (соѕх) (一 sinzdz) 一 一 J созт. 
所 以 
2 
У (1—25) -эүсойлс sk у (1—2) — cos r = с, (7) 


ХЭВ СВЭТ 2а. эй z=0 时 初 值 条 件 y=2 使 得 4(1) 一 сов (0) —с, ВИД с—3. 得 到 该 问题 
的 一 个 隐 式 解 为 y (1—28) — соѕ х= 3. 

初 值 问 题 的 解 曲 线 见 图 2. 27， 它 代 表 这 个 曲线 族 的 一 
部 分 曲线 . 由 (7) 确 定 的 单 参数 解 族 的 图 像 可 以 通过 几 种 方 
法 获得 : _ 种 是 利用 软件 绘 出 等 量 线 的 图 像 (请 参考 上 一 节 
的 讨论 ) ， 另 一 种 是 给 定 不 同 的 “ 值 ， 利用 绘图 工具 绘 出 显 式 
解 yy 二 (c 十 cosz)/(1 一 zx) 的 图 像 . m 

积分 因子 ”我 们 回顾 上 一 节 的 内 容 ， 对 于 线性 方程 y + 
Р(х)ў= ГО» 在 给 方程 乘 上 一 个 积分 因子 后 方程 左边 变 成 图 2.27 у*(1—х*)—соз*х=с 
一 个 微分 形式 ， 对 于 一 个 非 恰当 微分 方程 M(z， y) dz 十 解 族 的 图 像 
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NGrz，y)dy= 一 0， 我 们 有 同样 的 基本 思想 ， 即 有 时 我 们 能 找到 一 个 积分 因子 (integrating factor) 
Arz，2)， 使 得 方程 两 边 乘 以 积分 因子 后 变 为 

u(z,y)M(w,y)dr + u(z,y)N(z,y)dy = 0, (8) 
使 它 成 为 一 个 恰当 微分 ， 为 了 找到 这 样 一 个 w， 我 们 回 到 恰当 性 的 判别 式 (4)， 方程 (8) 是 恰当 


的 当 且 仅 当 (jyM), 二 (jyN),， 这 里 脚 标 表示 偏 微 分 .根据 对 乘积 微分 的 法 则 ， 前 面 的 等 式 等 同 
F M, TpyM=pN, + yN 或 


LN 一 AM = (M, = Мн. (9) 

虽然 M，N，M, 及 N, 是 关于 x 和 y 的 已 知 函数 ， 但 困难 在 于 若 想 从 (9) 中 得 到 未 知 的 w(z， 
y)， 就 必须 解 一 个 偏 微 分 方程 ， 因 为 我 们 现在 并 不 会 解 偏 微分 方程 ， 所 以 做 一 个 简单 的 假设 ， 
设 4 为 一 个 一 元 函数 ， 例 如 ，y 是 只 依赖 于 变量 х 的 函数 ， 在 这 种 情况 下 ,ps 一 dy/dzr 且 (9) 
可 以 写 为 

du _ M, — N, 

= N 7 
如 果 商 式 (M, 一 N,)/N 是 依赖 于 zx 和 y 的 ， 则 我 们 仍然 无 法 求解 ， 然 而， 如 果 经 过 代数 化 简 
后 我 们 得 到 商 式 CM 一 N/N 是 仅 依赖 于 变量 > 的 ， 则 (10) 就 是 一 个 一 阶 常 微分 方程 。 因 为 
(10) 是 可 分 离 的 且 是 线性 的 ， 我们 最 终 可 求 得 uy， 由 2.2 节 或 2.3 节 我 们 得 到 p(x) = 
ео ， 类 似 地 ， 如 果 py 是 仅 依赖 于 变量 y 的 ， 则 可 由 (9) 得 

du _ N. — M, 

qz = “Зургын (11) 
在 这 种 情况 下 ， 如 果 (CN. 一 M,)/M 尽 是 > 的 函数 ， 则 我 们 可 以 通过 求解 (11) 得 到 р. 
对 微分 方程 


(10) 


M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0. (12) 
我 们 做 一 下 总 结 : 
М, 一 N.)/N 仅 是 关于 z 的 函数 ， 则 方程 (12) 的 积分 因子 为 
ибх) = ГЭ, (13) 
。 如 果 (N, 一 M,)/M 仅 是 关于 у 的 函数 ， 则 方程 (12) 的 积分 因子 为 
nG) = 77. (14) 


非 恰当 微分 方程 转化 为 恰当 微分 方程 
非 线 性 一 阶 微分 方程 
хуйх + (222 + 3° — 20)dy = 0 
不 是 恰当 的 .定义 M= zy，N=2z 十 3 昂 一 20， 我 们 可 得 偏 微分 M, =r ЯП М, =4<. 由 (13) 得 
到 的 商 式 对 我 们 来 说 没有 意义 ， 因 为 
M, — №, х — 4х 一 Зх 
N 222 十 3 光一 20 220° + 3y° — 20 
依赖 于 z 和 y。 不 过 由 (14) 得 到 的 商 式 只 与 y AR: 
N, — M, _ 4r 一 工 _ 3z 3 


M ху ту Уу 


мд ” 


所 以 积分 因子 为 ee/ = ens = e> = y+ ， 在 给 定 方程 两 边 同 乘 以 «Су» = y ЇЧ 9] 
ху*Ддх-+ (22у 十 3y’ 一 20y’)dy = 0. 


可 以 证 明 最 后 一 个 方程 式 是 恰当 的 ， 然 后 利用 这 一 节 所 述 的 解法 ， 得 到 方程 的 一 个 解 族 为 
1 


ау $ у бус, || 
Ж (| ) 当 我 们 检验 一 个 方程 是 否 是 恰当 时 ， 需 要 确定 其 是 否 满足 形式 М(х, у)ах + 
N(z, y)dy=0. 有 了 时候 一 个 微分 方程 可 以 记 作 G(xz，y)dx 二 H(zx，y)dy， 在 这 种 情况 
下 ， 我 们 先 把 方程 改写 成 G(z，y)dzr 一 囊 (z，y)dy 王 0， 然 后 定义 М(х, у) = 
Glz, ууж Nz, у) = — Н(х, у), AAMO). 

(上) 在 有 些微 分 方程 的 教材 中 ， 把 对 恰当 方程 的 研究 放 在 对 线性 方程 的 研究 之 
前 ， 本 节 所 讨论 的 求 积 分 因子 的 方法 可 应 用 于 求 方程 y 十 PCx)y 一 f(x) 的 积分 因子 . 
通过 把 该 方程 改写 为 微分 形式 (P(z)y 一 f(z))dz 十 dy 二 0， 则 可 得 到 
M,—N, 


N = Р(х). 


由 (13) 我 们 可 得 到 在 2. 3 节 中 用 到 的 积分 因子 POr. 
练习 2.4 
在 习题 1 一 20 中 ， 判 定 给 定 方程 是 否 是 恰当 方程 .如 果 是 ， 解 之 ， 
1. (2z—1)dr+ (3y-+-7)dy= 0 2.(2z=+y)dr— (=+ 6y)dy=0 
3. (5r+4y)dr+ (4r—~ 8y )dy=0 4. (siny 一 ysinz)dz 十 (coszr 十 zcosy 一 y)dy 一 0 


5. (2xy: —3)dr+ (2z y+-4)dy= 0 6. (2›—--+-соззх) 2+3 4х5 +3 уѕіп3х == 0 
7. (22 — y drt (2? —2rzy)dy= 0 8. (141022) а= 01—194 
9. (z— у? +y зіпх) х= (3ry +2ycosz)dy 10. (2° у?) ах +3ху` ау=0 


11. (ylny—e > )dz 十 (+ziny)dy=0 12. (За? у+е)ах+ (х? + ze” —2y)dy= 0 


dy ,x 3 dy, _ 3 
13. х qr = 2=e — у+ба? 14. (1 y +z)S2+y F 1 


= 
Ол 


: (зэ руг) 789770 16. (5y—27)y —2y=0 


17. (tanz — ѕіпхѕіпу) ах + совхсову4ул 0 
18. (2ysinzcosz — y+ 2° еэ? )dz 一 (z 一 sin2z 一 4zyes )dy 


1 1 y t 
з. 2 4 2. = 人 52 — = 
19. (42 y— 15 ydet (t +3y —г)4у= 0 20. ( кер z Jart (ve ta 5) 0 


EJM 21—26 中 ， 求 解 给 定 的 初 值 问题 . 

21. (rty ах + (2zy+z2—1)dy=0, у(1)=1 22. (е + ydr+(2+r+ye)dy=0, y(0)=1 
- —1)4у= —1)= Зу 0 уду t 2 — 

23. (4y 二 21 一 5)dt 十 (6y 十 4 一 1)dy 一 0，y( 一 1) 一 2 24. ( > Joto 0, y(1)=1 


25. (yz cosr— 3x у-2х)4х-4 (2ysinz—z° +]ny)dy=0, 00) =e 
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1 d . 
26. (тэр teose- 22у) y эу Жайы), y(0)=1 


在 习题 27 和 28 中 ， 求 出 上 的 值 使 给 定 的 方程 为 恰当 方程 . 
27. (у 4-Ёху”-2374х- Gry +202? y )dy=0 28. (бху? +cosy)dz+ (2Ёх* y? — =siny)dy= 0 


在 习题 29 和 30 中 ,证 明 给 定 的 方程 不 是 恰当 的 .在 方程 两 边 乘 以 已 知 的 积分 因子 后 ， 证 明 新 的 方程 是 
恰当 的 ， 并 解 之 . 


29. (— хуѕіпх -2усозх) ах 2хсоѕзхду=0; р(х, у)=ху 
30. (х +2ry— y Jdr + Cy +2ry~ zt )dy=0; р(х, у) = (z+ y) ° 
在 习题 31-36 中 ， 通 过 例 4 的 求解 过 程 求 出 一 个 合适 的 积分 因子 ， 然 后 求解 给 定 的 微分 方程 . 


31. (2y +3z)dr+2zrydy= 0 32. y(Cz 十 ?十 1)dz 十 (z 十 2y)dy 一 0 
33. 6zydz 十 (4? 十 9zz)dy 一 0 34. coszdz+ (1+-Ž )sinzdy=0 
35. (10 一 6y 十 e *)dzr—2dy=0 36. (у Hry? )dr+ (5y — ху+ у? siny)dy= 0 


在 习题 37 和 38 中 ， 通 过 例 4 的 求解 过 程 求 出 一 个 合适 的 积分 因子 ， 然后 求解 给 定 的 初 值 问题 . 
37.zdr+ (х? у+4у)ау=0, y(4)=0 
38. (224-52 —5)dr=(y+zy)dy, y(0)=1 
39. (а) ШЕН Ж 
(4ху + За? Jdr + (2у + 2а? )ау = 0 
В К л" 十 2x?y 十 y =c. 
(b) 证 明 由 初 值 条 件 >(0) 王 一 2 及 у(1) =1 可 以 得 到 相同 的 隐 式 解 . 
Ы. 《〈c 分 别 由 初 值 条 件 (0) 一 一 2 和 у;(1)=1 求 出 (a) 中 方程 的 显 式 解 yz 和风 (Cz)， 用 绘图 工具 绘 
出 yi (z) fll y> (z) 0 ER. 
讨论 题 
40. 考虑 在 习题 29 一 38 中 积分 因子 的 概念 .方程 Mdz 十 Ndy 一 0 和 „Мағ + Ndy= 0 的 解 必 须 是 等 价 的 
що 即 一 个 方程 的 解 也 是 另外 一 个 方程 的 解 吗 ? 
41. 回顾 例 3， 然 后 讨论 为 什么 我 们 说 初 值 问题 的 显 式 解 是 定义 在 区 间 ( 一 1， 1) 上 的 (请 见 图 2. 27 中 带 颜 
色 的 曲线 ). 
42. 讨论 如 何 求 出 MC(zx，y) 和 NCz，y) 使 得 每 个 方程 都 是 恰当 的 . 给 出 求解 过 程 . 


Mla, уб (ае 229+ )dy=0 


< 
， 一 0 
= )а+ № ydy 


х? +y 
43， 有 时 候 一 些微 分 方程 可 以 通过 一 些 技巧 来 求解 ， 这 里 有 一 些 相关 的 练习 : 虽然 微分 方程 (+ 一 
、 、 іх + ydy _ 1 А _ 
Муас + уду 一 0 不 是 恰当 的 ， 说 明 如 何 通过 将 方程 变形 为 EL = dr R даг +у) = 


(b) [zy + 


хіх + ydy 求解 . 
44. 判断 对 错 : 所 有 可 分 离 的 一 阶 方程 dy/dzx 二 g(z)h(ly) 是 恰当 的 . 


2.5 换 元 法 


求解 一 个 微分 方程 时 ， 首先 要 认 清 到 它 是 哪 一 类 特定 的 方程 (例如 可 分 离 的 )， 然 后 按照 针 
对 这 类 方程 的 具体 数学 方法 得 到 一 个 等 价 于 原 方程 的 微分 方程 . 这 种 求解 过 程 常 常 是 通过 一 个 
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代 换 (substitution) 把 给 定 方程 转化 为 另 一 个 微分 方程 .例如 ， ПАНК у= р(х, и) Ж 
转化 一 阶 方程 dy/dx 二 f(zx，y)， 这 里 u ДЖ х 的 函数 . 如果 g 的 一 阶 偏 导数 存在 ， 则 根据 
链 式 法 则 (Chain Rule)， 得 


d 
T = р, (хӯи) + g, (zu) Чи. 


如 果 我 们 用 e, WREEK dy/dz Mf, DPR y， 则 微分 方程 dy/dr= f(x, у) ВА Ж 
g(x, u)+g,(x, u)du/dr= f(x, g(x, ид), Н du/dx， 其 形 如 ди/4Ах--ЕСх, и). ШЖ 
我 们 能 在 后 面 这 个 方程 中 求 出 解 = 8%z) ， 则 原 微 分 方程 的 解 即 为 у = g(x,$(7X)). 
齐 次 方程 ”如 果 一 个 函数 对 某 实数 a 具有 性 质 f(zx，ty) 一 *f(x，y)， 则 f 被 称 为 是 一 个 
а W R kt (homogeneous function)， 例 如 ，f(x， y) 二 x 十 是 一 个 3 次 齐 次 函数 ， 因 为 
бху) = (tx + Оу)? = б (а? Бу) = РСЕ, у), 
而 fa, pr ty tl 则 是 非 齐 次 的 . 形 如 
Мї‹(х,у)ах + N(z,y)dy = 0 (1) 
的 一 阶 微分 方程 称 为 是 齐 次 的 (homogeneous)3 ， 如 果 系 数 M 和 六 是 具有 相同 次 数 的 齐 次 天 
数 ， 也 就 是 说 ，(1) 是 齐 次 的 ， 如 果 有 
Мах ууд = М(х,у) М.Мах уд = “№(х, у). 
另外 ,如果 M 和 N Жа 次 的 齐 次 函数 ， 我 们 可 以 记 
М(х,у) = z'M(1,u) K N(z,y) = XIN(1,w) ,其 中 = у/х, (2) 


和 

М(х,у) = уМСо,1) Ж N(z,y) = y*N(o,1) , ҤЕ v = х/у. (3) 
请 参考 练习 2.5 中 的 习题 31. 性 质 (2) 和 (3) 说 明 ， 这 样 的 代 换 可 以 用 来 求解 一 个 齐 次 微分 方 
程 ， 只 体 地 说 ， 代 换 y= 二 ur 式 或 + 二 vy， 其 中 和 w 是 新 的 变量 ， 使 一 个 齐 次 方程 简化 为 一 个 
可 分 离 的 一 阶 微 分 方程 ， 为 了 说 明 这 一 点 ， 由 (2) 我 们 可 将 一 个 齐 次 方程 M(x，y)dzx 十 N(x， 
y)dy= 0 写成 

19М(1,иддх 4-а5М(1,идду = 0 R MA,u)dr + №1,и)ау = 0, 
这 里 wu 二 y/x 或 y 二 ux， 将 dy 二 udx 十 xdu 代入 后 面 的 方程 ， 合 并 同类 项 ， 我 们 得 到 一 个 关于 
变量 u 和 xz 的 可 分 离 的 微分 方程 : 
M(1,u)dx 十 N(1,wW[udr+ хаи] = 0 
[MKCl,z) + иМ(1,и) Јах + zN(1,u)du = 0 
或 
至 十 =. 

在 这 里 我 们 提出 与 前 面 几 节 中 同样 的 建议 ， 不 要 去 记忆 任何 东西 (尤其 是 最 后 一 个 公式 )， 只 需要 按 
照 步骤 去 做 ， 类 似 地 ， 由 (3) 以 及 z 一 zy，dz 一 zdy 十 ydv 同样 可 以 得 到 一 个 可 分 离 的 方程 . 


”这 里 的 “ 齐 次 ”与 第 2. 3 节 中 提 及 的 是 不 同 的 意思 ， 那 里 是 指 当 g(x)=0 时 ， 线 性 一 阶 方程 a Сх) у Ta (z)y= 
sg(Cz) 是 齐 次 的 . 
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求解 齐 次 微分 方程 
нйн )ах+ (2? – ху) ау=0. 


解 ” 检 验 M(x，y) 二 十 yy 和 N(x，y) 二 Xx? 一 zy， 可 以 发 现 这 些 系数 是 二 次 齐 次 函数 . 


如 果 设 ySur, W dy=ud+ 十 rdu， 这 样 经 过 代 换 后 原 方程 变 为 
(х + иѓа?)ах + (х? — их?) [аах + rdu] = 0 
z O + u)dz + х? (1 — u)du = 0 


1 一 ш 
ГҮ. 


| 2 т __ -— 
[ 19 ИЕ 9. 长 除法 


对 最 后 一 个 等 式 积 分 得 
= и | 21а [14-ы |+ ]n [| z< |= In | c | 


一 过 十 2ln 1 十 之 + 1а | х {= 1а |е. <— и = y/z ЖА 
利用 对 数 的 性 质 ， 我 们 可 以 把 前 面 得 到 的 解 改 写 为 
ЕЕЕ 二 学 或 (zx 十 y)? = ске“. 


员 然 前 面 提 到 的 两 个 代 换 都 可 以 应 用 于 每 个 弄 次 微分 方程 但 在 实践 中 当铺 数 M(x，y) 
Ш N(x，y) 简 单 时 ， 我 们 使 用 x 二 vy， 在 使 用 代 换 后 ,我 们 可 能 在 积分 时 过 到 困难 或 者 无 法 求 


得 封闭 形式 的 解 ， 这 时 使 用 另 一 个 代 换 可 能 会 使 问题 变 得 简单 一 些 . 
伯 努 利 方程 ”微分 方程 


dy | pCr)y 一 f(x)y, 
dz 


(4) 


№ n 为 任意 实数 时 ， 称 之 为 伯 努 利 方程 (Bernoulli's equation). ЇЕ Ч n=0 K п=1 时, 77 
程 (4) 是 线性 的 ， 若 n 关 0 Н x 壮 1， 则 代 换 wu 二 yy 可 把 方程 化 为 形 如 (4) 的 一 个 线性 方程 . 


kuskas 
解 方程 24 7 +y 一 = zy 
解 аини <， 得 到 
L Ly = = ry’. 


因为 n=2, 所 以 用 y=u ! 代 换 ， 并 有 
dy —2 du 


dr и dz’ < 链 式 法 则 
将 其 代入 原 方程 ， 则 原 方程 被 简化 ， 结 果 为 
du 1 ， 
dr x“ 


这 个 线性 方程 在 (0， 十 ce) 上 的 积分 因子 是 
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e |a= юэ 
积分 
Hiau] =— 

r u= rte и= r ter 29 и=у!, 我 们 有 y= 二 1/w， 所 以 给 定 方程 的 一 个 解 为 
у= 1/(— r? сж). | | 
注意 我 们 并 没有 得 到 例 2 中 非 线性 微分 方程 的 通 解 ， 因 为 y=0 是 方程 的 一 个 奇异 解 . 

方程 变形 为 可 分 离 变 量 形 式 ”一 个 形 如 
= (Ах + By + C) (5) 


的 微分 方程 总 是 可 以 通过 代 换 4 二 Az 十 By 十 C，B 头 0 变形 为 一 个 可 分 离 变 量 的 方程 . 例 3 说 
明了 如 何 使 用 这 一 技巧 . 
初 值 问题 


R ау oo =. 

f Ei u=—2r+y, Mj du/dr=—2 十 dy/dz， 微 分 方程 变形 为 
du — „2. du 2 2 一 
1222 = u 7 或 元 и 一 9. 


最 后 一 个 方程 是 可 分 离 的 ， 将 其 改写 为 部 分 分 式 
du 


тты Еи = dz 
然后 积分 得 
Lin ис] = ata RET = e = ce" < 一 用 c 替换 esa 
在 最 后 一 个 等 式 里 解 出 u 并 回 代 得 到 解 为 
u = ЗО + cee” 2 或 ， = 2z 十 29 二 < Ч (6) 
1 — ce" се 


最 后 对 (6) 后 面 的 一 个 等 式 应 用 初 值 条 件 y(0) =0 得 c= 
一 1. 在 用 绘图 工具 绘 出 的 图 2. 28 中 ， 粗 线 表 示 了 方程 的 
特 解 


3(1--6 3 
y = 2х + Ipe: 
另外 的 图 像 是 解 族 中 的 其 他 解 . = 
练习 2.5 图 2.28 у=(—2х+у)*—7 的 一 些 解 
在 习题 1 一 10 中 ， 利 用 合适 的 代 换 求解 给 定 的 齐 次 方程 . 
1. (z=—y)dz=+ xdy=0 2. (z 十 y)dz 十 zdy 一 0 
3. zdz 十 (7 一 2z)dy 王 0 4. ydz 一 2(z 十 ?7)dy 


5. (у + ух)дх z’ у=0 6. (у + ух)ах +2? у= 0 
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第 2 间 


т. ЗУ Ут dy х+3у 
dr ytz ”dz 3r+y 
9. —ydr+ (z+ /ху)ду=0 10. r -y= =° + y° 


在 习题 11—14 中 ， 求 解 给 定 的 初 值 问题 . 


11. ту? у 


13. (r+ ye )dr— хе" ау=0, у(1) =0 


ул, у(1) =? 12. 


(2222) 


45—22° yl 


在 习题 15~20 中 ， 利 用 合适 的 代 换 求解 给 定 的 伯 努 利 方程 ， 


1)=1 


14, ydz 十 Zinz 一 jny 一 1)dy 一 0，y(C1H) 一 


d 1 d 
15. жду КУ= у 16. 全 一 ?一 cy 
17. 9 (ху — 1) 18. z 43-0180у-ау 
19.6 улу 20. 301409 = усу 一 DD 
在 习题 21 和 22 中 ， 求 解 给 定 的 初 值 问 题 . 
21. x° ОУ-тху-зу, x= 22. уд + ул =, »00)=4 
在 习题 23 一 28 中 ， 仿 照例 3 求解 给 定 的 微分 方程 . 
dy _ ау 1-2-5 
23. ТУК! 24. а тру 
25. d tan? Crt y) 26. ЧУ =вш(к+у) 
° dy_ у—х+5% 
27. ч” =2+ /y—2z+3 28. дт 1 十 e 
кзы 29 和 30 中 ， 求 解 给 定 的 初 值 问题 . 
d 3r+2y 2 
29. ЧУ = созбт+ у), у(0)=х/4 30. + 5247502 y(—1) 1 
讨论 题 
31. 解释 为 什么 总 可 以 把 一 个 齐 次 微分 方程 M(z, y)dr МО, y)dy= 0 表示 成 
dy _ & dy _  G( = 
ах = (> ) 或 dz 4 y ). 


的 形式 ， 可 以 从 证 明 
М(х,у) = х"М(1,у/х) 及 NGry) = z='N(1,y/=z). 
开始 . 
32. 例 3 中 的 解 y(z) 在 r~> 士 co 时 是 无 界 的 ， 不 过 当 xz 一 一 co 时 ， y(z) 渐 近 于 一 条 曲线 ， 而 当 rz 一 十 ce 
时 ， 它 会 渐 近 于 另 一 条 曲线 . 这些 曲 线 的 方程 是 什么 ? 
33. 形 如 dy/dzx 二 P(x) 十 Q(x)y 十 RC(z)y* 的 微分 方程 被 称 为 里 卡 提 方 程 (Riccati's equation). 
(a) 如 果 已 知 里 卡 提 方 程 的 一 个 特 解 у, WA 可 以 通过 两 步 代 换 求 出 方程 的 解 ， 首 先 使 用 代 换 у= 
yi 十 w， 然 后 讨论 接 下 来 的 步 又 . 


(b) 求 出 微分 方程 


一 个 单 参数 解 族 ， 已 知 y 二 2/z 为 方程 的 一 个 解 . 
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34. 为 求解 方程 zy = y In(Czy)， 设 计 一 个 合适 的 代 换 . 
2.6 数值 解法 


到 目前 为 止 ， 我 们 已 经 用 定性 (2. 1 节 ) 和 解析 (2.2 一 2.5 节 ) 方 法 分 析 了 一 阶 常 微分 方程 
为 了 全 面 地 介绍 解 不 同类 型 微分 方程 的 方法 ,我 们 最 后 介绍 一 种 最 简单 的 求 微 分 方程 近似 解 的 
方法 .被 称 为 欧 拉 方法 的 数值 解法 利用 了 这 样 的 思想 ， 一 个 函数 在 某 点 的 一 个 小 邻 域内 的 斜率 
值 可 以 由 这 一 点 的 切线 来 近似 ， 我 们 将 从 几何 角度 来 解释 如 何 利 用 欧 拉 方 法 在 一 些 软件 中 获得 
方程 数值 解 的 图 像 ， 更 多 求 微 分 方程 近似 解 的 技巧 将 在 第 9 章 介绍 . 

切线 的 使 用 “一 个 求 初 值 问题 

y = /(х,у),у(хл») = yo (1) 
近似 解 的 方法 就 是 利用 切线 ， 例如， 用 y(z) 表 示 初 值 问题 y = 0. 1Vy +0. 4x, у(2) 一 4 的 未 
知 解 ， 这 个 非 线 性 微分 方程 不 能 由 2. 2—2. 4 节 中 讨论 的 方法 直接 求解 .不 过 我 们 还 是 能 找到 
y(x) 的 近似 值 ， 具 体 来 说 ， 假 设 我 们 希望 知道 y(2. 5) 的 值 ， 初 值 问题 有 一 个 解 ， 且 其 方向 场 
的 走向 如 图 2. 29(a) 所 示 . 


a)y 之 0 的 方向 场 b) 在 点 (2,4) 处 的 等 斜 线 


图 2.29 


图 中 方向 场 的 等 斜 线 都 取 自 于 这 个 区 域内 坐标 为 整数 的 结 点 .由 于 解 曲线 通过 初 值 点 
(2，4)， 在 这 点 的 等 斜 线 是 由 方程 F2,4) = 0.1 V4 十 0.4(2)* = 1.8 来 确定 斜率 的 切线 ， 在 
图 2. 29(b) 中 把 图 2. 29(a)“ 放 大”， 当 工 接近 2 时 ， 解 曲线 上 的 点 也 接近 切线 (等 斜 线 ) 上 的 点 ， 
HSO, ORAR f(2，4) 一 1.8， 并 由 直线 的 点 斜 式 得 到 切线 方程 为 ?一 L(z)， 这 里 工 (z) 一 
1.81+0.4. 上 述 方程 称 为 y(z) 在 工 一 2 处 的 线性 化 (linearization). 这 个 切线 可 以 在 >= 2 的 
一 不 小 邻 域内 当 作 yz) 的 近似 ， 如 果 溯 一 L(zi) 表 示 了 切线 上 对 应 于 闷 的 y 坐标 ， 且 (zi ) 是 
解 旧 线 上 对 应 于 zz 的 у А, У л ВЕ 22 6, 有 yz)~y Eal, Wya SL D= 
1. 8(2. 1) 十 0. 4 一 4. 18. 所 以 у(2. D~ 4.18. 

欧 拉 方 法 “为 总 结 上 述 求解 过 程 ， 我 们 首先 对 (1) 的 未 知 解 y(z) 在 + 二 zo 处 进行 线性 化 : 
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L(z) = yo + f(xzo,yo)(z — zo). (2) 

线性 化 后 的 图 形 是 一 条 与 > 一 y(Cz) 在 (ze，y%) 处 相 切 的 直线 ， 现 在 我 们 设 疡 是 zx 轴 上 的 一 个 正 

增 量 ， 如 图 2. 30 所 示 ， 则 在 (2) 中 用 xz = x th Ё z 得 
L(zi) 一 加 十 FFCzoyyo)(Czo + h — zo) 


> 解 曲 线 


或 
yı = yo hf хо» уо)» 

这 里 yi 二 L(xz1)， 切 线 上 的 点 (xz1，y1) 是 解 曲线 上 点 (zi; 
y(Czi)) 的 一 个 近似 ， 显 然 近 似 LCzDsy(Czl) 或 sy(Czl) 的 精 
确 度 在 很 大 程度 上 依赖 于 增 量 h 的 大 小 ， 通 常 我 们 要 使 这 个 步 
+ (step size)“ 适 当 小 ”， 现 在 我 们 在 (xz!，y1) 处 利用 第 二 条 “ 切 
KAALER.. 定义 新 的 初始 点 为 (ze，y)， 取 代 前 面 
的 (zu，y )， 我 们 由 zo 可 得 对 应 于 两 个 步 长 的 近似 y; убх), 
Вр z, == zi th= x +2h 和 


у(х;) = у(х + 2h) = убх + h) =ç у; = у +АЁО yi). 
利用 这 一 方法 ， 我 们 看 到 Уу» Уг, Уз, … 可 以 由 一 般 公 式 
Yma = Yn L hf (ra, ya) (3) 


递 推定 义 ， 这 里 r, =o tnh, n=0, 1, 2, 0, 这 一 连续 使 用 “切线 ”的 过 程 称 为 欧 拉 方法 
(Euler's method). 


欧 拉 方法 


考虑 初 值 条 件 y =0. 1Vy 十 0. 422,02) =4. 首先 令 h 二 0. 1， 然 后 令 h=0.05， 分 别 用 欧 
拉 方 法 求 得 y(2.5) 的 一 个 近似 值 . 


f ”根据 定义 f(z,y) = 0.1Vy 十 0.4x? ，(3) 可 写 为 
ушы = Ya БАСО. 1 Vyn +0. 425), 
则 对 于 h=0.1, 22, уо =4, п=0, RRA 
у = уу БАСО. 1 у +0. 425) = 44 0.100.144 +0. 402)?) = 4.18. 
正如 我 们 前 面 所 看 到 的 ， 它 是 y(2. 1) 的 一 个 估计 值 . 然而 ， 如 果 我 们 用 更 小 的 步 长 & 一 0. 05, 
需要 两 步 才能 到 达 х=2. 1. 通过 
yı = 4+0. 0500.144 + 0.4(2)°) = 4.09, 
уз = 4.09 + 0. 05(0. 1/4. 09 + 0. 4(2. 05)7) = 4. 184 161 87 


可 得 уулгу(2, 05) Ж узу. 1). ФЕЯ 2.1 和 表 2. 2 中 列 出 ， 从 表 2.1 和 表 2. 2 中 我 们 
жари h=0. 1 时 需要 五 步 而 当 ) 一 0. 05 时 需要 十 步 才能 到 达 2—2. 5. 每 次 运算 保留 四 位 小 数 . 


Ө 这 并 非 实 际 意义 上 的 切线 ， 因 为 在 第 一 条 切线 上 的 点 (x1，y1) 并 不 在 解 曲线 上 


пж 
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32.1 h=0.1 
х, Уһ | 
2.00 4.000 0 
2.10 4. 180 0 
2.20 4. 376 8 
2.30 4.5914 
2.40 4,824 4 
2.50 5.076 8 
ш 
在 例 2 中 ， 我 们 将 对 一 个 已 经 求 出 解 的 微分 表 2.3 h=0.1 
方程 应 用 殉 拉 方法 . 我 们 将 在 每 一 步 比 较 近似 值 ” 22, S 百分比 
多 与 解 的 真 值 y (x,). » ИЗЕН ”误差 ”相对 误差 


近似 值 与 精确 值 的 比较 


考虑 初 值 问题 y =0. 22у, у(1)=1. 首先 令 1.10 
h=0.1, Rae А = 0. 05 分 别 用 欧 拉 方 法 获得 1.20 


y(1.5) 的 一 个 近似 值 . 


解 根据 定义 у(х, y)=0.2zy, (3) 1] 1.40 


写 为 


Уны = y, БАСО. 2х,у,)» 


1.00 1.0000 1.0000 0.0000 0.00 


= 


.0200 1.0212 0.0012 0.12 


= 


.0424 1.0450 0.0025 0. 24 


= 
w 
Ф 
= 


.067 5 1.0714 0.0040 0. 37 


= 


.095 2 


= 


.1008 0.0055 0. 50 
1. 50 1.125 9 


= 


.1331 0.0073 0.64 


这 里 z = 1 Н »=1. 借助 计算 机 软件 ， 可 以 得 到 表 2. 3 和 表 2. 4 中 的 值 ， 


Ж 2.4 Һ==0. 05 


绝对 百分比 


Е » ЙН иә 相对 误差 | 7 真实 值 иж ”相对 误差 
1.00 1.000 0 1.000 0 0.000 0 0.00 Г 1.30 1.069 4 1.0714 0.0020 0.19 
1.05 1.010 0 1.010 3 0.000 3 0.03 1.35 1.083 3 1.085 7 0.002 4 0. 22 
1.10 1.020 6 1.021 2 0.000 6 0.06 1.40 1.098 0 1.100 8 0.002 8 0. 25 
1. 15 1. 031 8 1. 032 8 0.000 9 0. 09 1. 45 1.113 3 1.116 6 0. 003 2 0. 29 
1. 20 1.043 7 1.045 0 0.001 3 0.12 1.50 1.129 5 1. 133 1 0. 003 7 0. 32 
1. 25 1. 056 2 1. 057 9 0.001 6 0.16 


= 
例 2 中 的 真实 值 可 由 已 知 解 y = eol -D 计算 求 得 (请 证 明之 )， 绝 对 误差 (absolute error) 
定义 为 


| 真实 值 一 近似 值 | ` 
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相对 误差 (relative error) 和 百分比 相对 误差 (percentage relative error) 分 别 定义 为 
эн 和 ТЕР x 100. 

从 表 2.3 和 表 2.4 中 可 以 看 出 ， 近 似 值 的 精确 度 随 着 步 长 h 的 减 小 而 提高 . 我 们 也 可 以 看 
到 ， 尽 管 百 分 比 相对 误差 是 伴随 着 每 一 步 计算 在 逐渐 增 大 ， 但 情况 还 没有 变 的 太 坏 . 但 不 能 仅 
由 此 一 个 例子 得 出 结论 ， 如 果 我 们 对 例 2 中 微分 方程 右边 的 系数 做 简单 的 改变 ,将 0. 2 改 为 2， 
则 在 z,=1.5 处 ， 百 分 比 相 对 误差 会 变 得 非常 大 ， 请 参考 练习 2.6 中 的 习题 4. 

说 明 ” 欧 拉 方 法 只 是 众多 求 微 分 方程 近似 解 的 方法 之 一 . 虽然 其 简单 性 很 有 吸引 力 , 但 欧 
拉 方 法 很 少 在 精确 计算 中 使 用 . 这 里 只 是 以 此 方法 来 对 数值 方法 做 一 初步 的 介绍 . 我 们 将 在 后 
面 更 详细 地 讨论 高 精确 度 的 数值 解法 ， 尤 其 是 第 9 章 中 的 四 阶 龙 格 - 库 塔 方法 (fourth-order 
Runge-Kutta method). 

数值 解 ” 不管 我 们 能 否 找到 一 个 显 式 解 或 隐 式 解 ， 只 要 微分 方程 的 解 存在 ， 它 一 定 与 笛 卡 
儿 平 面 上 一 条 光滑 曲线 相对 应 . 所 有 求解 一 阶 常 微分 方程 的 数值 方法 的 基本 思想 都 是 基于 对 事 
先 给 定 的 x 人 值 ， 求 出 解 中 相应 y 的 近似 值 . 我 们 由 一 个 具体 的 初 值 点 开始 一 步 一 步 地 计算 一 系 
УН ах» у), (а, уд» лэ. (z, I)o Ж y 坐标 yi 是 点 GTI уба1)), (ж, УС)» тээ 
(х„, y(x,)) 中 纵 坐标 y(zi) 的 近似 值 . 后 面 这 一 列 点 都 在 未 知 解 的 解 曲线 上 . 令 工 坐标 的 间 
隔 比 较 小 (即使 的 值 较 小 )， 然后 用 小 线段 连接 点 (zi1，y1)，(ZX2，32)，…， (х,› Ya) RN 
获得 一 条 与 真实 的 解 曲线 足够 接近 的 折线 . 绘 出 曲线 是 计算 机 擅长 的 工作 . 利用 这 种 方法 求 数 
值 解 或 给 出 近似 解 曲线 的 程序 称 为 数值 求解 程序 (numerical solver) 或 ODE 求解 程序 (ODE 
solver)， 我 们 可 以 得 到 很 多 不 同 的 算法 ， 有 的 内 嵌 于 大 的 软件 包 中 ， 如 CAS, 有 的 作为 一 个 
专门 的 软件 包 . 有 的 软件 包 是 简单 地 给 出 数值 的 近似 解 ， 有 的 则 是 利用 比较 复杂 的 数值 方法 求 
出 近似 解 或 解 曲线 . 为 了 显示 由 数值 求解 程序 生成 的 折线 图 像 的 性 质 ， 图 2. 31 中 的 两 条 折线 
是 初 值 问题 y =0.2zy, y(0)=1 在 区 间 [L0， 4] 上 分 别 由 欧 拉 方 法 和 龙 格 - 库 塔 方法 获得 的 ， 其 
步 长 һ=1. 图 中 的 光滑 曲线 是 初 值 问题 精确 解 > 一 сл 的 图 像 。 注 意 到 图 2. 31 中 ， 尽管 步 长 
h=1 的 取 值 相当 大 ， 龙 格 - 库 塔 方法 还 是 生成 了 一 条 可 靠 的 “ 解 曲线 ”. 实际 上 当 步 长 h 二 0.1 
时 ， 由 龙 格 - 库 塔 方法 获得 的 数值 解 在 区 间 L0， 4] 上 就 很 难 
与 真实 解 曲线 区 分 得 开 了 . 

数值 求解 程序 的 使 用 在 利用 数值 解法 时 ， 我 们 无 需 掌 
握 每 一 种 数值 方法 . 数值 解法 通常 需要 微分 方程 表示 为 标准 
形式 dy/dr= f(z, y). 只 需 绘 出 解 曲线 的 解法 通常 需要 给 
出 f(z，y)、 具 体 的 初 值 点 zo f yo» 以 及 要 使 用 的 数值 方 
法 .如果 还 需要 求 出 y(a) 的 近似 值 ， 则 需要 给 出 步 长 4h， 或 
者 等 价 地 ， 给 出 从 zx 一 zo 到 z=a 的 步 数 . 例如， 我 们 想 得 
到 图 2. 31 中 所 示 的 初 值 条 件 中 y(4) 的 近似 值 ， 则 从 z—= 0 
开始 ， 对 于 步 长 h 二 1， 需要 4 步 到 达 z 一 4， 而 40 步 等 价 于 
步 长 几 一 0. 1. 虽然 我 们 在 这 里 不 会 深入 研究 求 近 似 的 过 程 中 图 2.31 数值 解 的 对 比 


一 阶 微分 方程 a 


可 能 遇 到 的 计算 问题 ， 但 至 少 应 该 清楚 一 个 数值 求解 程序 
在 求解 一 阶 微分 方程 时 可 能 在 某 点 附近 中 止 或 产生 不 完善 
或 有 误导 作用 的 图 像 . 2. 32 显示 了 应 用 欧 拉 方 法 得 到 的 
关于 一 阶 初 值 条 件 dy/dz= f(z, у), y0) =1 KHER. M 
用 其 他 3 种 数值 求解 程序 后 得 到 了 相同 的 结果 ， 而 这 个 图 像 
几乎 不 可 能 是 一 条 合理 的 解 曲 线 . (为 什么 ?) 这 里 有 一 些 解 
决 数值 求解 程序 所 遇 到 困难 的 方法 ， 三 个 比较 明显 的 方法 
是 减 小 步 长 ， 使 用 其 他 数值 方法 ， 以 及 尝试 不 同 的 数值 求 
解 程序 . 
练习 2.6 

在 习题 1 和 习题 2 中 ， 应 用 欧 拉 方法 获得 所 给 值 的 近似 值 ， 精 确 
到 四 位 小 数 . 写 出 (3) 中 的 递 推 过 程 ， 首 先 使 用 /一 0.1， 然 后 使 用 /一 0. 05. 

1.y 一 2z 一 3y 十 1，y(1) 一 5; у(1. 2) 2.у=х+у*%, y(0)=0; y(0. 2) 

在 习题 3 和 习题 4 中 ， 使 用 欧 拉 方 法 获得 要 求 值 的 近似 值 ， 精 确 到 四 位 小 数 . 首先 使 用 h==0.1， 然 后 使 
用 /一 0. 05. 求 出 初 值 条 件 的 显 式 解 ， 然 后 做 类 似 于 表 2.3 和 表 2. 4 的 表格 . 

3.у =y, y(0)=1; y(1.0) 4. У --2ху, y(1)=1; y(1.5) 
El. 在 习题 5 一 10 中 ， 使 用 欧 拉 方法 获得 所 给 值 的 近似 值 ， 精 确 到 四 位 小 数 . 首先 令 有 hh=0.1， 然 后 令 
h=0. 05. 


= N о A щл с 


5.у'=е >”, y(0)=0; y(0. 5) 6. y =x +y, y(0)=1; y(0. 5) 
7.у'=(х—у)?%, y(0)=0.5; y(0. 5) 8. у = ху+уу, y(0)=1; у(0.5) 
9. у =r — 2, y(1)=1; у(1.5) 10.у =у— у’, y(0)=0.5; у(0. 5) 


Ы, 在 习题 11 和 12 中 ,使 用 数值 求解 程序 绘 出 给 定 初 值 条 件 的 解 曲线 . 首先 使 用 欧 拉 方 法 然后 使 用 龙 格 - 库 
塔 方法 ， 在 每 种 方法 中 都 令 h=0.25. 把 两 种 方法 得 到 的 解 曲线 画 在 同一 坐标 系 中 . 如果 可 能 的 话 ， 对 每 条 曲 
线 使 用 不 同 的 颜色 . < h=0.1 M k=0.05 重复 上 述 过 程 . 
11. у =2(соѕх) у, у(0) =1 12. у =у(10—2у), у00) =1 
讨论 题 | 
Ы, 1з. 在 数值 求解 程序 中 使 用 欧 拉 方法 求 >(1. 0) 的 近似 值 ， 这 里 >(z) 是 了 一 2zy ，>(0) 一 1 的 解 . É 
h=0.1, REA Һ=0.05. 用 龙 格 - 库 塔 方法 重复 上 述 过 程 . 讨论 为 什么 得 到 的 y(1.0) 的 近似 值 有 如 
此 大 的 差别 . 
计算 机 实验 作业 
14. (a) 用 数值 求解 程序 和 龙 格 - 库 塔 方法 求 出 初 值 问 题 = — 22-1, у00) =0 的 解 曲线 . 
(b) 用 本 章 前 面 所 述 的 解析 方法 求解 这 个 初 值 问题 . 
(c) 利 用 (b) 中 得 到 的 解析 解 y(z) 和 CAS 找到 所 有 相对 极点 的 坐标 . 
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在 习题 1 和 2 中 填空 . 
1. 微分 方程 —®у=А 是 自治 的 ， 这 里 和 A 为 常数 .其 临界 点 在 k>0 时 是 一 个 R 
引子 或 排斥 子 ) E k<0 时 是 一 个 (吸引 子 或 排斥 子 ). 
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2. 初 值 问题 rdy/dr—4y=0, y(0)=k # k= 时 有 无 穷 多 个 解 ， 在 不 一 时 无 解 . 
在 习题 3 和 4 中 ， 构 造 一 个 与 给 出 相 图 一 致 的 自治 一 阶 微分 方程 dy/dz= f(y). 
3. y 4. y 
4 
3 
2 
1 
0 
图 2.33 图 2.34 


5 零点 是 自治 微分 方程 dz/dt 二 x" 的 一 个 临界 点 ， 这 里 ”为 一 个 正 整 数 ， 当 ”为 何 值 时 零点 是 渐 近 稳定 、 
半 稳 定 、 不 稳定 的 ? 对 微分 方程 dx/di 一 一 x 重复 做 上 述 问 题 . 
6. 考虑 微分 方程 


$P = AP), 其 中 f(P) = 一 0.5Ps —1.7P + 3. 4, 


函数 FCP) 有 一 个 零点 ， 如 图 2. 35 所 示 ， 在 不 求解 微分 方程 的 情况 下 ， 估 计 lmP(z) ЮМ. 
7. 图 2. 36 是 微分 方程 dy/dz 一 f(z，>) 的 方向 场 ， 徒 手绘 出 两 条 解 曲线 . 


ГУ еч kw. wawa qw www 
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a 
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图 2.35 图 2.36 


8、 将 给 定 方程 分 为 以 下 类 别 : 可 分 离 的 、 恰 当 的 、 线 性 的 、 齐 次 的 及 伯 努 利 方程 . 有 些 方程 可 能 不 仅 属 
于 一 种 类 型 .不 要 求 求 解 . 


а) z w= 
х dr у= 
do dy 1 
(0 +10 二 一 y 十 10 (Фу. ХҮ» 
С x= (ФУ =5у+у 
ду 一 


(g)ydz 一 (y 一 工 并)dy Wr ате 2 


一 阶 微分 方程 


在 
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11 


13 


15 
16 
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21. 


22. 
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习题 9 一 16 中 求解 给 定 的 微分 方程 . 


(у? + 1)dz= ysec zdy 10. y(lnz 一 lny)dz 一 (zlnz 一 zlny 一 y)dy 


2 4у 2 3 一 dr_ 4у-6ху 
.(6z+1)y кр +2y =0 12. dy 37121 


a SL Q= i 14. (2z+y+1)y = 
.(z2 十 4)dy 一 (2z 一 8zy)dz 

. (2r? cos0sin0-- rcos0)d0+ (4r+-sin0— 2rcos* 0) dr= 0 

习题 17 一 18 中 求解 给 定 的 初 值 问题 ， 并 给 出 使 解 有 意义 的 最 大 区 间 工 


| 1 
sinz 4 (соѕт)у=0, у()=—? 18, 22420412 0, y(0)= —— 
(a) 在 不 求解 的 情况 下 解释 初 值 问题 


Чу Му, уб) = yo 


Щ у, <0 时 无 解 的 原因 . 
(b) 当 y> 0 时 求解 (a) 中 的 初 值 问题 并 给 出 使 解 有 意义 的 最 大 区 间 1. 
(a) 求 出 初 值 问题 


2 __ „2 
e = >= ,уа) =— 2. 


的 一 个 隐 式 解 . 
(b) 求 出 (a) 中 间 题 的 一 个 显 式 解 并 给 出 解 的 最 大 定义 区 间 1. 在 
这 里 应 用 绘图 工具 也 许 会 有 帮助 . 
一 阶 微分 方程 dy/dr= f(x, y) 解 族 中 的 一 些 解 曲线 在 图 2. 37 中 x 
绘 出 ， 一 条 解 曲线 过 点 (1， 一 1)， 另 一 条 过 点 (一 1，3) 重 做 一 
张 图 ， 用 彩色 铅笔 绘 出 隐 式 解 所 定义 的 y= x (z) П у= xz Ст) 0 
图 像 ， 分 别 使 得 у (1) = 1, у (—1)=3. 估计 解 у= y (z) Ж1 
у= у; (z) ЖЕ ХК. 
使 用 欧 拉 方法 求 yO 2) 的 近似 值 ， 步 长 h=0.1. 这 里 y(x) 是 初 


图 2.37 
值 问题 y = 1+ z /y,yQ) = 9 的 一 个 解 ， 


捕食 -被 捕食 模型 的 解 ， 见 图 3.20 
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在 1.3 节 中 我 们 看 到 的 数学 模型 一 一 人 口 增长 、 放 射 性 衰减 、 连 续 复 利 、 化 学 反应 、 物体 
冷却 、 排 水 问题 、 落 体 速 度 、 记 忆 速率 、 串 联 电路 中 的 电流 都 用 到 了 一 阶 微分 方程 . 根据 第 2 
章 介 绍 的 一 些 方法 ， 我 们 现在 可 以 求解 一 些 实际 应 用 中 提出 的 线性 和 非 线性 微分 方程 问题 了 
本 章 在 最 后 顺理成章 地 引出 了 后 面 要 学 习 的 内 容 一 一 作为 数学 模型 的 一 阶 微分 方程 组 . 


3.1 线性 方程 


在 本 节 中 我 们 将 求解 1. 3 节 中 的 数学 模型 所 涉及 的 一 些 线性 一 阶 微分 方程 。 回顾 2. 3 节 ， 
在 一 个 线性 方程 的 标准 型 


dy = 
T Py = fen 


两 边 乘 以 积分 因子 Ë" ， 可 将 方程 改写 为 
[ly] = ee кг), 


可 以 通过 对 最 后 这 个 等 式 两 边 积分 求 得 方程 的 解 ， 
增长 与 衰减 ” 初 值 问题 


dZ = kr, х(ь) = Хо» (1) 


其 中 为 一 个 比例 常数 ， 用 于 不 同 的 增长 (growth) 或 衰减 (decay) 模 型 . 我 们 看 到 在 1.3 节 中 
的 生物 学 应 用 中 ， 某 时 刻 人 口 数量 (也 适用 于 细菌 、 动物 ) 的 增长 率 与 上 时 刻 的 人 口 数量 成 正 
比 ， 已 知 在 菜 任意 初始 时 刻 的 人 口 数 量 ， 我 们 可 以 用 (1) 来 预测 未 来 的 人 口 数 量 ， 即 通 过 测 
ЖЛЕ > ts 时 的 工 ， 再 由 初 值 问题 得 到 比例 常数 上 的 值 . 在 物理 和 化 学 模型 中 ，(1) 被 认 
为 是 一 阶 反应 一 一 即 在 t+ 时刻， 其 比率 或 速率 dzx/dt 直接 与 还 未 变化 的 或 剩余 的 x 成 正比 . 
U-238( 铀 ) 衰 变 为 Th-234( 针 ) 的 反应 即 为 一 阶 反应 ， 

细菌 增长 问题 


人 细 前 培养 过 程 在 初始 时 刻 的 纪 英 数量 为 各。 在 :一 lh 时 ， 测 得 细菌 数量 为 加 ШЖ 
在 1 时 刻 的 增长 速度 与 此 时 细菌 的 数量 PCD) 成 正比 ， 求 细菌 数量 增 至 原来 的 三 售 所 需要 的 时 间 ， 


76 第 3 章 


E “首先 我 们 求解 (1) 中 的 微分 方程 ， 这 里 用 户 代 替 z、， 当 加 一 0 时 ， 初 值 条 件 为 PC0) = 
已 然后 我 们 利用 经 验 观察 值 PC1) = +P, 来 确定 比例 常数 


注意 到 微分 方程 4P/dt 一 kP 是 可 分 离 的 并 且 是 线性 的 ， 将 其 整理 成 一 阶 微分 方程 的 标 
准 型 


dP Е 
СЕР = 0, 


我 们 可 以 看 到 积分 因子 为 e-*， 在 方程 两 边 同 乘 以 这 一 项 后 积分 得 

iep] = 0#i e “P = с, 
所 以 РО) = себ. 34 r= 0 ВЖ P, =ce° =c, 所 以 POS Pe 34 í=1 时 我 们 有 >P, = 
Pae ， 即 e = > 。 从 最 后 一 个 等 式 中 我 们 可 得 & 王 1а 3 一 0.4055 ， 所 以 PG) = P es 5. 


2 


为 了 求 细菌 数量 变 为 原来 三 倍 的 时 间 ， 我 们 解 出 3P, = Poe” “中 的 1:， 有 0.405 5 г=1а 3, 或 
аз 
© 0.405 5 


如 图 3.1 所 示 . ш 
注意 在 例 1 中 ， 细 菌 在 :一 0 时 的 数量 P, 对 其 增 至 原来 三 倍 所 需 的 时 间 并 没有 什么 影响 . 
增 至 原来 三 倍 所 需 的 时 间 在 一 个 初始 值 下 ， 比 如 是 100 或 000 000 个 细菌 ， 都 为 2.71 小 时 . 


t де 2. 71h. 


P(t) = Poe0405 5t 


如 图 3.2 8025, 4 p > on, Зс е БИЯТ: 的 增加 而 增加 ， 而 当 &<0 B. ВТ 
增长 问题 (人 口 、 细 菌 ， 甚 至 资本 ) 可 以 由 这 个 正 数 & 来 描述 ， 而 一 些 与 衰减 有 关 的 问题 (例如 
放射 性 分 解 ) 则 取决 于 一 个 负 的 不 值 ， 由 此 ， 我 们 称 k 为 增长 常数 (growth constant) (ё > 0) 或 
衰减 常数 (decay constant) 08:10). 

半衰期 ”在 物理 学 中 半衰期 (half life) 用 来 衡量 放射 性 物质 的 稳定 性 .半衰期 即 一 种 A。 数 
量 的 放射 性 元 素 中 有 一 半 儿 分 解 或 转化 成 男 一 种 元 素 的 原子 所 需 的 时 间 . 一 种 物质 的 半衰期 越 
长 它 也 就 越 稳定 .例如 强 放射 性 元 素 镭 Ra -226 的 半衰期 为 1700 年 .在 1700 年 里 一 定量 的 镭 
中 一 半 儿 会 转化 为 氨 Rn -222. 最 常见 的 铀 的 同位 素 U-238 的 半衰期 约 为 4 500 000 000 年 . 在 
45 亿 年 里 ， 一 定量 的 U-238 中 有 一 半 会 转化 为 铅 Pb -206. 
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КАО ЗЕ ЗЕЯ 

一 个 增殖 反应 堆 可 将 相对 稳定 的 铀 238 И 239. 15 年 后 测 得 初始 值 为 Ao BJ TA 
中 有 0.043% 已 经 分 解 。 如 果 分 解 速度 与 元 素 剩余 量 成 正比 ， 求 出 这 种 同位 率 的 半衰期 . 

E 设 4(b 为 任意 时 刻 儿 的 剩余 量 . 如 例 1， 初 值 条 件 


d4 
dt 


的 解 为 AG)= A e. 若 A 的 0.043%% 已 经 分 解 ， 则 还 有 99. 957%% 剩 余 量 ， DR k, 我 们 解 
0.999 57A,=A(15), BJ 0. 999 57А, =А,е!°*. 1% k = а 0. 999 57 = — 0. 000 028 67 .所 以 


一 kA ,A(0) 一 А, 


A(t) = Ае? 090 928 57. 半衰期 对 应 方程 A(D = A 88. 在 А, = Аве ™ 000 028 67: ( вр Ф -一 


e70 00002867: | 中 解 出 上 得 
| 一 ln2 
0. 000 028 67 

碳 定 年 “1950 年 ， 化 学 家 威 拉 德 . 利 比 设计 出 一 种 利用 放射 性 碳 来 测定 化 石 大 致 年 代 的 
方法 ， 碳 定年 (carbon dating) 理 论 是 基于 以 下 科学 事实 ， 同位素 C-14 是 由 宇宙 射线 照射 在 大 
气 中 的 氮 元 素 上 发 生 反 应 而 生成 的 ， 在 大 气 中 同位 素 C-14 与 普通 碳 的 比例 为 一 个 常数 ， 所 以 
同位 素 在 活着 的 生物 体 中 所 占 的 比例 与 大 气 中 的 相同 ， 当 生物 死亡 时 ， 通过 呼吸 或 摄食 对 C-14 
的 吸收 就 停止 了 ， 这 样 ， 通 过 将 化 石 中 与 大 气 中 C-14 所 占 的 比例 进行 比较 ， 就 可 以 合理 地 估计 
出 化 石 的 年 代 ， 这 种 方法 基于 C-14 的 半衰期 大 约 为 600 年 ， 威 拉 德 。 利 比 因此 获得 了 1960 
年 的 诺 贝 尔 化 学 奖 ， 利 比 的 方法 曾 被 用 于 测定 埃及 十 墓 中 的 木 制 家 具 、 死 海 的 机 织 亚麻 外 套 及 
都 灵 神 秘 寿 衣 的 年 代 . 

化 石 年 代 的 测定 

一 块 骨头 化 石 被 测定 含有 原 数量 千 分 之 一 的 C-14， 确 定 化 石 的 年 代 . 

解 ” 我 们 仍 从 A (DD 二 Aoe' 人 人手， 为 了 确定 衰减 常数 k， 我 们 利用 AÓ /2= AG 6008 Ас/2-5 


Аве? so， 由 5 6008 = In + =—1һ2, # k= — (In2)/5 600= —0. 000 123 78. 所 以 AG = 


== 24 180yr. ш 


Aye 99001278: Вн AG) =A,/1 000, 可 得 A,/1 000= Ае 09125988, ТИ —0.000 123 781 一 
In(1/1 000)= —In1 000. 因此 有 


‚= lnl 000 
0. 000 123 78 


由 例 3 确定 的 年 代 确 实在 这 个 方法 的 精度 范围 之 内 ， 通 常 C-14 技术 被 限制 在 同位 素 的 9 
个 半衰期 内 ， 也 就 是 大 约 50 000 年 . 这 种 限制 的 一 个 原因 是 因为 当 C-14 的 数量 变 为 Ao/1 000 
时 ， 化 学 分 析 所 需 的 准确 测量 将 变 得 非常 艰难 ， 另 外 ， 这 种 分 析 还 需要 破坏 相当 数量 的 实验 样 
本 ， 如 果 这 种 测量 是 基于 样本 实际 的 放射 能 间接 完成 的 ， 我 们 会 很 难 区 分 由 化 石 产生 的 放射 能 
和 一 般 情 癌 下 产生 的 放射 能 .不 过 最 近 利用 粒子 加 速 器 ， 科学 家 可 以 直接 将 C-14 从 稳定 的 


== 55 800yr. E 


加 “利用 一 个 盖 格 计数 器 来 记录 每 分 钟 每 克 碳 分 解 的 数量 仪器 测量 的 下 限 大 约 是 每 分 钟 每 克 有 0. 1% 分 解 . 
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C-12 中 分 解 出 来 ， 当 C-14 与 C-12 比例 的 精确 值 可 以 计算 出 来 时 ， 这 种 方法 满足 精确 度 的 范 
围 可 以 扩大 到 70 000 到 100 000 年 .其 他 诸如 利用 K-40 和 Аг-40 的 同位 素 技 术 的 测定 范围 可 
达到 几 亿 年 .8 用 于 氨基 酸 的 非 同位 素 方法 在 有 些 时 候 也 可 以 使 用 . 

牛顿 热力 学 定律 ”在 1.3 节 方 程 (3) 中 ， 我 们 看 到 牛顿 关于 一 个 物体 冷却 的 经 验 规律 是 由 
线性 一 阶 微分 方程 表示 的 数学 公式 


dT per 
ч TEO Т, (2) 


йе, Erk E— 4 Ip. ТООЖ» 0 时 物体 的 温度 ，T, 是 周围 环境 的 温度 ， 即 物体 
周围 介质 的 温度 .在 例 4 中 ， 我 们 假设 T, AA R. 
蛋糕 的 冷却 
当 - 一 块 蛋糕 从 烤箱 中 被 拿 出 时 ， 测 得 其 温度 为 300T.， 3 分 钟 后 其 温度 变 为 200 下 ， 使 蛋糕 
冷却 到 室温 70 下 需要 多 长 时 间 ? 
u EDH, 定义 Т„=70. 我 们 需要 求解 初 值 问题 
dÍ 2к(Т—7170),Т(0) = 300 (3) 


并 确定 的 值 使 得 T(3) =200. 
方程 (3) 既 是 线性 的 又 是 可 分 离 的 ， 分 高 变量 得 


dT _ 
roytt 


然后 有 ln | T—70 | =kt 十 ci， 因 此 有 T=70+ce. 34 1—0 8, T=300, 再 由 300=70+c, 
得 =230， 所 以 工 =70 十 230e:， 最 后 测 得 的 T (3) = 200 使 得 е” = 13/23 因此 А = (1/3) 
In(13/23) = —0. 190 18. 这 样 可 得 

T) = 70 + 230e 7° 1, (4) 
我 们 注意 到 ，(4) 式 没有 有 限 解 T(t) 二 70， 因 为 lim Та) = 70 .从 直观 感觉 上 我 们 认为 蛋糕 
将 在 合理 长 的 时 间 后 冷却 至 室温 . 那么 “合理 长 ”是 多 长 呢 ? 我 们 当然 没 必 要 被 (3) 的 结果 扰乱 
了 直觉 ， 图 3. 3 的 (a) 和 (b) 清 楚 地 显示 了 蛋糕 将 在 大 约 半 小 时 后 近似 等 于 室温 . 


T) t(min) 
75° 20.1 
74° 21.3 
73° 22.8 
72° 24.9 
71° 28.6 
70.5° 32.3 
19) 
图 3.3 и 


混合 物 ”有 时 候 两 种 溶液 的 混合 可 以 用 线性 一 阶 微分 方程 来 描述 . 我 们 在 1.3 节 对 两 种 盐 
溶液 的 混合 进行 讨论 时 ， 假 设 容器 中 盐 的 数量 的 变化 率 А' (0 为 净 速率 : 


O 钾 - 氨 定年 法 可 以 用 来 测定 地 球 上 的 物质 ， 如 矿石 、 岩 五 、 火山 岩 以 及 地 球 外 的 物质 ， шин. мж ЮЕ К. 
化 石 的 年 代 可 由 测定 岩层 年 代 来 估计 . 
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dA 盐 的 倒 盐 的 倒 
ras вж aga) E R (9 
ТЕЙ 5 中 我 们 将 求解 1. 3 节 里 的 方程 (8). 

两 种 盐 溶液 的 混合 问题 

回顾 1.3 节 里 的 大 容器 ， 开 始 时 盛 了 300gal 盐 溶液 . 盐 同 时 进出 容器 ; 一 种 盐 溶液 以 
3gal/min 的 速率 注入 容器 ， 与 容器 中 的 溶液 混合 ， 同 时 以 3gal/min 的 速率 抽出 溶液 .注入 的 
盐 溶液 的 浓度 为 21b/gal， 所 以 盐 的 注 和 人 速率 为 R; 二 (2lb/gal) • (3gal/min) 二 6lb/min，A 离开 
容器 的 速率 R, = (3gal/min) + (A/300lb/gal) = A/1001b/min. 由 这 些 数据 及 (5)， 我 们 得 到 
1. 3 节 里 的 方程 (8)， 我 们 提出 以 下 问题 ， 如 果 开 始 时 将 50lb 盐 放 人 容器 生成 300gal 溶液 2 
过 较 长 的 一 段 时 间 后 还 有 多 少 盐 在 容器 内 ? 

解 ” 为 找 出 A(z)， 我 们 求解 初 值 问 题 


dA _ 6А. = 
q = 6 — ggg AG) = 50. 


注意 给 出 的 条 件 是 盐 的 初始 数量 ，A(0) 一 50， 而 不 是 溶液 的 初始 数量 ， 因 为 线性 微分 方程 的 
积分 因子 为 e*”， 我 们 可 把 方程 写成 


Le AJ = 6e, 


wy B ЖЩ A=600 Hce, эщ r=0 В, A=50, ВШ c=—550. 所 以 在 任意 上 时 
刻 ， 容 器 中 盐 的 数量 为 

AG) --600--550е 19, (6) 
解 (6) 被 用 来 构造 图 3.4(b) 中 的 表格 .我 们 可 以 从 (b) 和 图 3. 4 中 看 到 当 toj, A> 
600， 当 然 ， 这 正 是 我 们 所 希望 看 到 的 ;在 很 长 一 段 时 间 后 溶液 中 盐 的 数量 为 (300gal) Х 


(21b/gal) = 6001Ь. = 

t(min) Adb) 
50 266. 41 

100 397.67 ` 
150 477.27 
200 525. 57 
300 572. 62 
400 589. 93 

L 
a) b) 


图 3.4 


在 例 5 中 我 们 假设 溶液 注入 的 速度 与 溶液 抽出 的 速度 相同 ， 然 而 ， 这 个 条 件 并 不 是 必需 
的 ， 混 合 溶 液 被 抽出 的 速度 可 以 比 溶液 注 人 的 速度 快 或 慢 ， 例如， 例 5 中 搅拌 均匀 的 溶液 被 抽 
出 来 的 速度 稍微 慢 一 点 ， 比 如 说 2gal/ min， 则 容器 里 的 溶液 将 以 (3 一 2) gal/min 一 1gal/min 的 
速度 增加 ， 经 过 + 分 钟 后 ， 容 器 里 将 有 (300 十 )gal Ж. 盐 离 开 容 器 的 速度 为 


R, = (2gal/min) ЭРТЛЭН 


80 第 3 章 
所 以 方程 (5) 变 为 


dA 
a ET 3011 或 кат. = 0. 
可 以 证 明 当 А00) =50 Rf, 56 — ОЈ у А (2) =600-+Е2: — (4. 95X10) (300+) °. 
串联 电路 ” 设 一 个 串联 电路 仅 有 一 个 电阻 和 一 个 电感 线圈 ， 由 基 尔 霍 夫 第 二 定律 ， 电 感 线 
圈 上 的 电压 (L(di/dz)) 与 电阻 上 的 电压 (R) 之 和 等 于 电路 中 的 外 加 电压 ， 如 图 3. 5 所 示 . 


这 样 我 们 得 到 有 关 电 流 i() 的 线性 微分 方程 为 
L di + Ri = EG), (т) 
ЖЕРНИ ËH. айс ЖИЕН з 7 (response). 


R 
R С 
图 3.5 LR 串联 电路 图 3.6 RC 串联 电路 


电容 为 c 的 电容 器 上 的 电压 为 g(t)/C， 这 里 q 是 电容 器 上 的 电荷 量 ， 所 以 对 于 图 3.6 所 示 
的 串联 电路 ， 由 基 尔 霍 夫 第 二 定律 有 


Ri + 24 = Е(), (8) 

但 是 电流 i 和 电荷 gq 有 关系 i 二 dq/dt， 所 以 (8) 变 为 一 阶 微分 方程 
dq, 1 _ 9 
R 9 + 14 = EW). (9) 


串联 电路 
将 一 个 12V 的 电池 连 人 串联 电路 ， 电 路 中 电感 线圈 的 感应 系数 为 1/2H, 电阻 为 109. 如 
果 初 始 时 刻 电流 为 0， 求 电流 的 表达 式 . 
解 ” 由 (7) 可 知 需求 解 方 程 
1. di + 10; = 12, 
使 得 i (0) =0. 首先 我 们 在 方程 两 边 同 乘 以 2, 然后 得 到 积分 因子 e’, REA 
dreri] = 24е". 


对 最 后 一 个 等 式 关于 i 积分 , 得 i 0) 6/5 се, i (0)=0 意味 着 0 一 6/5 十 < 或 < 一 一 6/5. 


所 以 响应 为 i (= e m”. ш 
由 2. 3 节 的 (4) АГЕН СТУ ВОВЕ: 
iQ) = = 一 | eP E(D dt + се "ЁО, (10) 


特别 地 ， 当 EQ) 二 Eo 为 一 个 常数 时 ， (10) 可 写 为 


iD = Be gewor, (11) 


注意 到 当 t> 十 co 时 ，(11) 中 的 第 二 项 变 为 0. 这 样 的 项 通常 称 为 瞬时 项 (transient term); 其 他 
的 剩余 项 称 为 解 中 的 稳定 (steady-state) 部 分 ， 在 此 情况 下 E/R 也 被 称 为 稳定 电流 (steady- 
state current); 在 大 多 数 情况 下 电路 中 的 电流 简单 地 可 由 欧姆 定律 (下 一 Ri) 求 出 . 
注 ” 例 1 中 初 值 问 题 的 解 P) = PSS RT t 之 0 时 一 个 细菌 群 中 细菌 的 数量 . 
当然 ，P(1) 是 一 个 连续 函数 ， 所 以 可 以 取 到 区 间 P, < P< +co ЕЕ 3 34. 8 - 
ў, 我们 不 能 期 望 细菌 数 的 增长 也 如 同 我 们 预期 的 那样 是 连续 的 ， 即 每 黎 、 每 微 秒 等 
都 会 有 增长 其实 可 能 在 某 个 时 间 区 间 [H，tsj] 内 数量 完全 没有 增长 .所 以 
图 3.7(a) 中 的 图 像 对 了 的 描述 也 许 比 指数 函数 更 贴近 实际 情况 .用 一 个 连续 Ба Ж 38 
述 一 个 离散 现象 通常 是 为 了 更 方便 从 而 忽略 了 精度 ， 然而 在 有 些 情况 下 我 们 还 是 可 以 
获得 满意 的 结果 ， 如 果 我 们 在 显微镜 里 及 时 观察 ， 由 模型 得 到 的 图 3.7(b) 和 (c) 与 真 
实 系 统 很 贴近 ， 若 观察 得 更 细微 ， 则 可 以 得 到 图 3.7(a). 


Po 


c) 


练习 3.1 

增长 和 衰减 

1 已 知 一 个 社会 人 口 的 增长 速率 与 :时刻 成 员 的 数量 成 正比 ， 如 果 人 口 数量 在 5 年 内 变 为 原来 的 2 倍 ， 
多 长 时 间 后 会 变 为 原来 的 3 倍 ? 4 Ë? 

2, 假设 已 知 习题 1 中 这 个 社会 的 人 口 在 3 年 后 为 10 000. 那么 初始 人 口 数量 是 多 少 ? 10 年 后 人 口 会 是 
多 少 ? 

з. 一 个 镇 的 人 口 增长 速率 与 + 时 刻 该 镇 人 口 的 数量 成 正比 . 初始 人 口 为 500 AE 10 年 内 增长 了 15%. 30 
年 后 的 人 口 会 是 多 少 ? 

4. 一 个 培养 四 中 的 细 蓝 数量 的 增长 速率 与 t 时 刻 的 细菌 数量 成 正比 ， 在 观察 了 3 小 时 后 有 400 个 细菌 . 
观察 了 10 小 时 后 有 2 000 个 细菌 . 初始 的 细菌 数量 是 多 少 ? 

5. 当 一 个 垂直 的 光波 穿越 某 种 透明 介质 时 ， 其 亮度 工 的 衰减 速度 与 0 成 正比 ， 这 里 上 表示 介质 厚度 ( 单 
位 为 to， 在 清澈 的 海水 中 ， 在 水 下 3ft 处 光波 强度 变 为 人 射 时 初始 值 的 25%， 在 水 下 15ft 处 光波 强 
度 变 为 多 少 ? 

6. 当 利率 为 连续 复 利 时 ， 存 款 的 增长 速率 与 + 时 刻 的 存款 量 S REIH, B ds/d 一 rS， 这 里 > 为 利率 . 


(Ca) 以 5 5-% 的 年 连续 复 利 存 人 5 000 美元 ，5 年 后 这 笔 钱 增加 为 多 少 ? 
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(b) 初 始 存 款 在 多 少年 后 会 变 为 原来 的 两 倍 ? 
Cc) 用 计算 器 计算 利率 为 季度 复 利 时 的 存款 S=5 000(1 十 1/4 (0.057 5))s“ ”， 并 将 其 与 (a) 得 到 的 结果 
进行 比较 . 
7. 放射 性 同位 素 铅 Pb-209 的 分 解 速率 与 + 时 刻 该 元 素 的 剩余 量 成 正比 ， 其 半 训 期 为 3. 3 小 时 . 如 果 初 始 
时 刻 有 lg 铅 ， 那 么 分 解 90% 的 铝 需要 多 长 时 间 ? : 
8. 初始 时 刻 有 100mg 放射 性 物质 .6 小 时 后 减少 了 30%. 如果 其 分 解 速率 与 时 刻 该 元 素 的 剩余 量 成 正 
比 ， 求 24 小 时 后 元 素 的 剩余 量 . 
9. 求 习 题 8 中 元 素 的 半衰期 . 
10. (a) 考 虑 作为 某 放 射 性 物质 分 解 模 型 的 初 值 问 题 4A/dt 一 XA，A(0) 王 Ao. ШЕВА. 一 般 地 ， 物 质 的 半 豪 
期 为 T= 一 (ln?)/k. 
(b) 证 明 (a) 中 初 值 问题 的 解 可 以 写成 AD 一 Ao2 “Т. 


Cc) 如 果 某 放射 性 物质 的 半衰期 为 (a) 中 给 出 的 了 了， 初始 数 量 为 Au 的 该 物质 多 长 时 间 后 会 减少 为 二 Au? 


碳 定年 

11. 考古 学 家 们 利用 一 些 烧 过 的 木头 或 木炭 来 确定 法 国 拉 斯 拉 岩 洞 中 史前 壁画 的 年 代 、 如 图 3.8 所 示 . 如 
果 发 现 木 头 中 已 经 有 85. 5% 的 C-14 分 解 了 ， 利用 例 3 提供 的 信息 确定 其 大 致 年 代 . 

12. 都 灵 寿 衣 上 的 背景 是 一 个 钉 在 十 字 架 上 的 人 (如 图 3.9 所 示 )， 很 多 人 相信 被 埋葬 的 寿 衣 与 拿 撒 勒 的 耶 
稣 有 关 ，1988 年 罗马 教廷 同意 对 寿 衣 进 行 碳 定年 . 由 三 个 独立 的 科学 实验 室 得 出 的 结论 是 寿 衣 的 年 
龄 大 约 为 660 年 .9 利用 这 一 年 龄 ， 确 定 1988 年 时 衣服 中 C-14 的 剩余 量 . 


图 3.8 拉 斯 拉 岩 洞 壁画 图 3.9 都 灵 寿 衣 


牛顿 热力 学 定律 

13. 将 一 个 温度 计 从 温度 为 70F 的 室内 拿 到 温度 为 10 下 的 室外 ，30s 后 温度 计 上 显示 值 为 50F. 21 
时 温度 计 显示 值 为 多 少 ? 其 显示 值 降 至 15 下 需要 多 长 时 间 ? 

14. 将 一 个 温度 计 从 室内 拿 到 温度 为 5 中 的 室外 .lmin 后 温度 计 显 示 值 为 55T， 5min 后 为 30 下 .那么 ， 
初始 时 刻 室内 温度 是 多 少 ? 

15. 一 个 初始 温度 为 20C 的 小 金属 棒 掉 进 一 个 盛 有 沸水 的 容器 里 . 如 果 它 的 温度 在 1s 内 上 升 了 2C， 其 
温度 上 升 至 90 需要 多 长 时 间 ? LAE 98\C 需 要 多 长 时 间 ? 


_————— 


名 “一 些 学 者 不 同意 所 得 的 结论 . 如 果 想 了 解 更 多 关于 都 灵 寿 衣 神 秘 之 处 的 信息 ， 可 以 登录 网 站 


http: //www. shroud. com/. 


16. 将 一 个 初始 显示 值 为 ?0 下 的 温度 计 放 进 一 个 预先 被 加 热 至 恒温 的 烤箱 。 透 过 烤箱 的 玻璃 门 ， 一 个 观 
察 者 记录 温度 ，30s 后 温度 计 显 示 110 下 ，1lmin 后 为 145F. 烤箱 的 温度 是 多 少 ? 


17. 一 个 容器 中 盛 有 200L RA, A 30g 的 盐 溶 于 其 中 .以 4L/miin 的 速率 向 容器 中 注入 浓度 为 1g/L 的 盐 
溶液 ; 混合 均匀 的 溶液 同时 以 相同 速率 被 抽出 ， 求 出 上 时 刻 时 容器 内 剩余 的 盐 ACO. 
18. 假设 用 纯 水 注入 容器 ， 求 解 习 题 17. 
19. 一 个 大 容器 里 感 有 500gal 纯 水 .将 浓度 为 21b/gal 的 盐 溶液 以 5gal/ min 的 速率 注入 容器 . 混合 均匀 的 
溶液 以 同样 的 速率 被 抽出 ， 求 出 上 时 刻 容器 中 盐 的 含量 AD， := 一 5min 时 溶液 浓度 是 多 少 ? 
20. 假设 在 第 19 题 中 溶液 被 抽出 的 速率 为 10gal/min， 容 器 什么 时 候 会 变 空 ? 
21. 一 个 大 容器 中 盛 有 含 10lb 盐 的 100gal 溶液 .将 浓度 为 1/2lb/gal 的 溶液 以 6gal/min 的 速率 注 人 容器 . 
混合 均匀 的 溶液 以 4gal/min 的 速率 被 抽出 ， 求 出 30min 后 容器 中 盐 的 含量 . 
22. 在 例 5 中 我 们 并 不 知道 盛装 盐 溶 液 的 容器 的 容量 .假设 在 讨论 中 ， 溶 液 注入 的 速率 为 3gal/ min， 而 溶 
液 抽出 的 速率 为 2gal/min。 这样， 因为 容器 中 的 溶液 以 1gal/min 的 速率 增加 ， 任 何 容积 有 限 的 容器 
最 终 都 将 会 有 溶液 溢出 ， 现 假设 容器 是 敞 口 的 ， 其 容积 为 400gal, 
(a) 溶 液 什 么 时 候 会 溢出 ? 
(b) 当 溶液 溢出 时 ， 其 中 含有 多 少 磅 盐 ? 
(c) 假 设 虽 然 溶液 已 经 溢出 ， 但 溶液 仍 以 3gal/min 的 速率 注入 并 以 2gal/min 的 速率 抽出 ， 设 计 一 个 方 
法 ， 求 出 :一 150min 时 容器 中 盐 的 数量 . 
(d) 求 出 当 上 > 十 co 时 容器 内 盐 的 数量 . 得 到 的 答案 和 预测 的 一 致 吗 ? 
E. (e) 利 用 绘图 工具 绘 出 ACz) 在 区 间 [0，500) 上 的 图 像 . 
串联 电路 
23. 将 一 个 30V 的 电源 连 人 一 个 LR 串联 电路 ,其 中 工 的 电感 系数 为 0. 1h， 电 阻 尺 为 509， ШЖ: (0) = 
0， 求 电流 i (1)， 确 定 当 t> 十 2 时 电流 的 值 . 
24. 假设 ECO 二 Eosinwt，i (0) 一 i， 求 解 方程 (7). 
25. 将 一 个 100V 的 电源 连 人 一 个 RC 串联 电路 ， 其 中 电阻 R 为 2000， C 的 电容 为 10-41, 如果 400) =0, 
求 出 电容 所 带电 荷 q(t). 求 出 电流 (D. 
26. 将 一 个 200V 的 电源 连 人 一 个 RC 串联 电路 ， 其 中 电阻 尺 为 10000， 电 容器 C 为 5X10 F. 如果; (0) = 
0.4， 求 出 电容 所 带电 荷 ga). ЖИ :一 0. 0055 时 电容 带电 量 和 电流 . 求 出 t> 十 oo 时 的 电容 带电 量 . 
27. 将 一 个 电源 
< 
eo SS 
连 人 一 个 LR 串联 电路 ， 其 中 工 的 电感 系数 为 20h， 电阻 民 为 20. ШЖ 100) =0, ЖИН 400. 
28. 设 RC 串联 电路 中 有 一 个 可 变 电 阻 ， 如 果 t 时 刻 时 的 电阻 为 RR 一 和 十 kzt， 这 里 如 和 为 已 知 正常 数 ， 
那么 (9) 可 写 为 
ated + 14 = ЕЧ). 
如 果 EG 一 E。，q(0) 二 qo。， 证 明 
k 1⁄G; 
400 = E,C+ (go — E, CG) (Z TZ) 
各 种 线性 模型 
29. 在 1.3 节 的 (14) 中 ， 我 们 看 到 落体 的 速度 由 一 个 微分 方程 决定 . 落体 受到 的 空气 阻力 与 其 瞬时 速度 成 正比 . 


84 


30. 


31. 


Ы, 32. 
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ХХ. ag ikos 


dt 
这 里 k—0 是 比例 常数 ， 向 下 为 正方 向 . 
(a) 给 定 初始 条 件 v(0) 二 vw。， 求 解 方 程 . 
(b) 利 用 (a) 中 的 解 确定 落体 的 极限 速度 ， 即 最 终 速度 . 我 们 曾经 在 练习 2.1 中 的 习题 25 中 看 到 过 如 
何在 不 求解 微分 方程 的 情况 下 确定 最 终 速 度 . 
(c) 如 果 落 体 在 距 地 面 上 方 的 s 点 被 释放 ， 有 关系 а/о, # 500) =0, 求 出 :的 一 个 显 式 表达 式 . 
设 一 颗 重 161b 的 炮弹 垂直 地 向 上 射出 ， 如 图 3. 10 所 示 ， 初 始 速 度 为 vo =300Н/з. 那么 “炮弹 能 射 到 
多 高 ?取决 于 我 们 是 否 考虑 空气 阻力 的 影响 . 
(a) 设 不 考虑 空气 阻力 如 果 正 方向 为 向 上 上， 那么 上 述 模型 可 由 d s/d? = — g 描述 (1.3 中 的 方程 
(12)). 对 这 个 方程 积分 可 得 到 速度 va) =—32t+300, XE g 一 32ft/s . 
(b) 利 用 ds/dt 二 w(t) 确定 炮弹 距 地 面 的 高 度 5С). 求 出 炮弹 所 能 到 达 高 度 的 最 大 值 . 
回顾 习题 30， 这 次 我 们 设 空气 阻力 与 瞬时 速度 成 正比 .这样 炮弹 所 能 达到 的 最 大 高 度 肯定 比 习 题 30 
(b) 中 得 到 的 小 ， 设 比例 常数 & 一 0. 002 5, 证明 这 一 结论 . [提示 : 需要 对 习题 29 中 的 微分 方程 做 略 
微 的 调整 . J 
一 个 跳伞 运动 员 体重 为 125lb， 伞 包 和 其 他 设备 重量 为 351. 在 从 高 度 为 15 000ft 的 飞机 中 跳出 后 ， 
等 待 15s 再 打开 降落 伞 .， 设 习题 29 的 模型 中 比例 常数 在 自由 下 落 时 为 & 一 0.5， 在 打开 降落 伞 后 为 4 一 
10. 并 设 他 在 离开 飞机 时 初速 度 为 0. 在 离开 飞机 20s 后 其 速度 是 多 少 ? 他 运动 了 多 少 距离 ”请 见 图 
3.11. 比较 他 在 离开 飞机 20s 后 的 速度 与 最 终 速 度 . 他 需要 多 长 时 间 能 够 到 达 地 面 ? [提示 : 用 两 个 
初 值 问题 考虑 . ] 


自由 下 落 
空气 阻力 为 0.5v 1 Зэ 


空气 阻力 为 10v | 


1=20s 


图 3.10 图 3.11 


33. 当 雨 滴 坠 落 的 同时 也 在 蒸发 ， 并 始终 保持 球形 . 假设 雨滴 蒸发 速度 与 其 表面 积 成 正比 ， 忽 略 空 气 阻力 ， 那 
么 得 到 关于 雨滴 速度 v(t) 的 方程 


dz у ЗО/0 о р 
dr ` (k/o)t-+ ro j 
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这 里 p 是 水 的 密度 ， ro 是 1 二 0 时 雨滴 的 半径 ，&<0 是 比例 常数 ， 并 以 向 下 为 正方 向 . 

(a) 如 果 雨 滴 从 静止 状态 开始 下 落 ， 求 解 va). 

(b) 回 顾 练 习 1. 3 中 的 习题 35， 并 证 明 雨 滴 在 上 时 刻 的 半径 ~( 电 一 (RE/o)t 十 mo. 

(c) 如 果 x 二 0.01ft， 雨 滴 从 云 中 落下 10s 后 r 一 0. 007ft， 确 定 什 么 时 候 雨 滴 会 完全 蒸发 掉 . 

El. 34. 微分 方程 dP/dt= (kcos t)P 是 人 口 PCz) 的 年 度 或 季度 波动 数学 模型 ， 这 里 是 一 个 正常 数 ， 求 解 方 
程 使 得 РО) = P。 选择 不 同 的 P, 值 ， 并 利用 绘图 工具 绘 出 其 图 像 . 

35. 在 一 个 有 关 社 会 人 口 PC 变化 的 模型 中 ， 假 设 


其 中 dB/dt 和 dD/d 分 别 是 出 生 率 和 死亡 率 . 
(a) 如 果 4В/4:-44Р, 40/4:1::4-Р, ЖЕ P(O. 
(b) 分 析 hr >b, , b =k, K. ki <k: ВТА ЙЛ. 
36. 在 研究 一 系列 元 素 受 放射 能 影响 而 分 解 时 ， 我 们 使 用 以 下 微分 方程 组 : 


аА 


а 
z= ÀAiz— АУ: 


其 中 丸和 i 为 常数 .在 不 用 其 他 有 关 方 程 组 特殊 知识 的 情况 下 求解 这 一 方程 组 ， 使 得 
zr(0)= x Н у(0) = уо. 
37. 当 考 虑 遗忘 因素 时 ， 对 记忆 的 描述 由 


da = k (M—A)— kA, 


HR, Жр А>0, k>0, АСОЖ t HAERE, M 是 需要 记 住 的 总 量 . М-А 是 剩余 需要 记忆 的 

量 . (请 参考 练习 1. 3 中 的 习题 23 和 24.) 

(a) 因 为 微分 方程 是 自治 的 ， 利 用 2. 1 节 中 相 图 的 概念 找 出 当 上 一 十 co 时 A(z) 的 极限 值 ， 解释 得 到 的 
结果 . 

Cb) 求解 A(t)， 使 得 А00) =0. 绘 出 A(D 的 图 像 并 证 明 在 (a) 中 所 做 的 预测 . 

38. 一 种 药物 在 血液 中 散 开 的 速率 由 dz/d=r 一 好 决定 ， 其 中 > 和 是 正常 数 . 函数 ORR t 时 刻 药物 

在 血液 中 的 浓度 . 

(a) 因 为 微分 方程 是 自治 的 ， 利 用 2. 1 节 中 相 图 的 概念 找 出 当 :一 十 co 时 z(t) 的 极限 值 . 

Cb) 求解 微分 方程 使 得 200) 二 0， 绘 出 z(t) 的 图 像 并 证 明 在 (a) 中 所 做 的 预测 . 什么 时 候 浓 度 会 达到 极 
限 值 的 一 半 ? 

讨论 题 

39. 假设 一 个 验尸 员 到 达 凶 杀 现 场 时 测 得 尸体 温度 为 82 F. 如 果 利 用 牛顿 热力 学 定律 (2) 确 定 被 害 人 死亡 
的 大 致 时 间 ， 还 需要 知道 什么 数据 . 

40. 琼斯 先生 在 早餐 桌 上 同时 放 了 两 杯 咖啡 并 且 立 即 在 自己 的 那 杯 中 加 了 一 些 奶 油 ， 这 些 奶 油 放 在 一 个 容 
器 中 ， 并 在 桌 上 放 了 很 长 时 间 ， 在 他 喝 第 一 口 之 前 看 了 5min 早报 . 琼斯 夫人 在 5min 后 到 桌子 前 面 坐 
F, 在 她 的 咖啡 里 也 加 了 些 奶油 ， 然 后 喝 了 一 口 . 假设 琼斯 先生 和 了 琼斯 夫人 加 了 等 量 的 奶油 ， 讨 论 谁 
蝎 的 别 啡 更 热 ， 用 可靠 的 数学 方法 说 明 所 得 结论 . 

41. 在 习题 29 的 落体 模型 中 ， 有 几 种 办 法 来 确定 比例 常数 的 值 . 讨论 如 何 设计 一 个 简单 的 物理 实验 及 
相关 的 代数 方程 来 确定 &. 
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42. 众所周知 在 习题 30 的 模型 中 如 果 忽 略 空气 阻力 (习题 30 中 的 (a))， 那 么 炮弹 从 发 射 到 到 达 最 高 点 的 时 间 
六 与 其 从 最 高 点 落 到 地 面 所 需 的 时 间 刀 是 相等 的 ， 进一步， 其 落地 的 速度 的 大 小 等 于 其 初速 度 оо. 证 明 


这 些 结论 ， 然后 利用 习题 31 中 考虑 空气 阻力 的 模型 ， 比 较 ”与 te 、zv 与 wm 的 值 ， 这 里 应 用 CAS( 或 图 像 计 
算 器 ) 可 能 会 有 帮助 . 


3.2 非 线 性 方程 


现在 我 们 开始 求解 非 线性 一 阶 数学 模型 . 本 节 中 大 多 数 而 不 是 所 有 的 微分 方程 都 可 以 通过 
变量 分 离 法 求解 ， 复 习 一 下 1. 3 节 和 2. 2 节 中 的 非 线性 模型 ， 如 果 觉 得 有 必要 的 话 还 应 该 复习 
一 下 积分 的 技巧 . 

人 口 动力 学 “如果 P(i) 表 示 上 时 刻 的 人 口 数 量 ， 那 么 指数 增长 模型 为 dP/dt=kP, 620. 
在 这 个 模型 中 ， 相 对 的 (relative) 或 特定 的 (specific) 增 长 率 (growth rate) 定 义 为 


dP/dt 
P ， (1) 


假设 它 为 常数 &， 指 数 增长 在 实际 中 很 难 遇 到 ， 因 为 人 口 增长 到 一 定 阶段 时 会 受到 资源 和 环境 
的 限制 ， 所 以 (1) 可 以 被 认为 是 随 着 P 的 增长 而 减少 , 

人 口 增长 率 (或 减少 率 ) 仅 依赖 于 当时 的 人 口 数 量 而 与 其 他 时 间 的 因素 (如 季节 现象 ) 无 关 
(请 参考 练习 1. 3 中 的 习题 32) 的 假设 可 以 由 


dP/dt _ £] dP _ 
— = ЖОР) 89, РРСР). (2) 


来 描述 ， 微 分 方程 (2) 在 动物 数量 模型 的 假设 中 应 用 广泛 ， 称 之 为 密度 依赖 假设 (density- 
dependent hypothesis). 

逻辑 斯 廊 方 程 假设 一 个 环境 能 容纳 不 多 于 数量 K 的 人 口 . K 称 为 这 个 环境 的 承载 能 力 
(carrying capacity)。， 所 以 对 于 (2) 中 的 函数 7, 我 们 有 f(K) = 二 0， 为 简单 起 见 ， 我 们 设 SOS 
r， 图 3.12 给 出 了 三 个 符合 上 述 两 个 条 件 的 函数 f. 我 们 假设 (了 P) 为 最 简单 的 线性 函数 ， 即 
AP)=aP+c， 利 用 0) = 和 f(k) 二 0， 依 次 可 得 cs 一 r，a К, ВИ /有 形式 f (P) = 
r 一 (r/K)P， 方程 (2) 变 为 


4Р-Р(г-6Р) (3) 


对 常数 进行 重新 定义 ， 非 线性 方程 (3) 等 价 于 


dP = ра bP). (4) 
dt 


1840 年 前 后 ， 比 利 时 数学 家 和 生物 学 家 P. Е. Verhulst 利用 
这 一 模型 预测 了 一 些 国家 的 人 口 数量 . 他 的 研究 中 就 有 (4) 式 ， 
其 中 a>0, 5 之 0. 方程 (4) 后 来 称 为 还 辑 斯 请 方程 (logistic 
equation). T RRE 18.34 Ж Ж sh 3k (logistic function). 逻辑 
H EE PB ЖО ERER N 55 Ж ан 8, (logistic curve). 

当 人 口 数量 很 大 或 人 口 过 于 拥挤 时 ， 人 口 会 对 环境 造成 有 图 3.12 
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害 影响 ， 而 人 对 食物 、 能 源 的 竞争 也 对 人 口 的 增长 产生 了 消极 影响 ， 所 以 微分 方程 dP/dt 一 AP 
并 不 能 准确 地 描述 人 口 模 型 ， 现 在 我 们 看 到 当 t-> 十 co 时 ，(4) 的 解 是 有 界 的 .如 果 我 们 将 (4) 
改写 为 4P/dt 二 aP 一 2P:， 则 非 线性 项 一 5P2: b>0 可 被 解释 为 “抑制 ?或 “竞争 ”项 ， 在 大 多 数 
实际 应 用 中 ， 正 常数 a 会 远大 于 常数 5. 

逻辑 斯 谤 曲线 已 被 证 明 可 以 非常 准确 地 预测 在 有 限 空间 中 的 增长 形式 ， 如 细菌 、 原 生动 
W. ka. RRF. 

逻辑 斯 谤 方程 的 解 ” 求 解 (4) 的 一 种 方法 是 分 离 变 量 . 将 方程 dP/P(a—bP)= dt 的 左边 分 
解 ， 然 后 两 边 积分 得 


l/a b/a 
($ + P 


)4Р- dż, 


Iinj P| linja bP |= t+ c, 
a a 


_P 
a — bP 


In 


|= а 十 ac， 
—P _ Сі e”. 
а — bP 

由 最 后 一 个 等 式 得 


acie (000 acı 
1 + bc, e” bc, + e` 
如 果 PC(0) 二 P。，P。 关 a/b， 我 们 可 以 求 得 с =Р,/(а—6Р,), 因此 在 代 换 和 简化 后 ， 解 可 写 为 


аР, 
bP, + (а — БР, )е“*` 


P(t) К 8 不 用 花 太 多 的 工夫 我 们 就 可 以 得 到 逻辑 斯 诺 函 数 图 像 的 基本 形状 . 虽然 变量 
1 常用 来 表示 时 间 而 在 应 用 中 我 们 很 少 考虑 :<0 的 情况 ， 但 我 们 也 无 妨 同 样 给 出 P KE <o 
上 的 图 像 。 从 (5) 中 我 们 可 以 看 到 
aP, 


当 二 十 co 时 ,PC 一 天 :一 r: 以 及 当 : 一 一 co В, Р(1) +0. 


P) = 


Pa) = (5) 


a) 


图 3.13 


图 3. 13 中 的 虚线 Р=а/2ь 与 逻辑 斯 说 曲线 交 于 其 拐点 处 ， 为 了 证 明 这 一 点 ,我 们 对 (4) 式 求 微 
分 ， 由 乘积 规则 得 : 
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= (s $%2)+ (a — bP) sE = (а — 2P) 
= P(a— bP) (a — 2ЬР) 

= 2 P(P— 4 )(P— зв). 
由 微 积 分 可 知 ， 满 足 电 P/dz = 0 的 点 可 能 是 拐点 ， 而 Р=0 和 P=a/b 显然 被 排除 在 外 ， 所 以 
Р=а/2Ь 是 图 像 唯一 可 能 改变 四 凸 性 的 地 方 ， 当 0 二 P<a/25 时 有 P” >>0， 当 a/25 二 P<a/b 时 
有 P 一 0. 所 以 图 像 以 P==a/26 为 界 ， 从 左 到 右 由 上 四 变 为 下 四。 当初 值 满足 0 二 P< 过 a/26 
.、 时 ，P(1) 的 图 像 为 S 形 ， 如 图 3.13(a) 所 示 . "4 a/2b<P.<a/b 时 ， 图 像 仍 为 S 形 ， 但 其 拐点 
出 现在 上 取 负 值 时 ， 如 图 3. 13(b) 所 示 . 

我 们 已 经 在 1. 3 节 的 (5) 中 见 到 过 方程 (4) ， 其 形 如 dz/d 一 &z(za 十 1 一 z)，&>>0. 这 个 微分 
方程 合理 地 描述 了 初始 时 刻 由 一 个 患者 将 传染 病 带 给 一 个 静态 人 群 的 疾病 传播 模型 解 x (7) 
表示 了 t 时 刻 感染 疾病 的 人 数 . 

逻辑 斯 说 增长 

假设 一 个 携带 流感 病毒 的 学 生 回 到 了 有 1 000 个 学 生 的 孤立 校园 ， 如果 假设 病毒 的 传播 速 
度 不 仅 与 已 感染 的 人 数 z 而 且 与 未 感染 的 人 数 成 正比 ， 观察 发 现 ，4 天 后 zx(4) 王 50， 确 定 6 天 
后 感染 的 人 数 . 

解 ” 假 设 在 疾病 的 传播 过 程 中 没有 人 离开 校园 ， 所 以 我 们 要 求解 初 值 问题 


dz pr(l 000— z) ,z(0) = 1. 
dt 
可 以 看 出 a=1 000k，65 二 k， 则 由 C5) 立即 可 得 


тау = 1000k _ — _ 1000 
k 999ве E 1 999е 10087 


现在 利用 х(4)=50, M 


1 000 
50 1 + 999e“ 000k 


中 求 出 kX， 然 后 有 一 1 000k 二 1/4 In(19/999)=—0. 990 6. 所 以 
1 000 


x(t) = 14 999е 9% 87 
最 后 得 
2 1 000 _ 
x(6) TT 99de 59° 276. 
xb 的 其 他 值 在 图 З. 14(Cb) 的 表格 中 给 出 . m 
13:47: 9:5:1:0 4: 32 42:12:95 kiy KS EÉ. 例如 ， 微 分 方程 
dP _ рка bp)—h 和 dE = pa — bP) +h (6) 
dt dt 
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可 以 作为 渔业 生产 中 以 速率 及 收 获 (harvested) 成 熟 的 色 或 投放 (restocked) 鱼 苗 的 模型 、 当 二 
0 为 常数 时 ，(6) 中 的 微分 方程 可 以 很 容易 地 进行 定性 分 析 ， 或 通过 变量 分 离 求 出 解析 解 。 (6) 
中 的 方程 也 可 以 分 别 作 为 因 移民 出 境 而 人 口 减少 或 因 移民 入 境 而 人 口 增多 的 模型 . (6) 中 的 速 
率 有 可 以 是 与 时 间 t 或 与 人 口 ( 鱼 ) 数 量 有 关 的 函数 ; 例如 ， 收 获 可 能 会 在 特定 的 时 期 进行 ， 以 
与 1 时刻 鱼 的 数量 PP 成 正比 的 速率 进行 收获 .在 后 面 的 例子 中 ， 模 型 将 由 P'=P(a—bP)— 
cP, c>0 来 描述 ， 请 见 本 章 最 后 的 项 目 模 型 .一 个 社会 的 人 口 移 人 可 能 会 以 以 下 的 方式 改变 
这 个 社会 的 人 口 数量 ， 当 社会 人 口 较 小 时 人 口 移 入 的 影响 比较 大 ， 而 当 P 较 大 时 人 口 移入 
的 影响 比较 小 ; 这 样 一 个 合理 描述 社会 人 口 的 模型 为 P' 一 PCa 一 5P) 十 ce“"，c>0，&>0. 请 
参考 练习 3. 2 中 的 习题 20. 另 一 个 形 如 (2) 的 方程 


dP _ 
= Р‹а— ҺР), (7) 


是 逻辑 斯 席 方 程 的 一 个 变形 ， 称 为 贡 珀 英 微 分 方程 (Gompertz differential equation)， 这 个 微分 
方程 可 以 应 用 于 对 人 口 增长 或 减少 或 肿瘤 生长 的 研究 ， 并 对 适当 类 型 的 实际 问题 做 出 预测 ， 请 
参考 练习 3. 2 中 的 习题 5 和 6. 


Ж) zE RR ARO 

4 50( 观 察 后 》 
5 124 
6 276 

7 507 

8 

9 


735 
882 
10 953 


b) 


图 3.14 


化 学 反应 ”假设 cg 化 学 药品 A 与 5g 化 学 药品 B 发 生化 学 反应 . 如果 生成 的 化 合 物 由 М 
份 A MUN 份 B 形成 而 XC) 是 化 合 物 C 的 克 数 ， 则 在 上 时 刻 剩余 的 4A MB 的 量 分 别 为 


M N 

а— M +N Mb- TL NX: 
根据 物质 反应 定律 ， 当 不 考虑 温度 的 变化 时 ， 两 种 物质 的 反应 速度 与 上 时 刻 还 未 转化 的 (剩余 
的 )A 和 B 的 数量 的 乘积 成 正比 : 


ах м м 

% ° (6 мъх) (° Ма): (8) 
如 果 我 们 从 第 一 个 括号 中 提出 M/C(M 十 N) 并 从 第 二 个 括号 中 提出 N/(M+ N), 然后 引入 比 例 
常数 >>0， 则 (8) 可 变 为 形式 


aX = а X)(8— X), (9) 


ДЭВ a =a(M+N)/M, 8B=b(M+N)/N. 回顾 1.3 节 中 的 (6) 式 ， 由 非 线 性 微分 方程 (9) 决 定 
的 化 学 反应 称 为 二 阶 化 学 反应 (second-order reaction). 
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二 阶 化 学 反应 

яма C 由 A 和 B 两 种 化 学 药品 生成 ,反应 中 每 消耗 1gA， 会 同时 消耗 tgB， 经 观察 发 
现 lOmin 内 有 30g CER. 如果 初 始 时 刻 有 50g 的 全 和 32g 的 B， 反 应 速率 与 A 和 B ИН ЖАН 
成 正比 ， 确 定 任意 时 刻 СВЕ. 在 15min 后 有 多 少 C 生成 ? 解释 当 二 十 ce 时 所 得 的 解 . 

解 ” 设 X(t) 表 示 t 时 刻 C 的 数量 ， 则 有 Х(0) =0 K X(10)=30. 

如 果 现 在 生成 2g 化 合 物 C， 则 一 定 消 耗 了 agA 668, ВИЖ а+ь=2, b=4a. WAR 
们 一 定 消耗 了 a=2/5=2(1/5)g A #ñb=8/5—=2(4/5)g BJ B. 通常， 对 于 Xg 的 C， 消 耗 了 

X/5g 的 A 和 4X/5g 的 B. 


则 此 时 剩余 的 A # B 分 别 为 
50 一 X/5 和 32 — 4Х/5. 
现在 我 们 知道 生成 C 的 速率 满足 


aX ос (50— ) (32 $x). 


为 了 简化 上 式 ， 从 第 一 个 括号 中 提出 1/5 并 在 第 二 个 括号 中 提出 4/5， 然 后 引信 比例 常数 得 : 


ax = k(250 — X) (40 — X). 
由 变量 分 离 法 和 部 分 分 式 ， 我 们 可 以 将 方程 写 为 
1/210 1/210 
БО ах+ ах = 
积分 得 
n ох = 2106 + с, m — 4 = үен, (10) 


ЭМ =0 B, X=0, НИ  с,--25/4. 利用 :一 10 Н] X=30, 我 们 得 210k= rsln $ =0. 125 8. 
由 这 些 信息 ， 我 们 可 从 (10) 的 后 一 个 等 式 中 解 出 义 : 


Ха) = 1 000 PEAS an 
作为 时 间 的 函数 ，X 的 性 态 在 图 3. 15 中 给 出 ， 从 相应 应 的 表格 和 (11) 中 也 可 以 清楚 地 看 到 当 
1-> 十 oo 时 Х->40. 这 意味 着 最 后 生成 了 40g 化 合 物 C， 还 剩余 


50—40 X (1/5) = 42g 的 A 和 32 一 40X(4/5) = 0g 的 B. 


t(min) X(g) 
[ 10 30( 测 量 后 ) | 
15 34.78 
20 37.25 
25 38.54 
n 30 39. 22 
10 20 30 40 35 39. 59 
8) b) 


3.15 = 


-Р7 5 E 828 


91 
注 不 定 积分 |du/(a? — e) 的 值 可 由 对 数 , 反 双 曲 正 切 函 教 或 反 双 曲 余 切 函数 表示 . 
例如 ,下 面 两 个 结果 

d 1 
| = anh #+‹,ри|<а (12) 
а 1 
| =; E te, аа, (13) 
中 的 (12) 可 能 在 练习 3. 2 中 的 习题 13 和 22 中 使 用 起 来 比较 合适 ， 而 (13) 更 适用 于 习题 23. 

练习 3.2 
JE SB gr ЛЭН 
1. 一 个 国家 使 用 计算 机 收 款 系 统 的 超市 数量 可 由 以 下 初 值 问题 来 描述 : 

ам = N(1— 0.000 5N), N(0) = 1. 
Ca) 利用 2. 1 节 中 相 图 的 概念 预测 经 过 很 长 一 段 时 间 后 超市 的 数量 会 达到 多 少 ， 徒 手绘 出 所 给 初 值 问题 
的 解 曲线 . 

Ы, (hb) 求解 初 值 问题 并 利用 绘图 工具 证 明 在 (a) 中 得 到 的 解 曲线 ， 利 用 新 方法 确定 当 z = 10 时 超市 数量 将 

达到 多 少 ? 


2. 在 一 个 社区 中 看 到 了 某 一 广告 的 人 数 N(i) 由 一 个 逻辑 斯 请 方程 决定 ， 初 始 时 МСО) 二 500， 观 察 得 
Ма) =1000. 假设 这 个 社区 中 看 到 该 广告 的 人 数 的 极限 为 50 000 Л, Жш МО. 
3. 某 大 城市 的 一 个 郊区 人 口 P(b 的 模型 由 初 值 条 件 


А = Р(1071 — 107 P), P(0) = 5 000 


AE, iki ЖАНЕ. 人口 极 上 限 值 是 多 少 ? 人 口 什么 时 候 达 到 极限 值 的 一半? 
4. (a) 表 3.1 给 出 了 1790 年 到 1950 年 间 美 国 的 人 口 普查 数据 ， 利 用 1790、1850 和 1910 年 的 数据 建立 一 


ДЭВШИЛ АЛЖ. 
表 3.1 
LU 人 -一 
年 人 口 ( 百 万 ) 
1790 3. 929 
1800 5. 308 
1810 7.240 
1820 9. 638 
1830 12. 866 
1840 17. 069 
1850 23. 192 
1860 31. 433 
1870 38. 558 
1880 50. 156 
1890 62. 948 
1900 75. 996 
1910 91. 972 
1920 105.711 
1930 122.775 
1940 131. 669 
0 
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(b) 由 (a) 中 得 到 的 模型 预测 数据 ， 建 立 表格 并 与 实际 人 口 做 比较 . 计算 表格 中 列 出 的 每 对 数据 的 误差 
和 百分比 误差 . 


逻辑 斯 谤 方程 的 变形 
5. (a) 假 设 贡 珀 芯 微 分 方程 (7) 中 4 二 5 二 1. 由 于 微分 方程 是 自治 的 ， 所 以 利用 2. 1 节 中 相 图 的 概念 在 P> 
e 和 0< P, <e 的 情况 下 可 以 绘 出 有 代表 性 的 解 曲线 . 

СЪ (7) ф а=1, b=—1. 利用 新 的 相 图 在 Po >e :和 0<Р, <e ' 的 情况 下 绘 出 有 代表 性 的 解 曲线 . 

6. 求 出 (7) 的 一 个 显 式 解 ， 使 得 PO =Po. 

化 学 反应 

1. 两 种 化 学 药品 A 和 B 化 合 反应 生成 C， 反 应 速率 与 没有 转化 为 C 的 A 和 B 的 数量 的 乘积 成 正比 ， 初 始 
时 有 40g 的 A 和 50g 的 B， 每 消耗 lg 的 B, 需要 消耗 2g 的 A， 观 察 得 5min 后 有 10g 的 C ER. 
20min 后 有 多 少 C 生成 ?经 过 很 长 一 段 时 间 后 生成 C 的 极限 数量 为 多 少 ? 此 时 还 有 多 少 A 和 B 剩余 ? 

8. 如果 习题 7 中 的 A 的 初始 数量 换 为 100g， 再 求解 习题 7. 问 什么 时 候 有 一 半数 量 的 C 生成 ? 

各 种 非 线 性 模型 

9g， 一 个 圆柱 形容 器 从 其 底部 的 一 个 圆 形 小 洞 向 下 漏水 ， 如 我 们 在 1. 3 节 中 的 (10) 所 见 ， 当 忽略 水 通过 小 
洞 时 的 摩擦 时 ， 容 器 中 水 的 高 度 h 可 由 


dh 4 бж 
dt A 2gha 


来 描述 ， 其 中 A.A A, 分 别 为 水 和 小 洞 的 横 截 面积 ， 
Ca) 如 果 水 的 初始 高 度 为 H, Ж ЛС. 徒手 绘 出 解 曲线 并 用 符号 As AM H 表示 出 其 定义 区 间 T. 
这 里 & 王 32ft/s? . 
(b) 设 容器 高 度 为 10ft， 底 面 半 径 为 2ft， 小 洞 半径 为 1/2in。 如 果 初 始 时 容器 是 满 的 ， 那么 它 里 面 的 水 
何 时 流 尽 ? 
10. 当 考 虑 水 流通 过 小 洞 时 的 摩擦 时 ， 习 题 9 中 的 模型 变 为 


dh A, /mm 
А. 268 


其 中 o<c<1. 如 果 с-0.6, 290 9 的 (6) 中 ， 容器 什么 时 候 会 变 空 ? 请 参考 练习 1.3 中 的 习题 11. 
11. 一 个 顶点 朝 下 的 圆锥 形容 器 从 其 底部 的 一 个 圆 形 小 洞 向 下 漏水 . 
Ca) 假设 容器 高 为 20ft， 底 面 半 径 为 8ft， 小 洞 半 径 为 2in. 在 练习 1. 3 的 习题 12 中 ， 要 证 明 容器 中 描 
述 水 高 度 h 的 微分 方程 为 


dh 5 


dt 603727 
在 本 题 的 模型 中 我 们 考虑 水 流通 过 小 洞 时 的 摩擦 ， 设 с=0.6, 
g 一 32ft/s?. 请 见 图 1.26, 如 果 初 始 时 容器 是 满 的 ， 容 器 变 空 需 
要 多 长 时 间 ? 

(b) 假 设 容器 顶 角 为 60"， 圆 周 半 径 为 2in. 求 出 决定 水 面 高 度 的 微 
分 方程 ， 这 里 c 一 0.6，g 一 32ft/s . 如 果 初 始 时 水 的 高 度 为 9ft， 
那么 容器 变 空 需要 多 少时 间 ? 

12. 假设 把 习题 11(a) 中 的 锥 形容 器 倒 过 来 ， 如 图 3.16 所 示 ， 水 从 加 
锥 底面 中 心 一 半径 为 2in 的 小 洞 漏出 . 此 时 一 个 盛 满 水 的 容器 变 空 
的 时 间 与 习题 11 中 顶点 朝 下 的 情况 相同 吗 ? 考虑 摩擦 /收缩 系数 为 
c=0.6, g=32ft/s’. 
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= 
о> 


Ы, 14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


. 用 微分 方程 表示 出 质量 为 m КИЕ о. Науа НУ 1:1:8:34:4: 5 RF E, 
m бу = mg — kv’, 

其 中 k>0 时 比例 常数 ， 向 下 为 正方 向 . 

(a) 所 给 初 值 条 件 为 w(0) 王 wm， 求解 方程 . 

(b) 利 用 (a) 中 得 到 的 解 确定 物体 的 极限 或 最 终 速度 ， 我 们 曾 在 练习 2. 1 中 的 习题 25 看 到 过 怎样 不 求 
解 微 分 方程 而 确定 最 终 速 度 . 

(ec) 如 果 落 体 由 地 面 以 上 s 米 处 释放 ， 那 么 速度 为 ds/d 一 "， 如 果 500)--0, RH s HERRER. 

考虑 练习 3.1 习题 30 中 重 为 16lb 的 炮弹 ， 以 300ft/s 的 初速 度 垂直 向 上 射出 ， 如 果 空 气 阻力 与 瞬时 

速度 的 平方 成 正比 ， 确 定 炮 弹 所 能 到 达 的 最 大 高 度 ， 假 设 正 方向 为 竖 直 向 上 ， k=0. 000 3.[ 提 示 : Ж 

要 对 习题 13 中 的 微分 方程 做 略微 改动 . 1 

(a) 求 一 个 质量 为 m 的 物体 在 水 中 下 沉 的 速度 v(?) 的 微分 方程 ， 其 中 水 的 阻力 与 其 瞬时 速度 的 平方 成 
正比 ， 受 到 向 上 的 溯 力 大 小 遵循 阿 基 米 德 原理 .请 参考 练习 1.3 中 的 习题 16. 假设 正方 向 为 竖 直 
KF. 

(b) 求 解 (a) 中 得 到 的 微分 方程 . 

(c) 确 定 下 沉 物体 的 极限 或 最 终 速 度 . 

微分 方程 


dy сауу 
dz y 
描述 了 平面 上 曲线 C 的 形状 ， 这 个 曲线 能 将 所 有 射 向 它 的 光线 反射 至 一 点 . 请 参考 练习 1.3 中 的 习题 27. 
这 个 方程 有 几 种 求解 方法 . 
(a) 证 明 这 个 微分 方程 是 齐 次 的 ( 见 2.5 W). ЯНК у= ил 可 得 

udu _ ах 


Ха ижа) = 
利用 CAS 对 方程 左边 积分 ， 证 明 曲 线 C 是 以 原点 为 焦点 且 关 于 y 轴 对 称 的 抛物 线 . 
(Cb) 证 明 (a) 中 方程 可 以 通过 代 换 u= z + y ХН. 


(a) 一 个 海啸 或 潮汐 的 简单 模型 由 


r = у 4 2W, 
描述 ， 其 中 W(z)>0 是 波浪 相对 于 海面 高 度 的 函数 . 找 出 微分 方程 的 所 有 常数 解 . 
Cb) 求解 (a) 中 的 微分 方程 。 积 分 时 需要 用 到 CAS. 
(ec) 利用 绘图 工具 绘 出 所 有 满足 初 值 条 件 W(0) 王 2 的 解 的 图 像 . 
在 加 州 ， 一 个 作为 复活 节 装 饰 的 室外 池塘 可 以 看 成 一 个 半球 形容 器 ， 水 从 容器 底部 注入 .假设 容器 半 
径 R=10ft， 水 注 人 的 速率 为 xft /min， 初始 时 容器 是 空 的 . 见 图 3.17. 当 容 器 注水 时 ， 水 同时 也 在 
蒸发 ， 假 设 蒸发 速率 与 水 的 表面 积 A ЕШ, ШИЖ А0. 01. 
(a): 时 刻 水 的 体积 变化 率 dv/dt 是 一 个 净 变 化 率 . 利用 这 一 净 变 化 率 确定 一 个 :时 刻 水 的 高 度 h 的 微 


分 方程 . 图 中 所 示 的 水 的 体积 V Ен? — 1-й, 其 中 R=10. 用 户 表示 出 水 的 表面 积 人 一 rr 


Ж Саз 中 得 到 的 微分 方程 绘 出 解 的 图 像 . 
(co 如 果 没 有 蒸发 ， 那 么 灌 满 容器 需要 多 长 时 间 ? 
(d) 考 虑 蒸发 的 情况 ， 那 么 在 Cc) 所 求 时 刻 的 水 深 为 多 少 ? 容器 会 被 注 满 吗 ? 证 明 所 得 结论 . 
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输出 : 水 的 蒸发 速率 
与 水 的 表面 积 成 正比 


KIT — 


输入 : 水 注入 的 速率 为 r ftš/min 


a) 半球 形容 器 b) 容器 的 横断 面 
8.17 


计算 机 实验 作业 


19. 阅读 CAS 中 关于 散 点 图 ( 散 点 绘图 ) 和 最 小 二 乘 拟 合 的 文件 . 与 给 出 的 数据 点 拟 合 最 好 的 那 条 直线 称 
为 回归 线 (regression line) 或 最 小 二 乘 线 (least-square line)， 现 在 需要 建立 一 个 关于 美国 人 口 的 逻辑 斯 
详 模 型， 定义 (2) 中 的 f(P) 为 一 条 基于 习题 4 表格 中 人 口 数 据 的 回归 线 的 方程 . 一 种 方法 是 对 (2) 中 
第 一 个 方程 的 左边 作 近似 ， 利 用 差 商 代替 dP/dt: 


1 PG Eh) – PG2 
РЧ) h 1 


(a) 做 一 个 关于 t+、P(t) 和 Q(z) 的 表格 ， 其 中 1 二 0，10，20,，…，160， h=10. 例如 ， 表 格 的 第 一 行 应 
包括 t 二 0，PC0) 及 QO). 由 P(0)=3.929 及 P(10) 一 5. 308， 可 得 


_ 1 Pdo 一 PCO) _ 
Q(0) = еру 10 0. 035. 


注意 到 Q( 160) НОЙР 1960 年 的 人 口 普查 数据 P\170). 查找 出 这 个 值 . 

(b) 利 用 CAS 绘 出 由 (a) 得 到 的 数据 (P(z)， Q(z)) 的 散 点 图 再 利用 CAS 找到 其 回归 线 的 方程 并 在 散 
点 图 中 添加 这 条 回归 线 的 图 像 . 

(c) 建 立 一 个 逻辑 斯 详 模 型 dP/dt 二 Pf(p)， 这 里 f(p) 是 (b) 中 得 到 的 回归 线 的 方程 . 

Cd) 利用 初 值 条 件 РСО--3. 929 求解 (c) 中 的 模型 . 

(e) 使 用 CAS 绘 出 另 一 个 散 点 图 ， 这 次 采用 由 (a) 所 获 表格 中 的 数据 (т. POD. 利用 CAS 在 散 点 图 
中 添加 (d) 中 得 到 的 图 像 . 

(查找 1970、1980 和 1990 年 美国 的 人 口 普查 数据 . 由 (c) 中 的 逻辑 斯 谤 模型 预测 的 这 几 年 的 人 口 是 
多 少 ? 模型 预测 当 г оова Л.п P(z) 为 多 少 ? 

20. (a) 在 2.1 节 的 例 3 和 例 4 中， 我 们 看 到 (4) 的 任何 解 POE Ps 之 a/b 和 0 二 Po 二 a/b 时 都 有 渐 近 行为 ， 

即 当 t> 十 co 时 PO)—>a/b; 这 样 ， 均衡 解 P= 二 a/b 被 称 为 一 个 吸引 子 . 利用 CAS( 或 图 像 计 算 器 ) 
的 求 根 程序 近似 求 出 移民 入 境 模 型 P'—= P(1— Р) +0. 3e ?的 均衡 解 . 

(b) 利 用 绘图 工具 绘 出 函数 F(P)=P(1—P)+0. 3e-? 的 图 像 ， 解 释 怎样 利用 这 个 图 像 来 判断 (a) 中 得 
到 的 数字 是 否 是 一 个 吸引 子 . 

(c) 用 数值 求解 程序 把 初 值 问题 


QG) 


i = P(1— P), P(0) = Ps 


的 解 曲线 ， 其 中 Р,--0.2, Pu 一 1. 2, 和 初 值 问题 
йл = PUP) +0. 3е,Р(0) = Р, 
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的 解 曲线 ， 其 中 Po 二 0.2 及 P, —1.2 加 以 比较 .在 同一 坐标 系 内 绘 出 所 有 解 曲线 ， 如 果 可 能 的 话 ， 
用 另 一 种 颜色 绘 出 第 二 个 初 值 问题 的 解 曲线 ， 在 很 长 一 段 时 间 后 ,移民 入境 模型 预测 的 人 口 百 分 
比 增加 为 多 少 ? 与 逻辑 斯 谤 模型 做 比较 
21. 在 习题 14 中 ， 设 为 炮弹 达到 最 高 点 所 需 的 时 间 ，ts 为 炮弹 从 最 高 点 落 到 地 面 的 时 间 ， 比 较 tat ta 
值 和 落地 速度 V 与 初始 速度 V, 的 值 ， 请 参考 练习 3. 1 中 的 习题 42. CAS( 或 图 像 计算 器 ) 中 的 求 根 程 
序 可 能 会 有 帮助 ，[ 提 示 : 利用 习题 13 中 的 炮弹 下 落 模 型 . 1 
22. 一 个 跳伞 运动 员 装 备 了 秒表 和 高 度 计 ， 如 图 3. 18 所 示 ， 他 在 跳 
出 飞机 25s 后 打开 伞 包 ， 飞 机 高 度 为 20 000ft 而 他 打开 伞 包 的 高 
度 为 14 800ft， 假 设 空气 阻力 与 瞬时 速度 的 平方 成 正比 ， 他 离开 
飞机 时 的 初速 度 为 0，g 一 32ft/s*. 
(a) 求 出 由 飞机 上 测量 的 跳 命运 动员 在 i 时 间 内 自由 下 落 的 函数 
,CD гж, 习题 13 中 的 比例 常数 并 设 有 具体 给 出 ， 利 用 
习题 13 中 (b) 中 获得 的 最 终 速度 沁 在 初 值 问题 中 消去 &， 然 后 
最 终 求 出 о. ] 
(b) 当 t=15s 时 跳伞 运动 员 下 落 距 离 为 多 少 ? 速度 为 多 少 ? ` 
23，_ 架 让 升 飞机 在 一 个 巨大 的 敞 口 容器 上 方 500ft 盘旋 ， 容 器 内 装 TA 
ЖҮЖЖСОКЕЖ) КИА АЯ К БАЛОК 
静止 状态 被 释放 ) 液 体 ， 假 设 物体 在 空气 中 受到 的 阻力 与 其 速度 o 
成 正比 ， 其 在 液体 中 受到 的 粘 灌 阻 力 与 好 成 正比 ， 在 空气 中 一 „Жы 
1/4 而 在 液体 中 二 0. 1. 假设 正方 向 为 竖 直 向 下 ， 如 果 容 器 高 度 为 75ft， 确 定 物体 触 到 容器 底部 所 需 
的 时 间 以 及 触 底 时 的 速度 . [提示 ， 考 虑 两 个 不 同 的 初 值 问题 ， 并 且 不 要 害怕 繁琐 的 计算 ， 如 果 要 用 
到 (13) ， 在 去 掉 绝对 值 符号 时 要 特别 注意 比较 物体 挤 到 液 面 时 的 速度 ( 即 第 二 个 问题 的 初始 速度 ) У 
物体 在 液体 中 下 沉 时 的 最 终 速度 w. 1 


зз ”线性 微分 方程 组 和 非 线 性 微分 方程 组 


在 本 节 中 我 们 将 以 前 两 节 的 内 容 为 基础 讨论 一 些 数学 模型 ， 与 1. 3 节 类 似 ， 我 们 只 讨论 如 
何 利 用 一 阶 微分 方程 组 建立 模型 ， 而 并 不 研究 求解 这 些 方程 组 的 方法 .这 是 因为 : 第 一 ， 我 们 
现在 还 没 掌握 求解 方程 组 的 必要 工具 . 第 二 ， 我 们 讨论 的 其 中 一 些 方程 组 无 法 利用 初等 函数 求 
解 。 我 们 将 在 第 8 章 学 习 解 线性 一 阶 方程 组 的 方法 并 在 第 4 章 和 第 7 章 学 习 解 线性 高 阶 微分 方 
程 组 的 方法 . 

线性 / 非 线 性 方程 组 ”到 目前 为 止 ， 我 们 所 考虑 的 模型 只 涉及 了 单个 微分 方程 . 一 个 微分 
方程 可 以 描述 一 个 环境 里 的 人 口 数量 ; 但 如 果 两 个 相互 影响 ， 也 许 是 存在 竞争 关系 的 物种 生活 
在 同一 环境 里 (例如 ， 兔 子 和 狐狸 )， 则 关于 它们 数量 的 模型 就 是 由 两 个 一 阶 微分 方程 构成 的 方 
程 组 : 


=g (t, х, у)» 


dz 
е a) 
dy_ 

dt g: (t, т, y). 


其 中 gi 和 g: 对 于 变量 х 和 y 是 线性 的 ， 即 gi 和 gz 形 如 
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в1(1ухуу) = ах + суі Р, 0) fll д,(ї,х,у) = стеу f, G), 

这 里 系数 C 可 以 依赖 于 +， 则 (1) 被 称 为 线性 方程 组 (linear system) ， 不 是 线性 的 方程 构成 的 方 
程 组 称 为 非 线 性 的 Cnonlinear). 

放射 系 在 1.3 节 和 3.1 节 对 放射 性 训 变 的 讨论 中 ， 我 们 假设 上 时 刻 的 训 变 速率 与 当时 剩 
余 的 核子 数量 A(z) 成 正比 ， 当 一 种 物质 在 放射 能 的 影响 下 衰变 时 ， 往 往 不 能 一 步 转变 成 一 种 
稳定 的 物质 ;而 是 第 一 种 物质 衰变 为 男 一 种 放射 性 物质 ， 然 后 由 第 二 种 物质 衰变 成 第 三 种 ， 等 
等 ， 这样 直 到 达到 一 种 稳定 元 素 为 止 的 过 程 称 为 放射 性 癌变 系 (radioactive decay series). fJ 
如 ， 铀 的 衰变 系 是 UU-238->Th-234 一 … 一 Pb-206， 这 里 Pb-206 是 一 种 稳定 的 铅 的 同位 素 . Ж 
射 系 中 各 种 元 素 的 半衰期 从 几 十 亿 年 (U-238 的 是 4.5X10’ 年 ) 到 几 分 之 一 秒 不 等 ,一 个 放射 


系 可 由 示意 图 表述 为 X 二 侍 了 二 泽 Z ， 其 中 太一 一 <0 M k= А, о 分 别 为 物质 ХҮ 
变量 常数 ，Z 为 一 种 稳定 元 素 ， 设 zt) УС z(t) 分 别 表 示 r 时 刻 的 物质 X、Y 和 2 的 量 ， 
则 元 素 X 的 训 变 可 以 描述 为 | 


而 第 二 种 元 素 的 衰变 速率 是 净 速 率 ;: 
тэрч 
dt Al Агу, 
这 是 由 于 Y 从 X 的 误 变 中 获得 原子 而 在 自身 的 训 变 过 程 中 又 要 消耗 原子 . 因为 Z 是 一 种 稳定 
的 元 素 ， 所 以 它 可 由 元 素 Y 的 衰变 获得 原子 : 


dz __ 
4 一 À; y. 


也 就 是 说 ， 一 个 由 三 种 元 素 构 成 的 放射 性 衰变 系 的 模型 是 由 三 个 一 阶 微分 方程 构成 的 线性 方程 组 


dy (2) 


dt =t Азу, 
Sexy. 

混合 物 “ 考 虑 图 3.19 所 示 的 两 个 容器 . 设 容 器 A 中 装 有 溶解 了 251b 盐 的 50gal Ж, Ж 
器 В 中 装 有 50gal 纯 水 ， 液 体 如 图 所 示 地 注入 和 抽出 ;在 两 容器 之 间 交 换 的 混合 物 ， 以 及 从 B 
中 抽出 的 液体 均 是 均匀 混合 的 ， 我 们 要 建立 一 个 数学 模型 来 分 别 描述 1 时刻 容 器 A 和 B 中 盐 的 
含量 >, СОР xz; (t). 

做 类 似 于 1. 3 节 中 “混合 物 问题 ?和 3.1 节 中 例 5 的 分 析 ， 可 知 容器 A 中 zi (2) 的 交换 速 
率 为 

盐 的 倒 人 速率 盐 的 倒 出 速率 


8 ñ х 
би = (3gal/min) • (01 Б/ ай + (1gal/min) • (Ж1Ь/ ва!) 一 (4gal/ min)。 (Е1Ь/ ва!) 


2 + 1 


25 502° ° 
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8 ЖЭ3 gal/min 


混合 物 4 gal/min 混合 物 3 gal/min 


图 3.19 


类 似 地 ， 容 器 B Pr (2) 的 交换 速率 为 


ах; 22 . Ti 3 А x; . x 
ағ 50 50 50 
255! 9512: 
这 样 我 们 得 到 线性 方程 组 
dm 2 十 工 
dt 25537 507? И (3) 
dx; 2 2 


d 257 2572: 

观察 可 知 ， 上 述 方程 组 满足 初 值 条 件 z (0) =25, 2,00) =0. 

捕食 -被 捕食 模型 ”假设 两 种 不 同 的 动物 生活 在 同一 环境 或 生态 系统 中 ， 并 假设 第 一 种 动 
物 只 吃 植物 而 第 二 种 动物 只 吃 第 一 种 动物 .也 就 是 说 ， 一 种 动物 是 捕食 者 而 另 一 种 动物 是 被 捕 
食 者 .例如 ， 狼 捕食 食 草 的 驯鹿 ， 鸦 包 吞 食 小 鱼 ， 雪 泉 捕食 一 种 叫做 旅 鼠 的 北极 唉 齿 动 物 ， 在 
我 们 的 讨论 中 ， 把 捕食 者 想象 成 狐狸 而 把 被 捕食 者 想象 成 兔子 . 

设 z(t) 和 y(t) 分 别 表示 t 时 刻 狐狸 和 兔子 的 数量 ， 如 果 没 有 兔子 ， 可 以 预见 狐狸 的 数量 将 
因为 缺少 充足 的 食物 供应 而 减少 ， 用 方程 


ТШ =—azr, a> 0 (4) 


来 描述 ， 当 兔子 存在 于 这 一 环境 中 时 ， 两 种 动物 在 每 一 单位 时 间 内 的 数量 与 它们 的 数量 + 和 
成 正比 ， 也 就 是 说 与 它们 数量 的 乘积 zy 成 正比 ， 当 兔子 存在 时 ， 对 狐狸 来 说 有 食物 供应 ， 所 
ILE bzy, >O 的 速率 增加 ， 将 这 一 速率 添加 到 狐狸 数量 的 模型 (4) 中 得 到 : 


48000 
у^ °® + бху. (5) 


另 一 方面 ， 如 果 没 有 狐 猩 存在， 兔子 的 数量 将 在 没有 食物 供应 限制 的 假设 下 增长 ， 其 增长 速率 
与 1 时 刻 兔子 的 数量 成 正比 : 


gy = dy, d>0, (6) 
但 当 狐 狸 存在 时 ， 由 模型 (6 得 到 的 兔子 数量 将 以 czy, c> 0 的 速率 减少 ， 即 兔子 将 以 此 速率 
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被 狐狸 捕食 . 


4 dy cy. (7) 


方程 (5) 和 (7) 构 成 了 一 个 非 线 性 微分 方程 组 
== —ar+bzy=zx(—a+by) 
: (8) 


4 
q =dy—czy=y(d—cz) 


Жа, b, с, K d 都 是 正常 数 ， 这 个 著名 的 方程 组 就 是 Lotka-Volterra 捕食 -被 捕食 模型 (L- 
V-predator-prey model). 

除了 两 组 常数 解 200) =0, уб) =0 K z=G)=d/c, yGt)=a/b 外 ， 非 线性 方程 组 (8) 不 能 利 
用 初等 函数 求解 。 然 而 我 们 能 够 对 这 样 的 方程 组 进行 定量 和 定性 分 析 . 请 见 第 9 章 微分 方程 数 
值 解 和 第 10 章平 面 自治 方程 组 及 稳定 性 .” 

ПШ 捕食 -被 捕食 模型 

假设 

dz 


二 0. 16+- 0. 08zy, 


dy = 
"asa 4. 5y — 0. 9zy 


表示 一 个 捕食 -被 捕食 模型 ， 因 为 我 们 讨论 的 是 动物 的 数量 ， 所 以 有 200) 20, уб) 20. 
图 3. 20 是 通过 数值 求解 程序 绘 出 的 在 同一 坐标 系 内 典型 的 捕食 者 和 被 捕食 者 曲线 ， 我 们 使 用 
的 初始 条 件 为 z(0) =4, у00) =4. 上面 的 曲线 代表 的 是 捕食 者 
(狐狸 ) 数 量 的 z(z) 曲线 ， 而 下 面 的 曲线 代表 的 是 被 捕食 者 ( 免 
子 ) 数 量 y(z) 的 曲线 ， 观 察 发 现 ， 模 型 所 预测 的 两 种 动物 的 数 
量 z(t) 和 y(t) 随 时间 周期 性 地 变化 ， 这 和 我 们 的 直 沉 一致， 因 
为 随 着 被 捕食 者 数量 的 减少 ， 捕 食 者 的 数量 最 终 也 会 因为 食物 
供应 的 短缺 而 减少 ， 而 捕食 者 数量 的 减少 又 会 导致 被 捕食 者 数 
量 的 增加 ; 这样 ， 捕 食 者 的 数量 又 会 增加 ， 再 次 导致 被 捕食 者 
的 数量 减少 . Е 

竞争 模型 现 假设 两 种 动物 生活 在 同一 生态 系统 中 ， 它 们 并 不 是 捕食 者 和 被 捕食 者 ， 但 会 
在 同一 系统 中 竞争 相同 的 资源 (例如 食物 和 生存 空间 )， 如 果 没 有 另 一 种 动物 存在 ， 我 们 假设 它 
们 数量 的 增长 速率 分 别 为 


dz — ¿z 和 时 = су. (9) 


因为 两 种 动物 在 竞争 ， 所 以 假设 每 种 动物 数量 的 增长 速率 都 受到 另 一 种 动物 数量 的 影响 而 
减缓 ， 这 样 ， 两 种 动物 数量 的 模型 由 以 下 线性 方程 组 给 出 : 


О 第 10~~15 章 是 本 教材 的 扩展 部 分 . 
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(10) 


Жр а, b, c fll d 为 正常 数 . 
另 一 方面 ， 像 在 (5) 中 所 做 的 假设 一 样 ，(9) 中 增长 速率 的 减少 与 两 种 相互 影响 的 物种 数量 
成 正比 : 


学 = =ax— bzy, 


(11) 


dy_ 一 
су аху. 


上 述 非 线性 方程 组 与 Lotka-Volterra 捕食 -被 捕食 模型 模型 类 似 ， 最 后 ， 与 现实 更 接近 的 做 法 
是 将 (9) 中 以 指数 方式 增长 的 速率 替换 为 以 逻辑 斯 说 方式 增长 的 速率 (这 样 ， 在 很 长 一 段 时间 以 
后 ， 动 物 的 数量 是 有 界 的 ): 


02 = arb 以 及 = a by. (12) 


当 这 一 新 速率 以 一 个 与 两 种 动物 相互 作用 数量 成 正比 的 速率 递减 时 ， 我 们 得 到 另 一 个 非 线 性 
模型 
ах 


T = mz — а? 一 clzy = z(a — Вх су), 


(13) 


+ ey bay? — cz zy = уСа: — b. y — сх), 


其 中 所 有 的 系数 均 为 正 ， 线性 方程 组 (10) 和 非 线性 方程 组 (11)、 (13) 称 为 竞争 模型 
(competition model). 
电路 ”一 个 包含 多 个 回路 的 电路 网 络 可 以 用 微分 方程 来 描述 ， 如 图 3. 21 所 示 ， 电 流 01 
在 图 示 的 B, 点 分 开 ， 则 B, 被 称 为 电路 中 的 一 个 结 点 ， 由 基 尔 霍 夫 第 一 定律 有 
à GD 25150) + is (0. (14) 
KAR, #& E 1 BE th УН 3 & 252 2554 # Kirchhoffs 
second law)， 在 回路 A, В. B;,A:A, 中 ， 对 各 部 分 的 电压 求 和 得 


E(t) = i R, +L, aR. (15) 


А В, С, 


WW 
ШИ! 


类 似 地 ， 在 回路 А. B,C C, В, А, A P, RIA 12 


di, 


E(t) = LR: 444 Чг (16) 


ЖШ 01:43 22153 #1016) 9 i BARDATA CGO 8 i 0089 A; B, С, 
线性 一 阶 方程 ; 图 3.21 


Їл + (R, 十 R,)is 十 Riis = E(t), 


L: E 十 Riis 二 Riis = ЕС. 
证 明 可 以 用 如 下 方程 组 描述 如 图 3.22 所 示 电 路 中 的 电流 ， 
这 个 电路 中 含有 一 个 电阻 、 一 个 电感 线圈 和 一 个 电容 . 0100 T> 
й i 
d 
1 (18) O š й 


RC а-а = 0. 
练习 3.3 
放射 系 
1. 我 们 还 没有 讨论 如 何 求解 一 阶 微分 方程 组 . 然而 求解 形 如 (2) 的 方程 组 只 需要 知道 如 何 求解 单个 线性 一 
阶 方程 。 根 据 初 值 条 件 z(0) 二 xz。，y(0) 二 0，z(0) 二 0 求 出 (2) 的 解 . 
El.2. 在 习题 1 中 ,假设 时 间 以 天 计算 , 衰减 常数 和 二 一 0. 138 629, ks 一 一 0. 004 951, х=20. 利用 绘图 工 
具 在 同一 坐标 系 内 绘 出 解 A, yG) z(t) 的 图 像 ， 利 用 图 像 近 似 求 出 X 和 YY 的 半衰期 . 
з. 利用 习题 2 得 到 的 图 像 近 似 求 出 当 xz(z) 和 y(t) 相等 的 时 间 ，zCz) 和 =( 妇 相等 的 时 间 ， 及 УСО ЯТ «СН 
等 的 时 间 . 为 什么 求 得 的 уС09 z(z) 相 等 的 时 间 与 我 们 所 预测 的 一 致 ? 
4. 建立 一 个 包含 WW、X、Y Ж Z 四 种 元 素 的 放射 系 模型 ， 其 中 Z 为 一 种 稳定 元 素 . 
混合 物 
5 考虑 A 和 B 两 个 容器 ,液体 以 相同 的 速率 注入 和 抽出 ， 如 方程 组 (3) 所 描述 ,如果 以 浓度 为 2lb/gal 的 
盐 溶 液 代替 注 人 容器 A 的 纯 水 ， 那么 相应 的 微分 方程 组 是 什么 ? 
6. 利用 图 3.23 给 出 的 信息 建立 一 个 关于 t 时 刻 时 容器 A、B 和 C 中 盐 的 含量 x1 0. Zz(t) 及 Zz3(t) 的 数学 
模型 . 


图 3.22 


A 
5 gal/min 


图 3.23 


т. 两 个 大 容器 的 A ЯВ 装 有 100gal 盐 溶 液 。 初始 时 A 中 溶解 了 10015 盐 ，B 中 溶解 了 50lb #. 系统 是 封 
闭 的 ， 并 且 在 两 容器 间 流 动 的 溶液 是 均匀 混合 的 ， 如 图 3. 24 BUR. 
(a) 利 用 图 中 给 出 的 信息 建立 一 个 关于 上 时刻 容器 A M B 中 盐 的 含量 zx1(t)、zz(t) 和 zs (7) 的 数学 模型 . 
(b) 找 出 t 时 刻 z1(2) 与 zz(t) 之 间 的 关系 . 解释 为 什么 这 一 关系 与 我 们 所 预测 的 一 致 .利用 这 一 关系 求 
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ЊН г=30тіп 时 容器 B 中 盐 的 含量 . 


混合 物 
3 gal/min 


混合 物 
2 gal/min 


图 3.24 


8. 三 个 含有 盐 溶液 的 大 容器 ， 如 图 3. 25 л. 利用 图 中 给 出 的 信息 建立 一 个 关于 + 时刻 容器 A、B、C 
中 盐 的 含量 z, CO. z (1) 及 zs (的 数学 模型 .不 求解 方程 组 ， 预 测 当 上 ~ 十 ce 时 z a), 220) R х (0) 


的 极限 值 . 
纯 水 
4 gal/min 
混合 物 混合 物 混合 物 
4 gal/min 4 gal/min 4 gal/min 
图 3.25 
捕食 -被 捕食 模型 
Ы, э. 考虑 由 


dz 一 一 0. lz + 0. 02zy, 


dt 
ау _ = 
ч 0. 2y 一 0. 025zy 


定义 的 Lotka-Volterra 捕食 -被 捕食 模型 ， 其 中 хо) (捕食 者 ) 和 уа) (被 捕食 者 ) 以 千 为 单位 ， 设 х00)--6, 
у(о)=6. 利用 数值 解法 绘 出 z(t) 和 y(t) 的 图 像 . 利用 图 像 近似 地 找到 > 0 时 两 种 动物 数量 第 一 次 相 
等 的 时 间 . 利用 图 像 近 似 求 出 每 种 动物 数量 的 变化 周期 . 

竞争 模型 


Ы, 10. 考虑 由 


іх _ == = 

гта x(2— 0. 42 — 0. 3у), 
dy = y(1 一 0.1y 一 0. 3х) 
dt ` š 
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定义 的 竞争 模型 ， 其 中 z(t) 和 уб КЁ {у t ME. 根据 以 下 所 给 的 初始 条 件 ， 利 用 数值 求解 
程序 分 析 经 过 很 长 一 段 时 间 后 两 种 动物 的 数量 . 


(а) х(0) =1. 5, y(0)=3.5 (02х00) =1, у(0) =1 
(с) 200) =2, у(0) =7 (4) (0) = 4. 5, у(0) =0. 5 
Ы. 11. 考虑 由 
а 
ЕЯ = (1 — 0. 1z — 0. 05у), 
dy 


Кш y(1.7 — 0.1y — 0.15z) 


所 定义 的 竞争 模型 ， 其 中 x(t) 和 y(t) 以 千 为 单位 ，t UE. 根据 以 下 所 给 的 初始 条 件 ， 利 用 数值 求 
解 程序 分 析 经 过 很 长 一 段 时 间 后 两 种 动物 的 数量 . 


(a)x<(0)=1], y(0)=1 (b)z<(0)=4, y(0)=10 
(c)x<(0)=9, y(0)=4 (d)x<(0)=5.5, у(0)=3.5 
电路 


12. 证 明 描述 图 3. 26 所 示 电 路 网 络 图 中 的 电流 i (r) i ( 芒 的 微分 方程 为 


diz dis ЕЕ 
L хта 1) 8 Ес), 


13 = 0. 


© 
її 
WW 


3. 27 


图 3.26 


É 


14. 证 明 由 (18) 给 出 的 线性 方程 组 描述 了 图 3. 22 所 示 电 路 网 络 中 的 电流 i OFA k). [提示 : de/d 一 ] 

各 种 模型 

15. 一 种 传染 病 在 个 人 的 小 群体 中 通过 患者 与 易 感人 群 的 接触 传播 . 假设 每 个 人 都 是 易 感 染 的 且 传 播 过 
程 中 没有 人 离开 这 个 群体 ， 在 上 时 刻 ， 设 s(1)、i( 四 及 r(t) 分 别 表示 群体 中 (以 百 为 单位 ) 易 感染 但 还 
未 被 感染 的 人 数 、 已 经 感染 的 人 数 以 及 感染 后 治愈 的 人 数 . 解释 为 什么 用 以 下 微分 方程 组 描述 这 一 模 
型 是 合理 的 : 


=— kisi, 


r . 
= kzi, 


ds 
dt 
d = kit kisis 
dr 
dt 
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其 中 k (被 称 为 传染 速率 ) 和 k. (治愈 速 率 ) 为 正常 数 . 这 一 模型 被 称 为 SIR 模型 (SIR model). 给 出 方 
程 组 可 能 的 初 值 条 件 . 
16. (a) 解 释 为 什么 在 习题 15 中 只 分 析 


hit 
就 足够 了 . 
Ы, bike =0.2, k=0.7, n=10. ЖЖЖ 100) =, 04 <10. TE so>kz/kı K sokz /两 种 情 
况 下 利用 数值 求解 程序 确定 模型 预测 疾病 的 传播 情况 .估计 最 终 被 传染 的 人 数 . 
讨论 题 液体 浓度 液体 浓度 
17. 假设 如 图 3.28 所 示 的 隔 间 A 和 B 被 一 个 可 渗透 的 薄膜 分 х() 10) 
F, A 和 B 中 盛 有 溶液 .此 图 代表 了 一 个 细胞 的 内 部 和 外 
部 .再 假设 细胞 生长 所 需 的 营养 物质 可 以 穿 过 细胞 膜 ，t 时 
ЖА 和 B 中 营养 液 的 浓度 x(t) 和 y(t) 的 模型 由 线性 微分 方 
程 组 


ёс. Юу: 
вр х), 


dy_ “or 一 
05е у) 


给 出 ， 其 中 VA 和 Vs 为 隔 间 的 体积 ，A>0 为 一 个 渗透 因子 . 设 200) = ro 和 y(0) 王 表示 初始 时 营养 
液 的 浓度 .根据 给 定 的 方程 组 和 假设 z >y 20, 在 同一 坐标 系 内 绘 出 方程 组 的 解 曲线 . 解释 理由 . 
讨论 经 过 很 长 一 段 时 间 后 解 的 性 质 . 

18. 和 (2) 中 的 方程 组 一 样 ， 习 题 17 中 的 方程 组 也 可 以 用 我 们 现 有 的 知识 求解 ， 解 出 zCO 和 y(i) 并 与 在 
习题 17 中 猜测 的 图 像 做 比较 . [提示 : 对 两 个 方程 做 差 并 设 z(t) = 010) — y(t). 1 E 34 г> 十 ce 时 
x(t) 和 y(t) 的 极限 值 . 解释 为 什么 得 出 的 答案 和 我 们 所 预测 的 一 致 . 

19. 根据 图 3. 19 对 混合 物 问 题 的 描述 ， 讨 论 函数 zi(t) 和 zs (1) 的 性 质 ， 再 经 过 很 长 一 段 时 间 后 两 个 函数 
的 表现 如 何 ? 绘 出 z OM zs() 可 能 的 图 像 ， 根 据 初 值 条 件 z (0)=25, 2;(0)=0 利用 数值 求解 程序 
得 到 (3) 的 解 曲 线 ， 检 验 所 得 的 推测 . 
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|. 1976 年 3 月， 世界 人 口 达 到 了 40 亿 ， 当 时 一 本 很 受 欢 迎 的 新 闻 杂 志 预 测 人 
口 将 以 每 年 1. 8% 的 速度 增长 ， 在 45 年 后 将 达到 во 亿 ， 把 这 一 结果 和 传统 
的 模型 做 比较 ， 传 统 的 模型 认为 增长 速率 与 任意 时 刻 的 人 口 数量 成 正比 . 

2. AH 0. 06% 二 氧化 碳 的 空气 被 注入 一 个 容积 为 8 000ft 的 房间 ， 空 气 以 
2 000ft /min 的 速度 注入 并 以 相同 的 速率 抽出 ， 如 果 初 始 时 房间 内 二 氧化 碳 
浓度 为 0.2%， 确 定 此 后 任意 时 刻 房 内 二 氧化 碳 的 浓度 ，10min 后 浓度 为 多 | 
少 ? 在 稳定 状态 (或 均衡 ) 时 ， 二 氧化 碳 浓度 为 多 少 ? | | 

3， 一 个 如 图 3. 29 所 示 的 心脏 起 搏 器 ， 由 一 个 电压 恒 为 E, 的 电池 、 一 个 电容 和 L (E) 
_ 个 植 信 心脏 的 电阻 构成 ， 在 长 度 为 4 的 时 间 区 间 0-2224 Н, ЭЭС S ЕР 
位 置 ， 并 且 电容 正在 充电 时刻 开关 移 至 Q 位 置 ; 电容 在 长 度 为 的 时 间 
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区 间 记 和 受 :< 刀 十 如 内 放电 .在 两 个 区 间 内 心脏 获得 的 电压 可 由 分 段 定义 的 微分 方程 


0， 0 < t< £ 
E] < 1 


r 


1 
— ВСЕ’ б < £ < ат» 


描述 ， 相 同时 间 长 度 的 充 放电 过 程 可 以 无 限 次 重复 . 

(а ti =45, 1 =25, E, =12V. 在 区 间 0-2::118 内 求解 EG). 

(b) 为 了 便于 绘图 ， 设 R=C=1. 在 区 间 0 过 :过 18 内 绘 出 在 (a) 中 得 到 的 解 的 图 像 . 

. 假设 将 一 个 细胞 淄 人 浓度 为 常数 C, 的 溶液 .并 设 细胞 保持 体积 V， 细 胞 膜 表 面积 为 常数 A. 530 
原理 ， 细 胞 内 溶质 质量 m 的 变化 速率 与 表面 积 A 和 差 值 C, 一 CC7) 成 正比 ， 这 里 C(z) 为 +: 时刻 细胞 内 溶 
液 的 浓度 .如 果 т-УС(О.СС0)-4С,» RH СОО. 请 参考 图 3. 30. 

. 考虑 牛顿 热力 学 定律 4T/dt 二 k(T 一 T,),，k 二 0， 其 中 物体 周围 媒质 温度 T。 随 时 间 而 变化 . 假设 初始 
时 一 个 物体 温度 为 Ti ， 周 围 媒质 温度 为 T;,，T, =T,+B(T, 一 T)， 其 中 B>0 是 常数 . 

(a) 求 出 物体 在 t 时 刻 的 温度 . 

(b) 当 上 > 十 ce 时 物体 温度 的 极限 值 是 多 少 ? 

(c) 当 人 > 十 co 时 T, 的 极限 值 是 多 少 ? 

. 一 个 LR 串联 电路 中 有 一 个 可 变 电 容 ， 其 电容 值 被 定义 为 


£ 
= 55, 0<:<10 


0, t >> 10. 
шањ 5 0.20, 电压 EG) =4, 100) =0, 求 出 电流 iD 并 绘 出 СОВ. 


图 3. 30 图 3.31 


. 微 积分 学 中 有 一 个 经 典 的 问题 就 是 找 出 一 条 曲线 如 的 形状 使 得 一 
个 小 珠子 在 重力 作用 下 以 最 短 的 时 间 从 点 AO, 0) 滑 到 点 B, 
у), АИ 3. 31. 可 以 得 到 关于 曲线 形状 的 一 个 非 线性 微分 方程 
y[1 十 (y)?]=k， 这 里 是 一 个 常数 . 首先 用 > 和 dy 解 出 dx, 
然后 利用 代 换 > 一 sin?9 求 出 参数 形式 的 解 。 可 以 看 到 曲线 如 是 
一 条 圆 滚 线 . 

. 如 果 一 个 曲线 族 Сбх, у а) =0 中 所 有 曲线 与 另 一 个 曲线 族 H 
(х, у, с) =0 中 的 所 有 曲线 垂直 相交 ， 则 曲线 族 互 为 对 方 的 正 
交 轨 线 (orthogonal trajectory)， 请 见 图 3.32. ШЖ dy/dr= f(z， 
y) 是 一 个 微分 方程 族 ， 那么 这 个 微分 方程 组 的 正 交 轨 线 对 应 微分 
方程 族 dy/dz 二 一 1/ Га» y). B. 8.82 


Н(х, y, со) = 0 
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(a) 求 出 关于 曲线 族 y= 一 z+ 一 1 十 ce’ 的 微分 方程 ， 并 找 出 这 一 曲线 族 的 正 交 轨 线 . 
El (b) 求 出 曲线 族 y=1/(z 十 ci) 的 正 交 轨迹 ， 利 用 绘图 工具 在 同一 坐标 系 下 绘 出 两 个 曲线 族 的 图 像 . 
9, 两 种 动物 的 数量 由 以 下 非 线性 一 阶 微分 方程 组 描述 : 


“= = b z(a — r), 


d 
T = ko £y. 


求解 + 和 >y， 用 上 表示 它们 . 
10. 初始 时 ， 两 个 大 容器 A 和 B 分 别 装 有 100gal 盐 淤 液 . 混合 均匀 的 溶液 在 两 容器 之 间 交 换 ， 如 图 3. 33 
所 示 ， 利 用 图 中 给 出 的 信息 ， 建 立 一 个 关于 :时 刻 时 容器 A 和 B 内 盐 的 含量 zx; (r) 和 z (1) 的 数学 


模型 . 
2 Ib;gal 混合 物 
7 gal/min 5 gal/min 
— —— 7 ——— 


Ii 

Н 1 

| B I 

| 100 gal ` į 

i 2 
混合 物 混合 物 вай 
3 gal/min 1 gal/min 4 gal/min 

图 3.33 


项 目 模型 : 可 再 生 资 源 的 利用 


人 们 希望 利用 的 可 再 生 资源 有 很 多 ， 例 如 产 于 太平 洋 的 大 麻 哈 鱼 和 大 比目鱼 、 产 于 北美 五 
大 湖 的 链 鱼 、 森 林 中 的 树木 、 每 年 被 捕猎 的 鹿 和 水 鸟 等 ， 这 里 我 们 不 考虑 诸如 煤炭 、 石 油 、 天 
然 气 或 矿石 之 类 的 不 可 再 生 资 源 . 我 们 需要 一 个 方案 使 得 我 们 能 够 最 大 限度 地 利用 现 有 的 可 再 
生 资 源 而 又 不 会 因 过 度 使 用 而 导致 其 低 于 一 个 可 持续 的 水 平 . 这 里 研究 的 简单 数学 模型 为 设计 
这 样 的 方案 提供 了 一 些 参考 ， 进 一 步 的 研究 由 Clark АЗН. Э 

如 果 没 有 人 类 的 和 干扰， 我 们 假设 资源 数量 按照 逻辑 斯 谤 方式 增长 ， 如 3.2 节 中 方程 (3) 和 
图 З. 13 描述 的 那样 ， 回 顾 如 果 PORK t 时 刻 ( 以 年 计 ) 的 资源 数量 (以 单位 面积 或 体积 内 生物 
的 数量 ， 或 资源 总 量 表示 )， 则 逻辑 斯 详 方 程 为 


S = P(r— Р) = FP), (1) 


这 里 y— 0 为 图 有 增长 率 (intrinsic growth rate), K 为 环境 承载 能 力 (environmental carrying 
capacity) (也 被 称 为 他 和 水 平 (saturation level) 或 极限 资源 (limiting population)， 因 为 随时 间 推 


© Colin W. Clark, Майетайса! Bioeconomics: The Optimal Management оў Renewable Resources, 2nd ed. (New 
York: John Wiley & Sons, 1990). 
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移 资 源 数量 会 达到 这 个 值 )， 这 些 常 数 的 值 是 通过 实验 确定 的 . 

在 这 一 模型 里 我 们 假设 人 类 获取 的 是 某 种 动物 资源 . 

常数 收获 速率 ”在 第 一 个 例子 中 ， 我 们 假设 收获 速率 (harvest rate) 为 常数 hh， 则 微分 方程 
(1) 被 改写 为 


dP r 
a T PCE кР) h= Е(Р) ~ һ = (Р). (2) 


注意 ,函数 G(P) 一 (一 r/K)P* 十 rP 一 h 是 一 个 关于 了 的 二 次 多 项 式 ， 其 图 像 是 下 四 的 ， 在 正 
常情 况 下 收获 速率 不 会 太 高 ( 即 ji<<maxF(P) = Е(5-К) = 7Кә, WAR G 在 区 间 [0，K] 上 
有 两 个 零点 ， 这 两 个 零点 P 和 已 的 值 ， 如 图 1 所 示 ， 可 由 二 次 求 根 公式 得 到 : 

в, KvK —4Kh/r 

1.2 2 . 


通过 观察 得 到 РО) = Р, Я P(t) 一 P; 是 (2) 的 常数 解 ， 或 称 均衡 解 ， 由 图 1 我 们 看 到 ， 导 数 
dP/dt 在 区 间 Pi 二 P 二 P; 上 为 正 ， 所 以 了 在 该 区 间 上 会 增加 ， 而 P 取 其 他 值 时 ар/а 为 负 . 
然后 对 (2) 微 分 ,我们 得 到 

аР 2 


ФР (1 Zp) 一 (1 一 长 P)JGCP)， 


ERERKEN PAPE РОО FII > K< P< P, P(D) 上 站， 不 解 方程 ， 我 们 仍 可 以 推出 


解 的 一 些 定性 性 质 ， 请 参考 图 2. 注意 如 果 初 始 时 刻 动物 数量 小 于 P; ， 则 数量 P(z) 将 会 在 有 限 
时 间 内 减 小 到 0( 灭 绝 )， 否 则 动物 数量 PG) 将 达到 一 个 小 于 有 (没有 人 类 利用 下 的 极限 数量 ) 的 
值 P,， 数 学 家 们 把 P; 定 义 为 一 个 渐 近 稳定 均衡 (asymptotically stable equilibrium) 3 A 5) f 
(Cattraeter) ， 因 为 其 他 始 于 P, 附 近 的 解 都 会 逐渐 趋 近 水 平 直线 P= 二 P: ;Pi 称 为 一 个 不 稳定 均 
衡 (unstable equilibrium) 或 排斥 子 (repeller)， 所 以 我 们 可 以 得 出 结论 ， 不 能 收获 量 太 大 ， 否 则 
会 导致 资源 枯竭. 


G(P) 
1К- h 


现在 我 们 考虑 下 一 个 问题 : 收获 量 是 多 大 时 仍然 能 保证 可 持续 的 ( 即 长 时 间 的 ) 收 获 ? 前 面 
1 1 
我 们 看 到 当 一 广 rK 时 GCP) =0 有 两 个 实数 解 ， 另 一 方面 ， 如 果 АК Egr AO 
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从 图 中 可 以 看 出 4P/di 一 G(P)<0， 所 以 PCD 会 减少 到 0. 最后， 当 h 一 二 rK 时 方程 GCP) 一 0 
1 、 ‚ 
# RP = K. + P 的 值 也 是 微分 方程 的 一 个 常数 解 ，h 一 子 rK 称 为 最 大 可 持续 产量 


(maximum sustainable yield，MSY)， 这 样 动物 数量 可 以 保持 为 常数 P = K 而 收获 量 等 于 
常数 MSY， 换 言 之 ，MSY 等 于 每 年 的 增加 数 减 去 死亡 数 . 
下 面 对 所 有 使 用 这 一 模型 计算 实际 情况 中 MSY 的 人 们 提出 一 个 警告 ，R 和 K 的 值 往往 只 有 
10% 的 准确 性 ， 用 h 一 子 rK 来 计算 MSY 也 许 会 得 到 过 大 的 数字 ， 从 而 导致 动物 数量 减少 甚至 灭绝 . 
到 目前 为 止 ， 我们 在 没有 实际 求解 微分 方程 的 情况 下 已 经 得 到 了 一 些 关 于 (2) 的 解 的 定性 


的 信息 ， 方 程 (2) 依 赖 于 初 值 条 件 PO = P, 的 解 可 以 通过 变量 分 离 很 容易 地 求 得 .因为 Pl 和 
P, 是 零 解 ， 所 以 P 一 P, 和 了 一 P: 一 定 是 GCP) 的 因子 ， 可 以 将 


ег Түр- ж dP =_ К 
dt КОР-РОС-РОЗй ортр(Р-Роо K 
使 用 部 分 分 式 然后 积分 得 
1 Р-Р, r 
БОБ! p p |= Kt f €. (3) 


在 (3) 中 应 用 P(0)= P ӨВ PC(D) ， 我 们 得 到 
РЧ) = P, (P, — Pi) — P, (P. — Ре“ | 
Р, = Р, — (Р, — Р,)е“ 
其 中 wyr(P, 一 P,)/K= >VI 二 三 7Kr ， 从 显 式 解 (4) 中 可 以 清楚 地 看 到 ， 随 着 上 的 增加 ，P 
СОВЕ Pe. 
收获 量 与 动物 数量 成 正比 ”在 下 面 的 模型 中 ， 我 们 假设 收获 量 与 动物 数量 成 正比 ， 则 对 
(1) 做 改动 后 得 | 


dP | r _ 
©; = ЕОР — EP P(r ЕР) EP = С(Р), (5) 


其 中 E>0 是 一 个 影响 (effort) 系 数 ， 这 里 是 一 个 常数 ， 它 可 以 用 来 衡量 即将 收获 的 资源 数量 . 
和 前 面 一 样 ， 考 虑 由 方程 GCP) 一 Pr 一 下 rP/K)=0 所 获得 的 均衡 解 。 当 影 响 不 超过 增长 
速率 r 时 ， 可 以 求 得 一 个 正 数 解 Pi 一 K (1 一 E/r). 因为 (5) 可 以 被 改写 成 dP/dr= — (r/ K) P 
(P 一 P,)， 所 以 可 以 看 到 如 果 0< P< P, ， 则 有 аР/аг>0, 而 如 果 P> P,, ， 则 有 dP/dt<0. 这 
说 明 一 个 解 总 会 趋 近 于 均衡 解 PC 二 Pi， 使 得 Р, 成 为 一 个 渐 近 稳定 均衡 ， 或 吸引 子 . 在 这 种 
情况 下 ， 均 衡 收获 量 或 可 持续 产量 (sustainable yield) X EP, =KEOQ—E/r). ЖЖ, ЖАХ 
表达 式 左 边 的 值 依赖 于 右边 一 个 关于 E й 1, 当 Е= 1н, Р,= К 时 有 最 大 值 . 根据 
жя, ЕР, 为 最 大 可 持续 产量 或 MSY. 
为 了 给 出 这 个 模型 的 结论 ， 我 们 注意 到 可 以 求 出 (5) 式 的 解析 解 。 实 际 上 ， 以 下 形式 的 (5) 式 
dP r r 6 
s = Р| Е К?) | (6) 
是 一 个 形 如 3. 2 节 中 (4) 的 逻辑 斯 诺 方 程 ， 其 中 а=т—Е, b=r/K. ЖН 3. 2 节 中 的 (5) 我 们 
得 到 方程 的 解 


(4) 


108 第 3 章 


РО) = (я = РЭР, 
БКА E— P Ky e s ы 
从 (7) 中 可 以 看 出 当 六 > 十 co 时 极限 数量 为 K(1 一 E/7). 
р 
作为 一 个 例子 ， 克 拉克 以 1976 年 为 1 一 0 84 234, Р„=Р(О)=70 000， 对 南极 鳍 鲸 估 计 出 
r=0. 08 及 K=400 000. 


(a) 在 这 个 常数 收获 模型 中 ， 对 于 一 个 确定 的 鲸 的 数量 P, = 
+ K=200 000, 我们 得 到 MSY 为 1 一 二 rK 一 8 000. 然而 ， 因 为 
初始 数量 为 Р„=70 000< P, ， 鲸 的 数量 会 减 至 0， 因 为 第 一 年 的 
新 增 数 量 ( 总 数量 乘 以 增长 速率 =70 000Х0.08--5 600) 小 于 收获 S “усны 
数量 ， 为 了 保证 Pu 之 P, ， 我 们 需要 选 使 <4 620( 请 参考 “相关 练习 ”中 习题 3 的 (b)). 在 这 种 


情况 下 ， 数 量 P(iD) 慢 慢 接近 P,=330 000. 一 个 使 鲸 的 数量 尽快 达到 这 一 数字 的 方法 是 在 初始 
时 严格 限制 捕 鲸 ， 这 样 才 可 能 在 以 后 有 更 大 的 收获 


Cb) 在 影响 系数 为 常数 的 模型 中 ， 我 们 假设 影响 是 (a) 中 增长 速率 的 一 半 ， 即 E= r= 


0.04. MM Р, = K=200 000， 第 一 年 收获 量 为 EP(0)=0.04X70 000=2 800. MSY 为 EP, = 


0.04X200 000=8 000. m 
相关 练习 
1. (a) 考 虑 常数 收获 模型 


аг = Р(5— P) — 4,Р(0) = P». 


因为 这 个 微分 方程 是 自治 的 ， 所 以 可 以 利用 2.1 节 中 讨论 的 相 图 概念 ， 分 别 在 P.>4, 1<Р,<4 和 
0 二 P, 二 1 的 情况 下 ， 绘 出 相应 的 有 代表 性 的 解 曲线 ; 在 两 种 情况 下 分 别 确定 长 期 资源 数量 . 
(b) 求 解 (a) 中 的 初 值 问 题 ， 利 用 绘图 工具 检验 在 (a) 中 得 到 的 结果 . 
(Co 利用 (a) 和 (b) 中 的 信息 确定 这 种 动物 是 否 会 在 有 限时 间 内 灭绝 ， 如果 会 ， 求 出 这 个 时 间 . 
2. 如 习题 1 一 样 ， 用 定性 和 解析 方法 给 出 常数 收获 模型 . 确定 这 种 动物 会 不 会 在 有 限 的 时 间 内 灭绝 ， 如 
果 会 ， 求 出 这 个 时 间 . 


са Р-Р(5- ру 25 OE a 


3. 这 个 问题 与 例 1 ВТУ 00 8 БЕЙНЕН Ж. 
Ca) 如 果 不 允 许 捕捞 ， 饼 的 数量 超过 了 K 一 200 000 需要 多 长 时 间 ? 以 Po = 70 000 绘 出 解 在 0<+<100 
内 的 图 像 
(在 以 党 速率 捕捞 的 情况 下 ， 计 算 使 得 Р 二 Pi 的 4 一 加 的 值 ， 以 了 ,70.000 2 h= -ho tkt 0< 


1100 内 的 图 像 . 
(c) 在 影响 系数 为 常数 的 情况 下 ， E, 为 多 少时 可 以 得 到 MSY? 产 出 为 多 少 ? 鲸 的 极限 数量 为 多 少 ? 


р, =70 000, E= +E, , БНН fE 0<1<100 内 的 图 像 
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4. (а) 1 中 的 数据 (摘自 克拉 克 1976 年 出 版 的 书 ) 给 出 了 秘鲁 对 凤 尾 鱼 捕捞 的 部 分 历史 数据 ,我们 考虑 用 
渔船 的 数量 B 乘 以 捕捞 的 天 数 D 作为 衡量 捕捞 影响 的 尺度 ， 我 们 设 E= <cBD， 这 里 “是 比例 常数 ， 如 
果 收 获 量 C 与 影响 的 尺度 和 鱼 的 数量 成 正比 . 92 С--ЕРСО--сВОРОО. ЕФ POE t BJ Za) të 80 22 
量 ( 以 百 万 吨 为 单位 )， 那 么 PG)=C/CGCBD) 4 c=2X10- 7 ， 利 用 CAS 绘 出 1959 一 1973 年 的 数据 点 


CP 和 年 度 ). 
表 1 

年 渔船 数量 捕捞 的 天 数 收获 量 ( 百 万 吨 ) 
1959 414 294 1. 91 
1960 667 279 2. 93 
1961 756 298 4. 58 
1962 1 069 294 6. 27 
1963 1 655 269 6. 42 
1964 1 744 297 8. 86 
1965 1 623 265 7.23 
1966 1 650 190 8. 53 
1967 1 569 170 9. 82 
1968 1 490 167 10. 26 
1969 1 455 162 8. 96 
1970 1 499 180 12. 27 
1971 1 473 89 10. 28 
1972 1 399 89 4. 45 
1973 1 256 27 1. 78 


O O -一 -一 


(b) 考 虑 数据 点 的 自然 分 布 并 忽略 掉 一 些 异 常 点 ， 我 们 可 以 认为 由 (a) 得 到 的 图 表示 了 一 个 如 下 的 函数 


P K 
P, + (K — Р,)е" ` 


其 中 P。、K 和 分 别 为 初始 数量 、 极 限 数量 和 增长 速率 . 利用 (a) 中 近似 得 到 的 РО ВОВ Ж н 
Pa, K K r 的 信 ， 在 图 中 绘 出 РО) АИ. 


(c) 利 用 (b) 中 得 到 的 P,、K， r 的 值 和 收获 数量 六 一 起 rK， 在 常数 收获 的 情况 下 给 出 微分 方程 的 解 (4) 
在 区 间 0 委 : 委 100 上 的 图 像 . 


(dd) 利用 (b) 中 得 到 的 Po、K KÉ r 的 值 和 影响 三 一 六 r， 在 常数 影响 的 情况 下 绘 出 微分 方程 的 解 (7? 在 区 


РЧ = 


闻 0O<: 委 100 上 的 图 像 . 


柯 西 - 欧 拉 微 分 方程 的 解 ， 见 图 4.15 


第 4 章 高 阶 微分 方程 


现在 开始 ， 我 们 要 学 习 求 解 二 阶 或 二 阶 以 上 的 微分 方程 在 本 章 的 前 七 节 中 ， 我 们 将 学 习 
基本 的 定理 和 一 些 解 特 定 类 型 线性 方程 的 方法 .在 4. 8 节 中 ， 我 们 将 介绍 用 消 元 法 解 线性 常 微 
分 方程 组 ， 这 种 方法 使 得 每 一 个 因 变 量 对 应 于 一 个 线性 高 阶 微分 方程 ， 从 而 把 方程 组 分 解 来 使 
之 简化 ， 本 章 结 尾 处 对 非 线 性 高 阶 微分 方程 做 了 简要 的 介绍 . 


4.1 基本 定理 : 线性 方程 


在 第 2 章 中 ， 我 们 学 习 了 通过 把 一 阶 微分 方程 分 为 可 分 离 的 、 线 性 的 、 齐 次 的 ， 或 伯 努 利 
方程 来 求解 ， 尽管 这 些 方程 的 解 都 是 参数 族 的 形式 ， 但 是 有 一 点 ， 这 种 解 族 没有 表示 出 微分 方 
程 的 通 解 ， 只 有 在 解 线性 一 阶 方程 时 ， 我 们 才 可 以 通过 一 些 连续 性 条 件 得 到 通 解 ， 回顾 前 面 讲 
过 的 ， 通 解 是 定义 在 和 微分 方程 相同 定义 域 上 的 解 族 ， 它 包 括 了 微分 方程 的 所 有 解 . 本 章 我 们 
的 主要 目标 是 求 线性 高 阶 微分 方程 的 通 解 ， 因此 我 们 首先 来 看 一 些 定理 . 

4.1.1 初 值 和 边界 值 问 题 ` 

初 值 问题 在 1.2 节 中 ， 我 们 定义 了 一 般 n 阶 微分 方程 的 初 值 问 题 ， 对 于 线性 微分 方程 ， 

n 阶 初 值 问 题 (nth-order initial-value problem) 为 : 


n w 
#:а, (2) У Ба (z) T+ +a (х) ЧУ +a (z)y = (=), Эр 


约束 :y(Czo) == Ха ,y (zo) к= уң (зуут Сло) = У 
考虑 这 样 一 个 问题 ， 求 一 个 定义 在 区 间 工 上 的 函数 ， 工 包含 ru， 这 个 函数 满足 微分 方程 和 在 хо 
Ж n 个 初 值 条件 : y(Czo) 一 yo , y (20) = x 人 ар (20) = у,-1. 我 们 已 经 学 过 二 阶 初 值 


问题 的 情形 ， 它 的 解 曲线 一 定 通过 点 (ze ，y) 并 且 在 这 点 的 斜率 为 y. 

存在 性 和 唯一 性 在 1.2 节 中 ,我 们 给 出 了 一 个 定理 ， 说 明了 一 阶 初 值 问题 解 的 存在 性 和 
唯一 性 条 件 . 接 下 来 的 一 个 定理 给 出 了 初 值 问题 (1) 中 解 的 存在 性 和 唯一 性 的 充分 条 件 . 

唯一 解 的 存在 性 

4- а„(х), алба), "° а. (х), а(х)Җ g) ŽE lJ I 上 的 连续 函数 ， 对 于 了 上 的 所 有 工 
Ж а„(х) 50 RI. 3 z= <o 是 工 中 的 任意 一 点 ， 那么 初 值 问 题 (1) 的 解 y(Z) 在 区 间 1 L Ar 
在 并 且 唯 一 . 
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初 值 问题 的 唯一 解 
初 值 问题 


3уУ7--5У-у +7у = 0, у(1) =0,у(1)=0, у(1)=0 
有 平凡 解 "一 0。 因 为 三 阶 方程 是 常 系数 线性 的 ， 所 以 定理 4. 1 的 条 件 均 满足 ， 因 此 ，y 王 0 是 
任何 包含 х1 区 间 上 的 唯一 解 . ж 
初 值 问 题 的 唯一 解 
可 以 很 容易 证 明 函 数 y==3e” 十 e “一 3x 是 初 值 问题 
у —4y= 12x, y(0)= 4, y 00) = 1 
的 解 ， 这 个 微分 方程 是 线性 的 ， 并 且 其 系数 和 g(x) 二 12z 都 是 连续 的 ， 在 任何 包含 r=0 的 区 
间 I 上 都 有 as(zx)= 二 1 关 0. 我 们 可 以 从 定理 4.1 知道 这 个 所 给 的 函数 是 工 上 的 唯一 解 . || 
定理 4. 1 ÆR а, (л), i=0, 1, 2, +, п 是 连续 函数 并 且 对 于 区 间 了 上 的 每 一 个 zx 都 有 
a (z) 尖 0 成 立 ， 这 两 点 都 很 重要 .特别 地 ， 车 对 于 区 间 中 某 个 + 有 a,(x) 二 0， 那么 线性 初 值 
问题 的 解 可 能 不 唯一 ， 甚 至 不 存在 例如， 可 以 证 明 函 数 > 一 cz 十 z 十 3 是 初 值 问题 
а?у — 2ху 十 2y 一 6,y(0) = 3,y (0) = 1 
在 (一 co， 十 co) 上 的 解 ， 对 于 任何 参数 c 都 成 立 ， 换言之 ， 这 个 初 值 问 题 没 有 唯一 解 . 尽管 定 
理 4.1 大 部 分 的 条 件 都 满足 ， 但 是 在 z=0 处 az (z)= x 为 零 ， 并 且 初 始 条 件 恰 好 考虑 的 也 是 
在 z=0 处 的 情况 . 
边界 值 问题 另外 一 种 类 型 的 问题 是 求解 二 阶 或 二 阶 以 上 的 线性 微分 方程 ， 在 这 类 方程 中 
因 变 量 y 或 其 导数 在 不 同 点 处 取 值 ， 例 如 : 


2 
#:а, (х) aG) ЧУ a| (z) = glz), 


约束 :y(a) = yy) = у 
称 为 边界 值 问 题 (BVP). 预先 给 定 的 值 yla) = уо, y(b)= у, 称 为 边界 条 件 (boundary 
condition)， 前 述 问 题 的 解 是 在 某 个 包含 a、b 的 区 间 I 上 满足 微分 
方程 的 函数 ， 解 的 图 像 通过 点 (a， yo) 和 (5，y1)， 请 见 图 4. 1. y 
对 一 个 二 阶 微分 方程 来 说 ， 其 他 边界 条 件 可 能 还 有 
y (а) = у, y(b)= X° 


微分 方程 的 解 


y(a)= уо, y (b) = у, 
y (a)= уо, y (b) = у, 
这 里 yo 和 у 表示 任意 常数 . 这 三 组 条 件 是 一 般 边 界 条 件 
о уба) + ё у (а) = у, 
ауф) + Ьу (b) = У 


的 特殊 情况 . „ык 


下 一 个 例子 表明 ， 即 使 满足 定理 4. 1 的 条 件 ， 边界 值 问题 也 可 能 存在 几 个 解 ( 如 图 4. 1 所 
示 )、 唯 一 解 或 根本 无 解 . 

边界 值 问 题 可 能 有 多 个 解 、 唯 一 解 或 无 解 

在 1.1 节 的 例 4 中 ， 微 分 方程 屏 十 16z 一 0 的 解 是 双 参 数 解 族 : 


= 和 AD 
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z+ = cicos4t c>;Sin4t. (2) 

(a) 现 在 我 们 来 求 这 个 方程 满足 边界 条 件 (0) =0, х(х/2)--0 的 解 . 从 第 一 个 条 件 0 一 crcos0 

十 czsin0 中 可 以 求 出 с =0, H zx 二 cosin4t， 但 是 当 t==x/2 Bf, 0= c,sin2x 对 于 所 有 的 c 都 成 立 ， 
因为 sin2x 一 0。 因此 边界 值 问题 

т + 16х = 0, <x(0) = 0, z( 


x 
2 
有 无 穷 多 个 解 ， 图 4. 2 给 出 了 单 参数 解 族 z= 二 cosin4t 中 一 些 
解 的 图 像 ， 它 们 通过 点 (0，0) 和 (x/2，0). 
(b) 如 果 (3) 中 的 边界 值 问 题 变 为 


必 十 16r = 0, x(0) = 0, «(5 )-0) (4) 


那么 由 x(0)==0 仍然 可 从 (2) 中 得 с, =0. 但 是 把 zxCr/8) 一 0 
代入 z= 二 cosin4t 中 ， 可 得 O0=c,sin(x/2)=c * 1. ИЖ, r=0 
是 新 边界 值 问 题 的 解 . 当然 ， 也 能 证 明 хэ--0 是 (4) 的 唯一 解 . 


C@ 最 后 ， 如 果 把 边界 值 问题 写成 шин 
174-16:-0, 200) = 0, 2(%)= 1, (5) 
我 们 还 可 以 从 200) =0 PEH c 0, BÆ 200/2) =1 代入 r=csnit 将 会 导致 = с зіп2т = 
сс 0 矛盾 ， 因 此， 边界 值 问 题 (5) 无 解 . н 
4.1.2 齐 次 方程 
形 如 
аа) Z +a, Со FA уу. -+a (z) Halr)y = 0 (6) 
的 线性 n 阶 微分 方程 称 为 齐 关 ("omogeneens M, 但 形 如 
a(z) 2 Hapa Со 973 чэн а Са) Z ао (ау = 800), (7) 


ах nl 
带 有 g(x)， 不 入 于 0 MJT BEER dk Jk (nonhomogeneous) 的. 例如 ，2y 十 3y —5y=0 EX 
次 线性 二 阶 微分 方程 , АН а" у” toy 十 10y=e 是 非 齐 次 线性 三 阶 微分 方程 . 本 章 中 的 齐 次 不 
是 指 2. 5 节 中 的 齐 次 函数 系数 . 
我 们 将 会 看 到 ， 为 了 解 形 如 (7) 的 非 齐 次 微分 方程 ， 首先 要 解 形 如 (6) 的 相关 齐 次 方程 
(associated homogeneous equation). 
Ж 为 了 避免 不 必要 的 重复 ， 作 为 一 种 惯例 ， 今后 我 们 在 阐述 与 (6)、(7) 相 关 的 定义 
和 定理 时 ， 都 有 如 下 假设 成 立 : 在 某 个 区 间 工 上 ， 
。 系 数 a,(z), 1—0, 1, 2, +, n 都 是 连续 的 . 
。 等 式 右 边 的 g(X) 都 是 连续 的 . 
。 对 区 间 上 所 有 的 工 都 有 av(Cz) 天 0 成 立 . 
微分 算 子 ”在 微 积分 中 ， 微 分 常用 大 写字 母 D KOR, M ау/ах= Dy. 符号 D 称 为 微分 算 
子 (differential operator)， 因 为 它 把 可 微 函 数 转变 为 男 一 个 函数 . 例如 ，D (cos4z) = 
—4sin4r, D (52° 一 6x?) 二 15x’ 一 1]2z， 高 阶 导 数 可 以 用 了 D ЖЖЖ: 


4 (а) ФУ = DCDy) = Dy RERNI = D'y, 
这 里 > 表示 充分 可 微 的 函数 . 用 р 表示 的 多 项 式 也 是 微分 算 子 ,例如 D 十 3，D? 十 3D 一 4， 
Sr’ D’ — 6x’ D --4:50--9 都 是 微分 算 子 ， 一 般 地 ， 我 们 定义 nn 阶 微分 方程 为 
L = а, (х) ЮР" +a, (DD +: 4а, (z2)D + a (z). (8) 
由 微分 的 两 个 基本 性 质 ， 我 们 有 DCcf(x))==cDf(z) 和 D{f(x) 十 g(x)} 一 Df(xz) 十 Dg(x) 成 
立 ， 其 中 c 是 常数 .微分 算 子 工具 有 线性 性 ; 即 工 作用 在 两 个 微分 函数 的 线性 组 合 上 等 于 工 
分 别 作用 于 每 个 函数 上 的 线性 组 合 ， 用 符号 表示 就 是 
L{af (z) + 86 (ХЭ) = aL(f (rz)) + BL. (g(%)), (9) 
这 里 c，8 都 是 常数 ， 因 为 有 (9) 所 示 的 人 性质， 所 以 我 们 称 n 阶 微分 算 子 为 线性 算 子 (linear 
operator). 
微分 方程 ”任何 线性 微分 方程 都 可 以 用 D 记号 来 表示 ， 例 如 ， 微 分 方程 y 十 5y +6бу= 
521—3 可 以 写成 Diy 十 5Dy 十 6y 二 5x 一 3 或 者 (D? 十 5D 十 6)y 二 5x 一 3， 利 用 (8) 式 ， 我 们 可 以 把 
п 阶 线性 微分 方程 (6) 和 (7) 分 别 写 为 
L(y)=0, L(y) = g(x) 
盖 加 原理 ”在 下 一 个 定理 中 ， 我 们 将 会 看 到 两 个 或 两 个 以 上 齐 次 线性 微分 方程 解 的 和 或 符 
加 仍然 是 它 的 一 个 解 . 
春 加 原理 一 一 齐 次 方程 
A yo уз, тээ уу Ж п Br k & 2 Ж (Б) ЕЕ й T 上 的 解 ， 那 么 线性 组 合 
у = ау (z) + cx yx (z) cy (z) 
仍然 是 区 间 工 上 的 解 ， 这 里 c，i 一 1，2，…， 有 都 是 任意 常数 ， 
证 ”我们 只 证 上 =2 的 情形 ， 其 他 情形 可 以 类 推 . 令 工 是 形 如 (8) 的 微分 算 子 ，y (zx) 和 和 
уз (Xx) 是 齐 次 微分 方程 L(y) =0 的 解 ， 若 定义 у= су a) teyr), WAR L RHE 
10у) = Llay (х) + с, уб} = aL(y)+cL(y) = су * 0 e + 0 = 0. m 
(A) 齐 次 线性 微分 方程 的 解 y, Cr) t) % 3 45 y 一 ciyiCz) 仍 是 它 的 一 个 解 . 
(B) 齐 次 线性 微分 方程 总 有 平凡 解 y 一 0. 
Жи 齐 次 微分 方程 
函数 у — 2 уг =r lnr 都 是 齐 次 线性 微分 方程 а?у" — 21у 十 4y 一 0 在 区 间 (0， 十 co) 上 的 
К. н, REAS 


у = ar + сохах m 
仍然 是 微分 方程 在 这 个 区 间 上 的 解 . 
函数 y= 二 e” 是 微分 方程 y 一 9y +14y=0 的 解 ， 因为 微分 方程 是 线性 和 齐 次 的 ， 这 个 解 的 
常数 倍 y=ce” 仍 然 是 它 的 一 个 解 ， 对 于 c 的 各 个 值 ， 我 们 知道 ?> 一 9e“，2? 一 0， у= үе? +: 
都 是 方程 的 解 . 
线性 相关 与 线性 无 关 接 下 来 的 两 个 概念 是 研究 线性 微分 方程 的 基础 . 
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线性 相关 /线性 无 关 


一 个 集合 由 函数 万 (z)， 户 (z)，…， 广 (z) 组 成 ， 如 果 存 在 不 全 为 零 的 常数 cl с, сз 
Си? 使 得 


+ 


ci fil) +c, е Са) Б Ас, Ў, Сх) = 0 
ЖЭ, RRRS šh ҖЕ B М ] 上 是 线性 相关 的 (linearly dependent). 如 果 在 区 间 工 上 函数 
集合 不 是 线性 相关 的 ， 我 们 就 称 它 为 线性 无 关 的 (linearly independent). 
换 名 话说， 函数 集合 在 区 间 1 上 是 线性 无 关 的 ， 如 果 有 
cfi С) + c, fe (z) + cf Ca) = 0 
对 区 间 БАЈА rR, VA c =c =-= c,=0 成 立 . 
这 个 定义 对 于 由 两 个 函数 请 (z) ， 户 (z) 组 成 的 集合 是 容易 理解 的 ， 如果 函数 集合 在 区 间 I E 
是 线性 相关 的 ， 那 么 存在 不 全 为 零 的 常数 cy ，c ， 对 于 区 间 上 每 个 z 都 有 caA(Cz)+c 户 (z) = 0 
R. 因此， 若 假设 上 Z0, 那么 有 р (0) = (с/о) Р, (х); 也 就 是 说 ， 如 果 两 个 函数 线性 相关 ， 
那么 一 个 函数 可 以 表示 成 另 一 个 函数 的 常数 倍 ， 反 过 来 ， 如 果 对 某 个 常数 c 有 filr) = f; (zx) 
成 立 ， 那 么 就 有 (一 1)， fi(x) 十 cs f(x) 一 0 对 区 间 上 的 每 一 个 z 都 成 立 ， 因 此 ， 函 数 线性 相 
关 时 至 少 有 一 个 常数 ( 即 c: 三 一 1) 不 为 零 ， 由 此 ， 我们 可 以 得 到 一 个 结论 ， 即 在 定义 区 间 上 郑 
两 个 函数 六 (z)、 户 (z) 线 性 无 关 ， 仅 当 其 中 任何 一 个 函数 都 不 能 表示 成 另外 一 个 函数 与 常数 
w Ж R. JHH, БАЙ d= sinr, flx) == зіпхсоѕх 在 区 间 ( 一 cc， 十 cc) 上 是 线性 相关 的 ， 
因为 广 (z) 可 以 表示 成 户 (z) 与 常数 的 乘积 ， 这 可 由 正弦 函数 的 二 倍 和 角 公 式 sin2z 一 2sinzcosz 
得 到 ， 另 一 方面 ， 函 数 广 (z) 一 rz，jas(z) 一 |z| 在 区 间 ( 一 c， 十 ce) 上 是 线性 无 关 的 ， 这 可 
由 图 4. 3 得 到 ， 一 个 函数 不 能 表示 成 另外 一 个 函数 与 常数 的 乘积 . 


a) b) 


图 4.3 


由 前 述 ， 商 fy (x)/ 有 n(x) 不 是 一 个 常数 ， 所 以 fi (x) 和 方 (z) 是 线性 无 关 的 . 这 个 事实 将 
会 在 下 一 节 中 用 到 . 
函数 的 线性 相关 
函数 у (х) = совт, р, (х) = зіп, f(r) =se at, filo) = ап х 在 区 间 ( 一 r/2，r/2) 上 
线性 相关 ， 因 为 
сусоѕ х + с; зїп ж + cesed х + c tan” х = 0, 


其 中 e =c =1, 603 二 一 1，c4 二 1， 这 里 用 到 cos:z 十 sinmz 一 1 和 1+ tan? r= ѕес? х. m= 
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BAAO, A, e (zz) 是 线性 相关 的 ， 若 至 少 有 一 个 函数 可 以 表示 成 其 他 函数 的 
线性 组 合 . 


函数 的 线性 相关 


RR f (о) =/т+5, f(z)=/z+5zr, fi(z)=xz—l, Р (а) з 在 区 间 (0， 十 oo0) 上 线 

性 相关 ， 因 为 7, 可 以 写成 fa. f, 和 f, 的 线性 组 合 ， 也 就 是 对 区 间 (0， 十 oo) 上 的 每 个 x 都 有 
f.) = 1+ fil) H5. f, Ga) + 0 + f. (z) 
成 立 . ш 

微分 方程 的 解 ” 我 们 主要 是 对 线性 无 关 的 函数 ， 从 某 种 意义 上 说 也 就 是 对 微分 方程 线性 无 
关 的 解 感 兴 趣 ， 尽 管 我 们 总 是 直接 利用 定义 4.1 来 判断 线性 相关 性 ， 但 齐 次 线性 n 阶 微分 方程 
(630) л Жу, уг сэ у, 是 否 线性 无 关 还 是 要 用 行列 式 来 判断 . 

朗 斯 基 行 列 式 

ЕЖ рб), Ра) с ООЖ Уп М. ВАЛЯ А 

f Jf: n. f, 

Wf ао) = й f: нм f. 
fy” f + гын 
这 里 用 搬 记 号 表示 导数 ， 这 个 行列 式 称 为 函数 的 朗 斯 基 行 列 式 (Wronskian)， 

线性 无 关 解 的 判定 方法 

Ау. yo у, ФКА Вп ПЛУС ЕКИ Т Еп ЛА, ЕПА Т 上 的 线 
性 无 关 解 当 且 仅 当 对 区 间 上 所 有 的 都 有 W(y，y2，"…，》) 了 0 成 立 ， 

ЖИЕ ОШ 4.23. ур, ус» тээ, 为 (6) 在 区 间 工 上 的 = 个 解 ， 那 么 朗 斯 基 行 列 式 W Со, 
风 ，…，y) 在 这 个 区 间 上 要 么 为 零 ， 要 人 么 永 不 为 零 . 

齐 次 线性 п 阶 微分 方程 的 n 个 线性 无 关 解 有 一 个 专用 的 术语 . 

基本 解 组 

区 闻 1 上 的 nn 阶 弃 次 线性 微分 方程 (6) 的 任何 半 个 线性 无 关 解 了 4， 加 гэ Ya 称 为 基本 解 
组 (fundamental set of solution). 

我 们 将 在 下 一 个 定理 中 说 明 线 性 方程 的 基本 解 组 是 否 存在 . 

基本 解 组 的 存在 性 

区 间 I E n 阶 齐 次 线性 微分 方程 (6) 的 基本 解 组 是 存在 的 . 

类 似 于 三 维 空 间 中 的 向 量 可 以 用 三 个 线性 无 关 向 量 i j, К 的 线性 组 合 表 示 ，n 阶 齐 次 线 
性 微分 方程 的 任何 解 都 可 以 表示 成 n 个 线性 无 关 解 的 线性 组 合 . 换言之 ,个 线性 无 关 解 yi» 
у. o у, 是 构成 微分 方程 通 解 的 基本 解 系 . 

通 解 一 一 齐 次 方程 

Жоу уст Ë n 阶 齐 次 线性 方程 (6) 在 区 间 I 上 的 一 个 基本 解 组 ， 那 么 方程 的 通 解 


(general solution) 是 


y = сау (z) + c; yz (z) +t + суу, (z), 
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这 里 ci，;i 一 1，2，…，7 是 任意 常数 . 
定理 4. 5 表明 如 果 Y(Cz) 是 (6) 式 的 任意 一 个 解 ， 那 么 总 能 找到 常数 Cl ，Cz сс 
Ү(т) = Су (х) + Су (х) + +5 + C,y, С) 
成 立 ， 下 面 我 们 证 明 n=2 的 情形 . 
证 SY kany tay +ау=0 在 区 间 I 上 的 一 个 解 ，y;，y: 是 它 的 两 个 线性 无 关 解 . 
假设 с=т 是 区 间 工 上 满足 更 (y1(1)，yz 000) 50 的 一 点 ， 同 时 有 了 (6 一 和 Y (1) =. RN 
通过 方程 组 


‚ C, 使 得 


С.у (ОЪ Су (0) = kis 
Ciy (D+ Су (t) = kz 
可 以 求 出 C, C, 的 值 ， 因 为 其 系数 行列 式 满 足 
XG ya) 
yG) y, (O z 9. 
但 这 个 行列 式 仅仅 是 x=t 时 的 朗 斯 基 行 列 式 ， 根 据 假设 我 们 有 Wo. 车 定义 G) =C yi Cr) + 
С, у(х), MJ G(xz) 满 足 微分 方程 ， 因为 它 是 微分 方程 两 个 解 的 合 加 ; G(x) 满 足 初 始 条 件 . 
СО) = Cy O Су (0) = b, С) = Cy (D+Cy (0) = kz; 
Y(x) 满 足 同 一 个 线性 微分 方程 和 同样 的 初始 条 件 。 因 为 ， 线性 初 值 问 题 的 解 是 唯一 的 (由 定理 
4.1 可 知 )， 所 以 可 知 Y(x) 二 G(x) 或 Y(x)==Ciyi (х) БС уг Са). m 
齐 次 微分 方程 的 通 解 
函数 y 一 e” 和 vs 二 e-“ 都 是 线性 齐 次 方程 y 一 9y 一 0 (оо, оо) ЕЙ. 这 两 个 解 在 
工 轴 上 是 线性 无 关 的 ， 这 可 以 通过 朗 斯 基 行 列 式 来 证 明 ， 对 区 间 内 的 所 有 z， 都 有 


wees °_ — 
: Зе?" 一 3e šr 
成 立 ， 我 们 可 以 从 方程 的 基本 解 组 得 到 它 的 两 个 解 y; 和 уг, АШК, у= се се “是 方程 的 
通 解 . = 


从 通 解 中 得 到 解 

函数 y=4sinh3z—5e E B| 7 中 微分 方程 的 一 个 解 (请 读者 自行 证 明 )， 根 据 定理 4.5， 我 
们 一 定 可 以 从 通 解 y= c er 十 ce 中 得 到 这 个 解 . 若 令 c = 2, с = —7, WA y 王 2esz 一 
Тес, 它 可 以 写成 


у = 2е —2е?* — 5e ™ a(S е -) бег", 


最 后 一 个 等 式 即 是 y 一 4sinh3z 一 5e 9. | 
齐 次 微分 方程 的 通 解 
函数 у =е", у еу ез ИЛ Н ЭГ у” 一 6y 11у —6y=0. 因为 
e e е” 
(етее) = |е" 2e” Зе" 一 2e 5 0 
e 4ez Өе 


对 每 个 实 值 x ЗГ, БИ уу» Ус» уз MAR Y С оо, 十 co) 上 的 一 个 基本 解 组 ， 由 此 我 们 可 
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得 у= се се" + c, e E f p 77 Е Ik, X ЇН] ЕНШ 8. | 
4.1.3 非 齐 次 方程 


任 给 一 个 满足 (7) 式 且 不 带 任何 参数 的 函数 y,， 称 之 为 方程 的 特 解 (particular solution) 或 特 积 
Ò (particular integrab)， 例 如 ， 可 以 直接 证 明 常 函数 у, =3 是 非 齐 次 方程 十 9y 二 27 的 特 解 . 
Фу. yo to уь 是 (6) 式 在 区 间 I EBR., y, 是 (7) 式 任意 一 个 特 解 ， 那 么 线性 组 合 
у = ау (х) соу (х) + б субх) 十 yp (10) 
也 是 非 齐 次 方程 (7) 的 解 . 如 果 读 者 仔细 想 一 想 ， 就 会 觉得 这 是 理所当然 的 ， 因 为 线性 组 合 
су) оу Сх) + ску СОЧ Р L=a, D" +a, D! + а Тас 变换 为 0， 同 时 
у, ERE ga). hn NARO ken 个 线性 无 关 解 ， 可 得 (10) 是 (7) 式 的 一 个 通 解 . 
通 解 一 一 非 齐 次 方程 
令 Уһ 是 非 齐 次 n 阶 微分 方程 (7) 在 区 间 ТЕ М, yis уо ts Ya 是 相关 齐 次 方 
程 (6) 的 一 个 基本 解 组 ， 那 么 在 区 间 工 上 的 通 解 (general solution ) 为 
у = су (х) су (х) + = E сууха 十 yp 
这 里 ci，i 一 1，2，…，7 是 任意 常数 ， 
证 令 工 是 (8) 中 定义 的 微分 算 子 ，Y(x) 和 y*(z) 是 非 齐 次 方程 (у) S8 OKRE, Ж 
定义 zz)=Y(z) 一 yw(Cz)， 那 么 由 工 的 线性 ， 我 们 有 
LD 二 LIYCz) — y,(z)) = L(Y(z)) — Су, G(z)) = g(z) — g(r) = 0. 
这 表明 u(x) 蚌 齐 次 方程 L(y) 二 0 的 一 个 解 . 因此 ， 由 定理 4.5 有 ulr) =y (х) teyr) + 
eet Cryn Cr), FE 
Y(z) — y, (z) = ау (z) + ca ya (z) + + Cnyn CT) 


Y(z) = ау (z) Hery: (z) Hie H сау, (z) + y, (z). | | 
RAA ”在 定理 4.6 中 ， 非 齐 次 线性 方程 的 通 解 由 两 个 函数 的 和 组 成 : 
у = ау (х) суг бх) + cy, (z) + у, (х) = у. (х) + y, (22. 
线性 组 合 y. (z) = су: (2) + соу CX) 十 … 十 cys(X) 是 (6) 的 通 解 ， 称 为 方程 (7) 的 余 函 数 
(complementary function). 换言之 ， 解 非 齐 次 微分 方程 首先 要 解 相关 的 齐 次 方程 ， 然后 求 出 
非 齐 次 方程 的 一 个 特 解 ， 那 么 非 齐 次 方程 的 通 解 为 
у= 余 函 数 十 特 解 = ye Ур. 
非 齐 次 微分 方程 的 通 解 
通过 把 函数 у, = H r 代入 非 齐 次 微分 方程 
у” —6бу 11у 一 6y 3х» (11) 
可 以 证 明 它 是 方程 的 一 个 特 解 . 为 了 求 出 (11) 的 通 解 ， 我 们 必须 先 解 相关 的 齐 次 方程 . 
у" —6у' + 11y 一 6y = 0. 


在 例 9 中 ,我 们 知道 后 者 在 (一 cp， 十 cc) 上 的 通 解 是 усе ое се“. В, ОПНЕ 


т т 11 1 
一 ye + Yp = се + c+ e° | cs es 12 > | Ш 


пу ”本 节 的 最 后 一 个 定理 在 4. 4 节 求解 非 齐 次 方程 的 特 解 时 非常 有 用 . 


或 
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ЖЛЖВ--4ЖЛН 
А Уһ , Ур, , "у, 是 ” 阶 非 齐 次 线性 方程 (7) 在 区 间 I 上 对 应 于 k 个 不 同 函数 8:, 82» "7 
gi 的 及 个 特 解 ， 也 就 是 设 y 表示 对 应 于 微分 方程 


а, (а) у Ба (х) у +e Ha (х) у +a (ж) у = (2) (12) 
的 特 解 ， 这 里 1 一 1，2，…， 则 
Ур 一 Уһ (z) ур, СЭ + уь, Сх) (139 


是 方程 
az)ym Баа (х)у У + Ба (х) у Ба, (х) у = в. (х) + в: (2) + в. Ск) (14) 
的 特 解 . 
证 RREA k= 的 情形 . 邻 工 是 (8) 定 义 的 微分 算 子 ， 令 y, OM ya (z+) 分 别 是 非 
齐 次 方程 L(y) 一 g1(x) 和 上 L(y) 一 gz(z) 的 特 解 ， 若 定义 уулт уд (z) y, (XY)， 我 们 将 证 明 y, 
是 L(y) 一 g1(x) 十 gs(x) 的 特 解 ， 再 由 微分 算 子 上 的 线性 ， 有 如 下 结果 成 立 : 
L(y,) = Liy, (z) + уь, (z)) = L(y, (3 HLO», (299 = gi (z) + g; (х). ш 
全 加 原理 非 齐 次 微分 方程 
请 读者 证 明 ; 


Yo, =— 4r 是 光一 3y +H4y=— 162? +2418 的 特 解 ， 
уь, = е y 一 3y 十 4y 二 2e*” 的 特 解 ， 
Уһ, = хе“ 是 y 一 3y 十 4y 一 2xe’ 一 e” 的 特 解 . 

根据 定理 4.7 中 的 (13) 可 得 Ye Ур, ° Ур, 的 又 加 


y= y, Ty, Ey, =— 47 +e" + хе 
是 方程 7 , 
y = Зу + 4y = — 162° + 242 — 8 + 2е* + 2ле" — е 
g1 (7) вз) Е 
的 解 . = 


Ж 车 y, 是 (12) 的 特 解 ，i 一 1，2，…，&， 当 方程 右边 等 于 
cg G) + c gI (z) + + + cg (z) 
时 ， 那 么 线性 组 合 
Ур = СУ», + c; уь», + + су, 

也 是 (14) 式 的 特 解 ， 这 里 c, 是 常数 ， 
在 精确 地 解 齐 次 和 非 齐 次 线性 微分 方程 之 前 ， 我 们 需要 在 下 一 节 给 出 另外 一 个 定理 . 
Жж 这 个 注释 是 1.3 节 末 尾 注 释 的 延续 ， 继 续 简 要 地 说 明 动 态 系 统 . 

数学 模型 为 n 阶 线性 微分 方程 

а, у + ari О) у Hee Ha (1)y +a (2) у = g(t) 

的 动态 系统 称 为 nn 阶 线 性 系统 (linear system). n 个 时 间 变 量 函 数 ус). y (Ө, s 
y (1D) 是 系统 的 状态 变量 (state variable)， 它 们 在 1 时 刻 的 值 就 是 系统 的 状态 (state of 
the system). WAK g AHA h Ж (input function), 施 连 函数 (forcing function) Җ, ЖЖ 28 
数 (excitation function). 微分 方程 的 解 y(1) 称 为 系统 的 输出 或 响应 (output or response of 
the system)， 在 定理 4.1 的 条 件 下 ， 输 出 或 响应 уб) H to 时 刻 时 的 系统 输入 和 状态 唯 
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一 决定 的 ， 也 就 是 由 初始 条 件 yG), y G), “тэ УЛ”? (to) 决定 的 . 
为 使 动态 系统 是 线性 的 ， 系 统 需 要 满足 定理 4.7 中 的 登 加 原理 ， 即 系统 的 响应 是 
登 加 的 输入 产生 的 登 加 输出 ， 我 们 已 经 在 3.1 节 中 学 过 一 些 简单 的 线性 系统 (一 阶 线 
性 方程 ); 在 5.1 节 中 ， 我 们 将 学 习 二 阶 微分 方程 的 线性 系统 ， 
练习 4.1 
4.1.1 初始 值 和 边界 值 问题 


在 习题 1 一 4 中 ， 指 定 区 间 上 所 给 出 的 函数 族 是 微分 方程 的 通 解 ， 求 函数 族 中 的 一 个 函数 ， 使 之 成 为 初始 
问题 的 解 . 


2 y=caer+c e л, (т-оо. ос); y —y=0, y(0)=0, у (0)=1 
узсе Безе", (—co, co); y—3y —4y=0, y(0)=1, y (0)=2 


、y 一 cl 十 czcosz 十 csinr，《〈 一 co 00); y'+y=0, y(z)=0, у (х) =2, у (п) = —1 


1 
2 
3. у= салс ліх, (0, оо); y лу +у=0. y(1)=3, у 0) -1 
4 
5 


. у= Бол Ж хуу =0 (0—90, Л so) 上 的 一 个 双 参 数 解 族 ， 说 明 不 能 找到 常数 c 和 со 使 之 满足 
初始 条 件 у00)=0. у'(0)=1. 解释 这 个 现象 为 什么 不 违背 定理 4 

6. 求 习 题 5 解 族 的 两 个 特 解 ， 使 其 满足 初始 条 件 >(0) 一 0， y (0)=0. 

7. zx(1) 二 ccoswt 十 czsinwt 是 xz 十 oz 一 0 在 区 间 (〈 一 2， 十 co) 上 的 通 解 ， 证 明 满 足 初始 条 件 的 z(0)= x; 
z'(0)= zr, 的 解 是 


Zi 
X(t) = xocoswt + = sinwt. 
w 


8. 利用 习题 7 中 22 х--0 的 通 解 ， 证 明 满 足 初始 条 件 So r a 的 解 是 习题 7 中 的 解 平 
移 个 单位 后 得 到 的 解 ; 


х . 
10) = xocosw(t— to) + = sino — to). 
(01 


在 习题 9、10 中 ， 分 别 求 出 一 个 以 z=0 为 中 心 的 区 间 ， 使 得 每 个 初 值 问 题 有 唯一 解 . 

9. (z=—2)y +3y=x, y(0)=0, у (0)=1 

10. y+ (tanr)y=e’, у(0)=1, y (0)=0 

п. 利用 习题 1 中 的 解 族 求 出 一 y=0 的 一 个 解 ， 使 其 满足 边界 条 件 >(0) 一 0， y(1)=1. 

12. 利用 习题 5 中 的 解 族 求 出 zy 一 y =0 的 一 个 解 ， 使 其 满足 边界 条 件 y(0) 二 1，y (17556. 

在 习题 13 和 14 中， 所 给 的 双 参 数 解 族 是 相应 微分 方程 在 区 间 ( 一 %， 十 co) 上 的 解 ， 确 定 是 否 能 找到 满 
足 边 界 条 件 的 特 解 . 


13. y=ae’cosrtce’ sinr; у — 2y 十 2y 一 0 


(а)у(0)=1. у (к) =0 СЬ) (09-41, уб) = — 1 

(02001, (5) =1 640500) =0, уб) =0 
14. у= сл Бел 3; 2? у'-—5ху 十 8y 一 24 

(a)y(—1)=0, y(1)=4 (5) у(0) =1, y(1)=2 

(с) у(0) =3, y(1)=0 (4) у(01) =3, (2) == 15 
4.1.2 齐 次 方程 


在 习题 15~22 中 ， 确定 所 给 的 函数 集 在 (一 02， 十 oo) 上 是 否 是 线性 无 关 的 . 
15. fiGa)= x, falz)= zt, fs (2) =4xz— 3а? 16. fi (х) =0, f. Gz)=x, f, (z)= e* 
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17. fi(z)=5, /%(х)=соз° х» р (х) = зіп z 18. А (x)=cos2x, f,(z)=1, р, (х) =соѕ? x 
19. А (х) =, р 0х) 2—1, fı бх) =<xz+3 20. /\(х)=2-єх, f.(z)=2+ || 
21. fil) =l +r, f. (z)= <=, f, (z=)—= x° 22. fi(z=)=e*, f,(z)=e *, fs(x)=sinhx 


在 习题 23—30 中 ,证 明 所 给 的 函数 是 微分 方程 在 指定 区 间 上 解 的 基本 集 ， 并 形成 通 解 . 
2З.у—у-—12у=0; e 3, еї, (~œ, +оо) 
24. у — 4у= 0; cosh2z, sinh2x, (— оо, +оо) 
25. y — 2y +5y=0; e*cos2z, еѕіп2х, (~œ, +оо) 
26. 4y — 4y + у=0; е, ze, (--со, +o) 
27. x? y" —6xy +12у=0; z’, zt, (0, +оо) 
28. zy 十 zy +y=0; cos(ln z), sinn z), (0, оо) 
29. л? у” бл? y Ахлу —4у=0; z, = 2, x шах, (0, œ) 
30. y? +y =0; 1, х, cosx, sinz, (—оо, +оо) 
4.1.3 非 齐 次 方程 
在 习题 31—34 中 ,证 明 所 给 的 双 参 数 函 数 族 是 非 齐 次 微分 方程 在 指定 区 间 上 的 通 解 . 
31. y—7y 十 10y 一 24er 
у= се се?" бе", (—co, +оо) 
32. у + y= secr; 
у= с соѕх с іп + хіп (cosr)ln(cosz), (—х/2, х/2) 
33. у—4у 十 4y 一 2e 十 47 一 12; 
у= се Боже" Бае" 0—2, (оо, +оо) 
34. 22? 学 十 5zy у= а? х; 


_ _ 1 1 
у= ах +c z тва? 625 (0, оо) 


35. (a) 证 明 ур, = Зе ЖП ур, = 2° 3х 分 别 是 如 下 方程 的 特 解 : 
y —6y +5y=—9e” 
及 
y — 6y +5у=5х' +3х— 16. 
(b) 利 用 (a)? 求 出 如 下 方程 的 特 解 ; 
у= 6y + 5y = 52° + 3r—16— 9e” 
和 
у'—6у +5у =— 102° — 6r + 32 + e=, 
36. (DR y +2y=10 的 一 个 特 解 . 
(Ж у +2у=—4х 的 一 个 特 解 . 
(с) у-+2у=—4х+10 的 一 个 特 解 . 
(d) 求 y 十 2y 二 8z 十 5 的 一 个 特 解 . 


讨论 题 

37. А 4 二 1，2，3，…， 讨 论 如 何 利用 D'r =0 和 Drz" 一 al 来 求解 所 给 微分 方程 的 通 解 ， 
(а)у/=0 (b)y”=0 
(с) уо 一 0 (фу =2 
(e)y”=6 (DD yV 一 24 


38. 设 у =e 和 光一 e* 是 齐 次 线性 微分 方程 的 两 个 解 ， 解释 六 一 coshz fll y = sinh 为 什么 也 是 方程 的 解 . 
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39. (a) 证 明 y =r 和 yz 一 | x | ?是 微分 方程 x 一 4xy 十 6y 一 0 在 区 间 ( 一 co， 十 ceo) 上 的 线性 无 关 解 ， 
(b) 证 明 М (у, уг) =0 对 所 有 实数 z 成 立 . 这 个 结果 违反 定理 4. 3 吗 ? 请 解释 . 
OHER Y, = x° ЖҮ, = х* 是 (a) 中 微分 方程 在 (一 co2， 十 cc) 上 的 线性 无 关 解 . 
(d) 求 微分 方程 的 一 个 解 ， 使 其 满足 у(0) =0, у (0) =0. 
(e) 根 据 全 加 原理 定理 4.2， 线 性 组 合 y 一 cuy tey: 和 了 =cYyi 十 czYy* 是 微分 方程 的 解 。 讨论 这 些 线 

性 组 合 中 哪些 是 微分 方程 在 (一 c"， 十 cp) 上 的 通 解 . 

40. 函数 ADE, (ж) = e" :组 成 的 集合 在 (一 c"， 十 ce) 上 是 线性 相关 还 是 线性 无 关 的 ? 讨论 之 . 

41. 假定 уу, yo гэ n 是 常 系数 n 阶 齐 次 线性 微分 方程 在 (一 oo， 十 co) 上 的 个 线性 无 关 解 ， 根 据 定 
理 4.2 у =O 也 是 微分 方程 的 解 ， 解 yy ，ys，.. ，Y%，Yt1 组 成 的 集合 在 (一 20， +оо) ЕЖЕ 
相关 还 是 线性 无 关 的 ?讨论 之 ， 

42. Жу, уг у ВНА л Erik ЕЛУ ЭГ О Т-3ЕЗ-ЛАЕ, k=n+1. Шу» ys СЭ» 组 成 的 
集合 在 (一 co， 十 co) 上 是 线性 相关 还 是 线性 无 关 的 ? 讨论 之 ， 


4.2 降 阶 法 


二 阶 线性 微分 方程 的 研究 是 非常 吸引 人 的 ， 也 是 非常 重要 的 ， 齐 次 方程 
a,(z)y +a (х)у +а,(х)у = 0 ad)’ 
的 解 y 是 定义 在 区 间 了 上 的 非 平凡 解 ， 但 我 们 也 可 以 求 得 它 的 第 二 个 解 y>， 本 节 的 基本 思想 
是 形 如 (1) 的 方程 可 以 通过 用 у 换 元 将 其 降 为 一 阶 线性 微分 方程 ， 然后 通过 求解 一 阶 微分 方 
程 ， 得 到 (1) 的 第 二 个 解 уг. 
降 阶 法 ” 设 у 表示 方程 (1) 在 区 间 I ЕЗЕР ЛЯ, 我 们 要 求 它 的 第 二 个 解 ya, EIF y 
和 ys 在 区 间 1 上 是 线性 无 关 的 ， 由 4.1 节 知 ,， 若 y My 线性 无 关 ， 那 么 它们 的 商 у; /x ТЕ 1 
上 不 是 一 个 常数 ， 即 有 y; (zx)/y1(z) 二 u(x) 或 у (z) = ибх) уз (х) ЗГ. 这 种 方法 称 为 降 阶 法 ， 
因为 我 们 必须 由 一 阶 线性 微分 方程 解 出 и. 
通过 降 阶 法 求 第 二 个 解 
给 定 y'— у=0 (оо, +оо) КЮ — “И у е", 用 降 阶 法 求 它 的 第 二 个 解 y2 
f 若 y= 二 uC(z)yi(z) 二 u(x)e*， 则 由 乘积 的 导数 法 则 得 
у = ие" +e”, у = ие" + 2е%и’ + еи", 
从 而 得 
у= у = e*(w + 2и) = 0. 
因为 e 关 0， 所 以 从 最 后 一 个 方程 得 и" 2и 二 0， 如 果 用 =н 76, 那么 用 и 表示 的 二 阶 线 
性 微分 方程 可 写 为 w 十 2w 一 0， 这 是 用 ww 表示 的 一 阶 线性 微分 方程 ， 利 用 积分 因子 7, 我 们 
有 dfezw]/dz=0 成 立 ， 对 其 求 积 分 ,得 到 ww 一 ce Ru апе". 再 求 一 次 积分 ， 可 得 


u= а e+e. БИ 


у = ulr) 一 一 ган + c;e*. (2) 


Ас =0, ci 二 一 2， 则 可 得 第 二 个 解 уе". BLS Се", е “9-0 对 所 有 工 均 成 立 ， 所 以 这 
两 个 解 在 (一 oo， 十 co) 上 是 线性 无 关 的 . m 
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我 们 前 面 已 经 讲 过 у е y, =e “是 二 阶 线性 方程 两 个 线性 无 关 解 ， 实 际 上 (2) 式 就 是 
一 y 一 0 在 (一 oo， 十 o0) 上 的 通 解 . | 

— М На (x) 去 除 (1) 式 的 两 端 ， 则 可 得 到 (1) 的 标准 型 

у + P(z)y + Q(z)y = 0, (3) 
这 里 PCz) 和 Q(Cz) 是 区 间 工 上 的 连续 函数 ， 令 (3) 式 的 一 个 已 知 解 是 (Cz)， 并 且 在 区 间 工 上 有 
yna Ё. 如 果 定 义 у=и(х) у (z), WAA 
y 一 иу Hyu, y 一 цуу + 2y u L yu, 
y + Py' + Qy = u Гу," + Ру, 十 Qy1j 十 yi 十 (2y1 + Pyu = 0. 
0 


уш + Oyi + Pyu 一 0 或 yw + (2y% + Руз) = 0, (4) 
其 中 w= 一 w，(4) 中 后 一 个 等 式 是 线性 的 和 可 分 离 的 ， 分 离 变 量 并 求 积分 ， 可 得 


dw оа Pdr = 0, 
w У 
ln | wyi == [Pde с R wyi’ 2 a e or, 
我 们 从 最 后 一 个 方程 中 解 出 w， 利 用 ww 一 必 ， 再 求 一 次 积分 ， 得 


ЯГ” 
и = a| ° 2 dz + сг. 
Ут 


& су =1, с =0, "| АЖ у=и(х) у Ох) Hi Jy 8 (3) BJ AE 


у; = xG) | c x. 
可 以 验证 (5) 中 定义 的 у (xz) 满足 方程 (3)， 并 且 y 和 y; 在 任意 yi1(x) 不 为 零 的 区 间 上 线性 
无 关 . 

公式 (5) 定 义 的 第 二 个 解 

“Ж у = zx? 是 方程 ry —3ху 十 4y = 0 的 一 个 解 . 求 这 个 微分 方程 在 (0， 十 coo) 上 的 
通 解 . 

解 ” 由 方程 的 标准 型 


(5) 


2 3 ， 
y у У 0, 
2 
我 们 可 从 (5) 中 得 
3|4х/х 
Уг = z| Si dz < etj = ет? = xš 
T 


在 (0， 十 co) 上 的 通 解 为 > 一 cy 十 caya， ШШ у= сж сл ах. E 
Ж (| ) 这 里 用 到 的 公式 (5)， 在 下 一 节 以 及 4.7、 6.2 节 中 都 要 用 到 ， 利 用 它 可 以 大 
大 简化 求解 的 过 程 . 至 于 是 否 需要 牢记 (5) 式 或 是 否 需要 了 解 降 阶 法 的 第 一 个 原理 还 
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要 看 学 习 的 需要 . 
(Ci ) 降 阶 法 可 以 用 来 求 形 如 as (х) у +a (х) у 十 ao (Xx)y 二 g(x) 的 非 齐 次 方程 的 
通 解 ， 而 无 论 其 相关 齐 次 方程 的 解 y 是 否 知道 . 请 见 练 习 4.2 中 的 习题 17 一 20. 
练习 4.2 
在 习题 1 一 16 Н, ВЖ  (z) 是 所 给 微分 方程 的 解 . 利用 降 阶 法 或 公式 (5) 求 第 二 个 解 y: (z). 


1. 光一 4 十 4y 一 0 x= e= 2. y+2y +y=0; у= =e * 
3.у'-16у=0; xi=cos4zx 4. y +9y=0; у = sin3z 

5.у—у=0; у = coshz 6. y —25у=0; y =e 

7. 9y — 12y +4y=0; у = ez 8.6 ty —у=0; у = e° 

9.22 y'—7zy +16у=0; у ==! 10. 22у +27ry —6y=0; x= z 

11. zy +y =0; y=lnx 12. 4r’ y +y=0; у = хах 

13. 22у — ху +2y=0; у = zsin(Inz) 14. z? y —3ry +5y=0; yı =x" cos(Inz) 


15. (1—2х—ху-+2(1+х)у —2y=0; y= ztl 16. (1 一 22) 光 十 2zy =0; y =l 
在 习题 17 一 20 H, RA y, (z) 是 相关 齐 次 方程 的 解 . 利用 降 阶 法 求 所 给 齐 次 方程 的 第 二 个 解 mw (z) 及 非 
齐 次 方程 的 一 个 特 解 . 


17. y —4y=2; yee 18. y +y =l; у =1 
19. —3у'+2у=5е“; у =e 20. У-4у 十 32 一 了 у =e 
讨论 题 


21.(a) 证 明 二 阶 方程 ay 十 by 十 cy 二 0 #/pif— Е у ет" ӨМ. а, b. с. т БЖ. 
<b) 解 释 (a) 中 的 微分 方程 为 什么 一 定 有 一 个 形 如 уг е" BR уз = ле" ВОН, ту. т 是 常数 . 
(0) 回 顾 习 题 1~8， 请 解释 (a)、(b) 中 的 结论 为 什么 和 习题 3 一 5 的 答案 不 矛盾 . 

22. 证 明 yi (z) == Ж zy" zy 十 y 一 0 的 解 . 用 降 阶 法 求 它 的 第 二 个 解 六 (z)， 这 个 解 的 形式 为 无 穷 级 
Ж. Ж у Cx) 的 定义 域 . 

计算 机 实验 作业 

23. (а) ШЕН у Сх) = e7 是 ry 一 (zx 十 10)y +10у=0 的 解 . 
(b) 利 用 (5) 式 求 第 二 个 解 y, (z). 用 CAS 软件 计算 所 需要 的 积分 . 


СО 用 定理 4.2 的 推论 (A) 解释 为 什么 这 第 二 个 解 可 以 写成 исо = D Да", 


п=0 


4.3 常 系数 齐 次 线性 方程 


我 们 已 经 学 习 过 一 阶 线性 微分 方程 y 十 ay 一 0，% EHG EKM oo, 十 oo) 上 有 一 个 
指数 解 y= 二 ce Z. 因此 ， 我 们 自然 会 想到 是 和 否 所 有 定义 在 (一 ce， 十 co) 上 的 齐 次 线性 高 阶 微 
分 方程 

any P Harig 十 和 十 ау + ay + ау = 0 (1) 
都 有 指数 解 ， 这 里 а, 150, 1, +, п 都 是 实 常数 ， 并 且 а„550. 意外 的 是 (1) 的 所 有 解 都 是 
指数 孙 数 或 用 指数 函数 构造 的 函数 . 
辅助 方程 ”我们 先 考 虑 一 个 特殊 的 二 阶 方程 
ау” + by” + cy = 0. (2) 
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检验 y= R E: (23 И, {бу = те" № y =m e RANERO) 
ат? e” -- bm e | се = 0 8 е" (ат? + фт + c) = 0. 
因为 e= {БЕД z 都 不 为 零 ， 所 以 指数 函数 满足 微分 方程 (2) 唯 一 的 可 能 是 т 是 二 次 方程 
ат? + bm + c = 0 (3) 
的 根 ， 这 个 方程 称 为 微分 方程 (2) 的 辅助 方程 (auxiliary equation)， 因 为 (3) 式 的 两 个 根 是 mi = 
(一 bp 十 V6 一 440)/2a 和 ms 一 (一 6b 一 V0 一 44c)/2a， 所 以 ，(2) 的 一 般 解 有 三 种 形式 ， 分 别 对 应 
于 三 种 情况 : 
em 和 m, 是 实数 ， 并 且 不 相等 ( -4ас2 0). 
em 和 т, 是 实数 ， 并 且 是 相等 的 (b: 一 4ac 二 0). 
em 和 m, А99 8 (b° —4ac<0). 
下 面 我 们 依次 讨论 这 三 种 情形 . 
情形  : 两 个 不 同 的 实 根 在 方程 (3) 有 两 个 不 相等 的 实 根 m, m 的 假设 下 ， 我 们 可 以 
求 出 两 个 解 yi 一 e”r* 和 ys 二 e"*， 可 以 证 明 这 两 个 函数 在 (一 2， 十 co) 上 是 线性 无 关 的 ， 因 此 
它们 形成 了 一 个 基本 解 组 ， 由 此 可 得 (2) 在 此 区 间 上 的 通 解 是 
y = cie™’ + соет". (4) 
Л: 两 个 相等 的 实 根 ” 当 mi =m 时 ,我 们 只 能 得 到 一 个 指数 解 y1 етт. 从 二 次 方 
程 中 我 们 可 以 求 出 mi 一 一 6/2a， 因 为 只 有 此 时 才 有 т 一 ma ， 并 使 得 52-4ас--0 成 立 ， 由 4.2 
节 中 的 (5) 式 可 知 ， 方 程 的 第 二 个 解 为 


уг = е | S dz 一 ете) а = ze”, (5) 
在 (5) 中 ， 我 们 利用 了 一 b/a 二 2mi 这 个 条 件 . ЖА, 方程 的 通 解 是 
y = agen? + ca mem", (6) 


情形 五: 67НЭ 5 КИ # m. m 是 复数 ， 则 可 以 写成 m =a 118 m =a 18, 
这 里 w、p>0 且 是 实数 , 二 一 1. 最 后 ， 同 情形 工 一 样 ， 我 们 有 通 解 
y = Сене Б Сее", 
但 是 ， 实 践 中 我 们 更 喜欢 使 用 实数 而 不 是 复数 . 为 了 解决 这 个 问题 ， 我 们 可 以 使 用 欧 拉 公式 : 
e? = соѕӣ + 18100, 

这 里 0 是 任意 的 实数 .8 那么 ， 接 下 来 就 有 

er = cosBr + isinge 和 e = cosh 一 зїг (1) 
成 立 ， 这 里 用 到 了 cos(—ËBz=)=cosB= 和 sin( Вх) = — singz. 把 (7) 式 的 两 个 方程 先 相 加 ， 然 
后 再 相 减 ， 可 以 分 别 得 到 

er 4-е = 2соз8т ЯП eí — е = 2ізіпбг. 
因为 y= 二 Cie*+87 十 Ce 是 (2) 的 解 ， 对 任何 C, C 都 成 立 ， 依次 令 C, =C,=1 和 C =1 


со 


O 欧 拉 方 程 的 推导 是 把 х= 10 {К А Maclaurin 级 数 e = >) х h. Ë=. 1, 名 一 一 i，…， 然 后 把 级 数 分 成 实数 和 庶 


数 部 分 、 根 据 有 关 性 质 ， 再 用 e? 的 定义 cos0+isin0, 等 式 两 边 相等 即 可 ， 
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C 二 一 1]， 得 到 两 个 解 : 
ур = е0 十 ec 和 уз = е9: elips, 

但 有 

yi = e” (е# 4-е) = 2e” сох 
和 

Уг = е (ей — ei) = 216“ sin8x 
成 立 ， 因 此 由 定理 4.2 的 推论 (A) 得 ， 上 面 最 后 两 个 结果 说 明 e= cospe 和 er singz 是 (2) 的 实 
解 ， 此 外 ， 这 些 解 在 (一 cee， 十 co) 上 形成 了 一 个 基本 解 组 ， 因 此 ， 通 解 是 


у = ce” cose + ce” sinfe = e“ (сусовДг + csing). (8) 
二 阶 微分 方程 
解 下 列 微 分 方程 . 
(a)2y —5y —3y=0 (b) y 一 10y +25y=0 (с) y+4y 十 7y 一 0 


解 ” 先 写 出 辅助 方程 ， 再 求 出 辅助 方程 的 根 ， 最 后 再 写 出 相应 的 通 解 . 
(a)2m°—5m—3=(2m-+1)(m—3), m =—1/2, т„=3. 


由 (4) 式 得 ，y 一 cle 2 ces, 
(Dm? 一 10 +25=(m—5)2, m =m =5. 
HORI, y= c e" tere”. 
(c)m2+4m+7=0, m = 244/31, m 一 一 2 一 V3 i. 
由 (8) 式 并 令 a= —2, 8--/3, y=e *(cicos/3r+-c;sin/3z). Ш 
初 值 问题 
Ж 4 光 十 4y +17у=0, у(0) = —1, y (0) 一 2. 
E ”由 二 次 求 根 公式 ， 我 们 可 以 求 出 辅助 方程 4° 十 4m 十 17 二 0 的 根 是 m 一 一 1/2 十 2i， 
m. 一 一 1/2 一 2， 因 此 ， 由 (8) 式 我 们 有 у=е 2 (cicos2z=+- c; sin2z)2. 利用 条 件 (0) 一 一 1， 可 从 
е? (ccos0 十 csin0) 一 一 1 Н с = —1. 对 y= e (一 cos2z 十 czsin2z) 求 微分 并 利用 y (0) =2, 


可 得 2c 十 1/2==2 或 c 一 3/4，、 因 此 ， 初 值 问题 的 解 是 y=e 2 (—cos2=---sin2). 在 图 4.4 中 ， 


我 们 可 以 看 到 这 个 解 是 不 稳定 的 ， 当 л оов, y—0, zx 了 一 co 时 | y | +оо, = 
应 该 知道 的 两 个 方程 ”两 个 微分 方程 
| у Еу = 0 Ж y – у = 0, 

其 中 是 实数 ， 它 们 在 应 用 数学 中 是 很 重要 的 . M y t 
有 2y 一 0 来 说 ， 辅 助 方程 т +b = 0 RARI m = hi 和 
m=— ki. (8) 0 a=0 及 6 一 k， 则 微分 方程 的 通 解 为 

y = cicoskz 十 csinkx. (9) 
另 一 方面 ，y 一 ky 一 0 的 辅助 方程 m? 一 如 二 0 有 两 个 不 同 -3 
的 实 根 ，m =k film; =—k, 因此 由 (4) 可 知 ， 微 分 方程 的 ” -4 
通 解 是 


њ N Ú № 


у = ae 4 се. (10) 图 44 
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注意 ， 若 分 别 令 (10) 中 的 a= c =1⁄2 #l с =1/2, c = 一 1/2, 则 可 以 得 到 特 解 > 一 1/2(Cee + 
e *)=coshkr fll y=1/2(e#—e"E)=sinh#z. у, созһҺЁх 和 sinhëz 在 xz 轴 的 任何 区 间 上 都 
是 线性 无 关 的 ， 因 此 у 一刀 y 二 0 的 通 解 的 另 一 种 形式 为 
у = cicoshkz + czsinh&Rz. (11) 
请 参考 练习 4.3 的 习题 41. 42, 49. 
高 阶 方程 一 般 地 ， 解 形 如 (1) 的 n 阶 微分 方程 ， 其 中 а 1-0, 1, =, n 都 是 实 常 数 ， 
我 们 必须 解 n 次 多 项 式 
ат" + a, Am” + Ham -Барт-Бас--0. (12) 
若 (12) 的 所 有 根 都 是 实数 ， 并 且 都 不 相同 ， 则 (1) 式 的 通 解 为 
y = qen? | сет" 十 сү” 
要 想 归 纳 高 阶 方程 在 情形 I 和 情形 陡 的 情况 是 很 困难 的 ， 因 为 次 数 大 于 2 的 辅助 方程 的 根 有 很 
多 种 组 合 形式 ， 例如， 一 个 五 次 方程 可 能 有 五 个 不 同 的 实 根 ， 也 可 能 有 三 个 不 同 的 实 根 和 两 个 
复 根 ， 也 可 能 有 一 个 实 根 和 四 个 复 根 ， 亦 或 有 五 个 相等 的 实 根 ， 亦 或 有 五 个 实 根 ， 其 中 两 个 相 
等 ， 等 等 ， 当 m 是 nn 次 辅助 方程 的 & 重 根 时 ( 即 有 个 根 等 于 mm )， 那 么 它 的 线性 无 关 解 是 
ет" хет“ ‚лет, +, хет“, 
通 解 是 线性 组 合 
ciemz 十 c. rem: 十 саде" 4 +++ 4 сах er, 
жуа. Жж куйй ОЧ ЭР ЖА Ж S ЗОНТ, ЖШН АО В ДА ЛЕД ЖЕЕ НОЕ ХН Ж. A 
此 ， 我 们 可 知 三 次 多 项 式 至 多 有 两 个 复 根 . 
三 阶 微分 方程 
Ж 十 3y 一 4y 二 0. 
解 ” 请 读者 自行 证 明 we 十 3m2 一 4 二 0 的 一 个 根 是 m 二 1， 因此 m 一 1 是 mi 十 3m* 一 4 一 0 
的 一 个 因 式 . 通过 因 式 分 解 ， 我 们 可 得 
m? 4 Зт? — 4 = (m — 1) (m: + 4m + 4) = (m — 1) @ + 22° , 
所 以 其 他 的 根 是 ms ту = 一 2， 因 此 ， 方 程 的 通 解 为 y= 二 cie* 十 cze “十 csxe “， m= 
四 阶 微分 方程 


а“ а? 
mat? q2 t y=0. 


Ж ”辅助 方程 是 m 2т2--1-5(т 1) =0, 它 的 根 是 m =m =i 和 m =m =i. 因此 

由 情形 了 ， 可 得 解 是 
y = Се“ Б Се“ + Cxe” + С,хе“. 
А, Се Се аі Е nj pk A 
clcosZ + Сз 510. 
类 似 地 ，x(Cse* 十 Ce) 可 以 写成 х(сзсоѕх са зіп). 因此 ， 通 解 是 
у = clcos 工 十 cs sinz 十 csZcosZ + c, zsinz. я 

例 4 说 明了 一 种 特殊 情形 ， 就 是 当 辅 助 方程 有 重复 根 的 情形 ， 一 般 地 ， # т =a+ i0(8> 0) E 
В ЕК ЖЕШ. НАТО Я т. 二 a 一 褒 也 是 ER. 由 方程 2k 个 复 值 解 
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еб: 


эхе, де... уу Л Ну 


ех (Wx, rie WDE, rk leti z 


我 们 可 以 得 出 ， 利 用 欧 拉 方程 ， 对 应 微分 方程 的 通 解 一 定 包 括 2k 个 线性 无 关 实 解 

e совДс , xe” соз , 2? e“ cosBr нуд" e” созт 

e= sinf , xe” sinfi , x'e” sinBr ,*** xt! e” шд г 
的 线性 组 合 ， 在 例 4 H, k=2, a=0, B=1. 

解 常 系数 微分 方程 最 难 的 地 方 是 求解 二 次 以 上 辅助 方程 的 根 . 例如 ， 解 Зу” 十 5yY 十 10y 

一 4y 一 0， 我 们 必须 解 3m; 十 5m: 十 10m 一 4 二 0。 我 们 可 以 先 检验 这 个 方程 是 否 存 在 有 理 根 .车 
т = р/а 是 整 系数 辅助 方程 asm" 十 … 十 aim 十 ao 二 0 的 有 理 根 ( 用 不 可 约 分 数 表示 )， 那 么 p 是 
an 的 因子 ，g Ea, 的 因子 .对 于 这 个 三 次 辅助 方程 ，ao 二 一 4 а, =3 的 因子 是 p: +1, +2, 


士 4 和 g， 士 1， 士 3， 所 有 可 能 的 有 理 根 为 p/g: 1, +2, 44, t ti, ++. 这些 根 
可 以 逐一 检验 ， 也 就 是 说 ， 用 综合 除法 检验 . 用 这 种 方法 ， 我 们 可 以 找到 т —1/3 和 因 式 分 解 
Зт? + 5m + 10m — 4 = (т — 1/3) (3m° + 6m 十 12). 

通过 二 次 根 的 公式 可 以 求 出 另外 的 根 是 ms 一 一 1L+V3i 和 ms 一 一 1 一 V3i， 因 此 ， 
3y” + 5у + 10y 一 4y = 0 的 通 解 是 у = суе? + e™ (со соѕ 3х 十 cssinV3Z). 
计算 机 的 使 用 求 多 项 式 的 根 或 根 的 近似 解 可 以 用 计算 器 或 计算 机 软件 解 出 ， 计 算 软 件 
Mathematica 和 Maple 都 能 按照 代数 公式 解 小 于 五 次 的 多 项 式 方程 (只 含有 一 个 变量 )， 例 如 上 
一 段 中 讲 到 的 辅助 方程 ， 在 软件 中 用 命令 
Solve[3m^ 3 十 Sm^ 2 + 10m — 4 == 0,mj( 在 Mathematica 中 ) 
solve(3* m^ 3 十 5"m^ 24107 m—4,m); (在 Maple Ф) 


就 会 立刻 得 到 它 的 根 ，1/3， 一 1 十 V3i， 一 1 一 V3i. 对 于 更 高 次 的 辅助 方程 来 说 ， 可 能 需要 使 用 
Mathematica 中 数值 计算 的 命令 ， 例 如 NSolve 和 FindRoot. 因为 这 些 软 件 解 多 项 式 方程 的 能 
力 非 常 强大 ， 所 以 可 以 很 容易 解 出 齐 次 线性 常 系数 微分 方程 的 显 式 解 . 例如 ， 分 别 输 入 
DSolve[yTx] 十 2y'[xj 十 2y[x] = = 0,yLx],xj( 在 Mathematica 中 ) 
dsolve(diff(y(x) ,x $ 2) + 2° diff(y(x) ,x) +2" у(х) = 0,уСх)); (在 Maple 中 ) 
就 会 得 到 


‚хе 


CE2]Cos[x] — CL1]Sin[x] 


yix] — E 


和 
у(х) = _ Clexp(— xsinx) + _ C2exp(— x)cos(x) (13) 
解释 一 下 ， 它 表示 y 一 cae cosz 十 cle *sinz 是 y 十 2y t2y=0 的 解 . 
在 Ralph Palmer Agnew? 写 的 经 典 教材 (Differential Equations》 中 ， 有 以 下 解释 : 
期 望 学 生 在 本 课程 中 学 会 用 计算 机 或 其 他 能 解 像 (14) 这 样 的 方程 的 软 硬 件 是 不 合理 的 
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d' су а су Фу 4у 
4. 317 + 2.17 + 
dz: 9 42 1.416 442 + 1. 295 dz + 3. 169у = 0. (14) 


尽管 计算 机 软件 的 计算 能 力 在 未 来 几 年 是 否 会 改进 是 有 争议 的 ,但 是 毫 无 疑问 ， 计 算 技术 一 定 
会 不 断 进步 的 ， 如 果 能 使 用 计算 机 软件 ， 方程 (14) 是 可 能 用 其 来 计算 的 ， 在 简化 和 重新 标记 输 
出 结果 以 后 ，Mathematica 给 出 了 如 下 (近似 ) 通 解 : 
у =c e "rcos(0. 618 6057) + cre 9:28 5S2zsin(0. 618 6052) 
+ cae” 275 478: соѕ(0. 759 0812) + c e° t T ѕіп(0. 759 08123. 
我 们 注意 到 Mathematica 及 Maple 中 的 命令 DSolve 和 dsolve 像 任 何 CAS 一 样 ， 都 有 它们 的 局 
限 性 . 

最 后 ， 如 果 要 解 四 阶 微分 方程 的 初 值 问 题 ， 那 么 我 们 必须 要 解 一 个 由 四 个 线性 方程 构成 的 
方程 组 ， 即 用 微分 方程 的 通 解 和 初 值 条 件 解 四 个 未 知 变量 ( 通 解 中 的 ca, со» сз, с. 用 CAS 
解 方程 组 可 以 节省 很 多 时 间 ， 请 参考 练习 4.3 中 的 习题 63、64 和 第 4 章 复习 题 中 的 习题 35. 
练习 4.3 

在 习题 1~14 中 ,求解 二 阶 微分 方程 的 通 解 . 


1.4у +y 一 0 2.У”-36у-0 

3.y 一 了 一 6y 一 0 4. y" — 3y +2y=0 

5. y” +8y +16y=0 ， 6. 光一 10y 十 25y 一 0 
7.12у'—5у —2у=0 8. у +4у 一 y 一 0 

9. у +9у=0 10. 3y 二 +y=0 

11. yy —4y +5у=0 12.2y +2y +y=0 

13. 3y 二 2y 十 y 一 0 14. 2 光一 3y 二 4y=0 

在 习题 15 一 28 中 ， 求 解 高 阶 微分 方程 的 通 解 . 

15. у”—4у — 5y 一 0 16. у”—у=0 

17. у”—5у +3у 十 9y 一 0 18. y” +3y —4y —12y=0 
ю. би, байд p. Ëz E2 aro 

21. y+3y +3y +у=0 22. y” — 6y +12y —8y=0 
23. y Hy” +y 50 24. y —2у + y=0 

25.16 9 学 十 24 #5 +9у=0 26. 82-7 44-18у-0 
27. би = 2 бир оби qu и 5u=0 28.2 2 бау = 8 3 一 


在 习题 29 一 36 中 ， 解 所 给 的 初 值 问题 . 
29. y+16y=0, y(0)=2, у (0)=—2 


х 


30. у= 0, »(4-)-0, »(4-)-2 


Фу _ 49d> _ 
дг? МКП 
32.4у'—4у'—3у=0, y(0)=1, y (0)=5 
33. y +y +2y=0, y(0)=y (0)=0 


31. 5y=0, y(1)=0, y (1)=2 
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35. y” +12y"+36y =0, y(0)=0, y (0)=1, y(0)=—7 
‚+2 —5у —6у=0, x(0)=y (0) =0, y(0)=1 


36 
在 
37 
38 


39 


40 


-y — 2y +y=0, y(0)=5, y (0)=10 


习题 37—40 中 ， 解 所 给 的 边界 值 问题 . 
. y” 10у +25у=0, у00)=1, y(1)=0 
‚у +4y=0, y(0)=0, убт) =0 

” — , __ , T 22 
.y+y=0, у 0) =0, y (5 )=2 
.y 25у +2у=0, у(0) =1, уб) =1 


在 习题 41 和 42 中 ， 先 用 形 如 (10) 的 通 解 解 所 给 的 问题 ， 再 用 形 如 (11) 的 通 解 解 之 . 


46. 


(cy +2y'+y=0 
(Фу — 3y +2y=0 


图 4.6 
y 
~ 
图 4.8 


41. у —3y=0, y(0)=1, y (0)=5 
42.у—у=0, y(0)=1l, yd)=0 
在 习题 43 一 48 中 ， 每 个 图 形 分 别 表示 了 下 列 微分 方程 一 个 特 解 的 图 形 . 
(Ca)y 一 3y —4у=0 (b) 光 十 4y 一 0 
(ду-+у=0 (e)y'+2y +2у=0 
找 出 每 个 解 曲线 对 应 的 微分 方程 ， 并 给 出 理由 . 
43. y 
x 
图 4.5 
45. y 
x | 
图 4.7 
41. y 
А x 
图 4.9 
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49. 回顾 1. 3 节 中 关于 下 滑 链 条 的 讨论 ， 并 考察 图 1. 21. 

(a) 用 本 节 (11) 的 形式 求解 1. 3 节 微 分 方程 (16) 的 通 解 ， 
92-8, =o. 
(b) 求 满足 初始 条 件 的 特 解 . 
(c) 设 链条 的 总 长 度 为 工 =20ft，xzo 一 1. 求 链条 滑 离 支撑 点 时 的 速度 . 

讨论 题 

50. 回顾 方程 (13)， 注 意 ， 当 我 们 重 写 计 算 机 产生 的 解 时 ， 一 CL1j 会 变 为 十 et， 为 什么 我 们 能 这 样 做 ? 

51, 三 次 辅助 方程 的 根 是 m 一 4，ms 二 ms 二 一 5， 那 么 相应 的 齐 次 线形 微分 方程 是 怎样 的 ? 答案 唯一 吗 ? 
讨论 之 . 

52. 实 系数 三 次 辅助 方程 的 两 个 根 是 m = —1/2, m. 二 3 十 i。， 相 应 的 齐 次 线性 微分 方程 是 怎样 的 ? 

53. R 十 6y +y —34y=0 ЮЖ, БЯ у =e “coss 是 它 的 一 个 解 . 

54. 考虑 微分 方程 zy y 十 zy 二 0 或 十 (1/zx)y 十 ?一 0，z>0.， 讨论 如 何 从 后 一 个 方程 识别 出 当 < 一 十 
co 时 解 的 性 态 . 用 数值 求解 程序 证 明之 . 

55. УТ у 十 y 一 0， 我 们 必须 求 出 mt 十 1 二 0 的 根 、 用 CAS 可 以 很 容易 地 解决 这 个 问题 ， 但 是 利用 复 
数 来 手工 计算 也 相当 方便 ， 由 观察 知 ，m! 十 1== (т 十 1)? 2m , 这 个 对 我 们 有 什么 帮助 呢 ? 解 这 个 
微分 方程 . 

56 考虑 二 阶 常 系数 方程 y'+by 十 cy 一 0. 

(a) y(z) 是 方程 的 解 ， 讨 论 当 5、c 满足 什么 样 的 条 件 时 ， 有 lim y(z)=0 成 立 . 
Cb) 讨 论 5、c 满足 什么 样 的 条 件 时 ， 微 分 方程 有 满足 边界 条 件 (0) 一 0，y(1) =0 的 非 平凡 解 . 

57. 考虑 边界 值 问 题 六 十 4y 二 0，y(0) 一 0，y(x/2) 一 0， 讨 论 是 否 可 以 求 出 4 的 值 ， 使 问题 有 (a) 平 凡 解 ， 
(b) 非 平凡 解 . 

58. 在 微 积分 中 , 形 如 |e*f(z)dz 的 不 定 积分 可 以 用 分 部 积分 法 做 两 次 运算 ,合并 等 式 右边 的 原 积分 ,然后 
可 以 把 原 积 分 解 出 来 ,等 式 左边 可 得 原 积分 与 一 个 常数 的 乘积 e Саал, 然后 积分 的 值 可 以 通过 在 
等 式 两 边 同 除 以 上 得 到 . 讨论 当 f 是 什么 类 型 的 函数 时 ,前 述 的 计算 方法 是 有 效 的 . 答案 应 由 一 个 微分 
方程 得 到 . 仔细 分 析 这 个 微分 方程 并 解 出 f. 

计算 机 实验 作业 


在 习题 59~62 中 ， 请 用 计算 机 解 辅助 方程 或 直接 求 得 微分 方程 的 通 解 。 如 果 使 用 CAS 求 得 通 解 ， 请 简 


化 输出 ; 


若 有 必要 ， 请 用 实 函 数 表 示 该 解 。 


59. 次 一 6 多 十 2y 十 ?一 0 

60. 6. 11y” +8. 59у -Е7. 93у 4-0. 778у=0 

61.3. 15у99--5.34у/4-6. 33у — 2. 03у=0 

62. y +257 — y +2y=0 

在 习题 63、64 中 ,用 CAS 软件 解 辅助 方程 ， 并 得 到 微分 方程 的 通 解 。 然 后 把 初始 条 件 代 入 通 解 中 ， 再 用 
CAS 解 方程 组 可 得 到 系数 c, i51, 2, 3, 4. 


63. 2y 十 3 次 一 16 交 十 15y —4y=0, y(0) 一 一 2， y (0)=6, y (0)=3, 六 (0)= 方 


64. ую —3y”+3y'—y =0, y(0)=y (0)=0, y'(0)=y”(0)=1 


132 


第 4 章 
444 待定 系数 一 一 垒 加 法 
为 了 解 非 齐 次 线性 微分 方程 
ау“ +a, ут” +e tay Hay = glr), (1) 


我 们 必须 做 两 件 事情 : (i ) 求 余 函 数 y.，(ii) 求 (1) 的 任意 一 个 特 解 。 然 后 像 4. 1 节 中 所 讨论 
的 ,在 区 间 上 (1) 的 通 解 形式 为 y= y +y, 在 本 节 中 ,我们 将 用 另外 一 种 方法 解 出 方程 的 特 
Ж yp. 

待定 系数 法 (1) 的 余 函 数 у, НН E ay а, у" + Бау ja y=0 
的 通 解 ， 在 上 一 节 中 ， 我 们 学 习 了 如 何 解 这 类 常 系数 方程 ， 第 一 种 求 特 解 y, 的 方法 称 为 待定 
系数 法 (method of undetermined coefficient)， 这 种 方法 的 基本 思想 是 猜想 yp 的 形式 ， 这 里 y, 
受 输入 函数 g(z) 类 型 的 影响 ， 比 较 明 显 地 ， 这 种 方法 只 能 用 于 满足 如 下 条 件 的 形 如 (1) 的 非 齐 
次 线性 方程 : 

。 系数 a;(i 二 0，1，…，7) 都 是 常数 . 

。g(z) 是 常数 上 &， 或 多 项 式 ， 或 指数 函数 er ， 或 正弦 、 余 弦 函 数 sinBpx 和 cosp, 或 这 些 
函数 的 有 限 和 、 有 限 积 . 

Ж ”严格 地 讲 ，g(zx) 一 (常数) 是 一 个 多 项 式 浮 数 . 因为 提 到 多 项 式 人 们 不 易 一 下 想 

到 常 函数 ， 所 以 为 了 表示 强调 ， 我 们 继续 分 开 使 用 " 常 函 数 、 多 项 式 …… ”, 

下 列 函 数 是 我 们 讨论 范围 内 的 一 些 输入 函数 g(x) 的 例子 : 

g(z) = 10, g) = л? — 5х, glr) = 15x — 6 + 8е°, 
g(x) = sin3z 一 5zcos2zr， glr) = Zersinz 十 (Зх? 一 1)e 5. 

同时 ，g(z) 也 可 以 是 下 列 函 数 的 线性 组 合 : 

Р(х) = ax" Hapi +e taxta P(x)e”， P(z)e#sin8z=, Р(т)е*”соз@х. 
这 里 是 一 个 非 负 整 数 ，a，B 是 实数 .待定 系数 法 不 适用 于 (1) 中 有 下 列 类 型 的 g): 


g(x) = ах, SCZ) = 3, g(x) = їарх, g(r) = sin ! zx, 


等 等 ， 含 有 最 后 几 种 g(z) 类 型 的 微分 方程 我 们 将 在 4. 6 节 中 讨论 . 

常数 、 多 项 式 、 指 数 函 数 e, EI AR, 余弦 函数 组 成 的 函数 集合 有 一 个 明显 的 性 质 ， 
就 是 它们 的 和 或 积 的 导数 仍然 是 同类 函数 集合 的 和 或 积 . 因为 导数 的 线性 组 合 any ”十 
асау," Рау, 十 ao yp 必须 与 g(x) 相等 ， 所 以 假设 ys 与 g(x) 的 形式 相同 是 合理 的 . 

接 下 来 的 两 个 例子 说 明了 如 何 使 用 这 种 基本 方法 . 

用 待定 系数 法 求 通 解 

解 多 十 4y —2у=2х'—3х+ 6. (2) 

解 第 一 步 ， 先 解 相关 的 齐 次 方程 у tty —2y=0. 由 二 次 求 根 的 公式 ， 我 们 可 以 求 得 畏 
助 方程 т? 十 4m 一 2 二 0 的 根 是 mm 一 一 2 一 V6 ， mz 二 一 2 十 V6 .因此 ， 余 函数 是 


”教师 请 注意 : 本 节 的 待定 系数 法 是 在 非 齐 次 方程 的 屋 加 原理 定理 4.7 上 发 展 起 来 的 .在 4.5 节 中 ， 将 会 介绍 另 一 
种 不 同 的 方法 ， 使 用 了 微分 零 化 子 的 概念 . 118 
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у. = c e SBD + c ez 
第 二 步 ， 因 为 函数 g(z) 是 二 次 多 项 式 ， 所 以 我 们 假设 特 解 的 形式 也 是 一 个 二 次 多 项 式 ， 
уь = Ах + Bz + C. 
我 们 要 求 出 系数 A. B. C, WE y, 是 (2) 的 解 . 把 y, 和 它 的 导数 
у, = Ах + B UR y”, = 2А 
代 和 人 微分 方程 (2)， 可 以 得 到 : 
y, + 4y,— 2у, = 2А +8Ar + 4B — 2Ax° 一 2Bz 一 2C 
= 222 — Зх + 6. 
因为 最 后 一 个 方程 的 左右 两 端 是 相等 的 ， 所 以 z ЖН WOO SOD ARA: 
相等 
|-2АЇ 2 + [8A – 28 |х + |24 + 4B — 2C | = 2x? — 3x + 6. 
也 就 是 ， 
-2А-2, 8А4-28--3, 2А-48-02С--6. 
шарга 
Yp 一 一 工 92-8. 
第 三 步 ， 所 给 方程 的 通 解 为 
у= у +y = а е0: сое — т? 5229, m 


2 

用 待定 系数 法 求 特 解 

求 交 一 y 十 y 一 2sin3z 的 一 个 特 解 . 

E ”很 容易 想到 特 解 的 形式 应 该 是 Asin3z， 但 由 sin3z 的 连续 微分 可 得 sin37 和 cos3x, 
所 以 假设 特 解 包括 这 两 部 分 : 

y, = Acos3z + Bsin3z. 
对 ys 求 微 分 ， 并 将 其 代入 微分 方程 ， 整理 后 得 : 
y, — y, + y, = C- 8А — 3B)cos3z + (ЗА — 8B)sin3x = 2sin37 
或 
相等 


—8A — ЗВ | cos Зх + |3A — 8B sin 3x = 0 cos 3x + 2 sin 3x. 


可 得 А--6/73, B= — 16/73. 方程 的 特 解 是 


解 方程 组 
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Ур 一 5 Cos3x 一 16 in3z. m 


73 73 

如 前 所 述 ， 我 们 假定 的 特 解 y; 的 形式 是 合理 的 ， 而 不 是 胡乱 猜测 的 .这 种 假设 不 但 要 考 
虑 组 成 g(x) 的 函数 的 形式 ， 而 且 如 我 们 在 例 4 中 看 到 的 ， 还 要 考虑 组 成 余 函 数 y. 的 函数 形式 . 

EmA y, 

解 光一 2y —3y=4r—5+6re”. (3) 

й ”第 一 步 ， 首 先 ， 相 关 齐 次 方程 Y 一 2y —3y=0 的 解 为 y. 二 ce “十 cze 

第 二 步 ， 接 下 来 ，g(z) 中 的 4z 一 5 表明 特 解 包括 一 个 线性 多 项 式 . 进一步 ， 因 为 ce“ 的 
导数 含有 2zex 和 ez 两 项 ， 我 们 也 可 以 假设 特 解 包 括 хє", е”. MAZ к 是 两 个 初等 函数 
的 和 : 

g(r) = g) (z) + g; (z) = 多 项 式 十 指数 函数 
相应 地 ， 非 齐 次 方程 的 全 加 原理 (定理 4.7) 表 明 我 们 可 以 找到 一 个 特 解 
Ур 一 Ул T Yn’ 
这 里 у, =Ах+В, y, = Ске + Ее“. 把 
y, = Ах + B+ Ске + Ее? 
代入 方程 (3)， 整 理 后 得 
y, — 2у', — Зу, =— 3Ar 一 24 一 3B 一 3Cze + (2С — ЗЕ)е 一 4z 一 5 十 6ze (4) 
由 等 式 我 们 可 以 得 到 四 个 方程 
—3A = 4, — 2A — 3B =— 5, — 3C = 6,2C— 3E = 0. 

方程 组 中 最 后 一 个 方程 表示 (4) 中 右边 的 e* 项 的 系数 为 零 . 解 之 ， 可 得 А=—4/3, В= 23/9, 
С--2, Е= —4/3. 因此 ， 


第 三 步 ， 方 程 的 通 解 为 
у = сце“ + се? 一 4z 十 全 (22+ 了 er. m 
根据 又 加 原理 (定理 4.7), 我 们 可 以 用 解 两 个 更 简单 方程 的 方法 来 解 例 3. 可 以 证 明 ， 把 
Уһ = Ах ВА у – 2y 一 3y = 4х — 5 


和 
Уь, = Cre + Ee RA у 一 2y 一 3y = bre” 


依次 可 得 у, 一 一 全 xz 二 23/9 Я у, 二 一 (2x 十 4/3)e™. 那么 (3) 的 特 解 为 yp 一 ynm T ye: 


下 一 个 例子 说 明了 有 时 候 即 使 是 很 “明显 ”的 ys 形式 的 假设 也 不 一 定 正确 ， 

待定 系数 法 的 失效 

R yy 一 5y 十 4y 二 8e’ 的 特 解 . 

解 ”e 求 导 后 还 是 它 自己 。 因 此 ， 像 我 们 在 前 几 个 例子 中 所 做 的 那样 ， 我 们 可 以 假设 特 解 
的 形式 为 y, Ае". 但 是 把 这 个 表达 式 代 入 微分 方程 后 ， 会 得 到 一 个 矛盾 的 结果 08е", АТИ 
对 于 y; 的 假设 是 错误 的 . 这 里 的 难点 是 余 函 数 y = се-се". 我 们 的 假设 Ar BAE yH h 
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现 过 了 ， 这 就 意味 着 时 是 相关 齐 次 微分 方程 的 一 个 解 ， 当 把 Ае 代 人 微分 方程 时 就 一 定 会 等 
FẸ. 

那么 y, 的 形式 是 怎样 的 呢 ? 让 我 们 看 看 能 否 从 4. 3 节 的 情形 下 中 找到 一 个 特 解 形 如 

y, = Ате". 
把 y, = Ахе Ае у, 一 Azxe’ 十 2Ae* 代 人 微分 方程 中 ， 整 理 后 得 
y, 一 Бу» +4у, 二 一 3Ae” = BeF, 

从 最 后 一 个 等 式 中 ， 我 们 可 以 得 出 A 的 值 为 A= 一 8/3. 因此 ， 所 给 微分 方程 的 一 个 特 解 为 
у= — бте, | 

例 1—3 和 例 4 的 差别 说 明 我 们 要 分 两 种 情况 考虑 ， 第 一 种 情况 就 是 例 1 一 3 中 所 考虑 的 . 

情形 1 假设 的 特 解 函 数 中 所 包含 的 函数 不 是 相关 章 次 微分 方程 的 解 . 

在 表 4. 1 中 ,我 们 可 以 看 到 (1) 中 相应 于 g(z) 的 特 解 . 理所当然 地 ， 特 解 的 函数 形式 不 
能 和 余 函 数 y. 中 的 函数 形式 相同 . 


表 4.1 特 解 的 形式 


-一 


g(x) y, 的 形式 
1.1( 任 意 常 数 ) A 
2. 5Zz 十 7 Ах--В 
3.322 —2 Ах? -Вх+С 
4.25 = х+1 Аз? +t Br’ +Czr+ E 
5. sin4> Асоѕ4х + Bsin4z 
6. cos4x Асоѕ42 + Bsin4x 
7. e Ае?" 
8. (9z—2)e°* (Ах + Вәе?" 
9. хе?" (Аз? Вх С) е?" 
10. е ѕіп4 ғ Ae costz + Ве?“ вїп&т 
11. 52° sin4z (Аз? Вх С) соѕ4х+ (Ез? + Ех +С) зіп 


12. re” соѕ4х (Ах + В) ез соѕ4х + (Crt Е) е?" sin4x 


特 解 的 形式 情形 I 
Ra) у7 85у 425 у= 52е *—7е *,(Ъ)у + 4y = хсовх 的 特 解 形式 . 
解 (а) g(z)=(5z:—7)e 2. 利用 表 4.1 中 第 9 项 ， 我 们 假设 特 解 的 形式 是 : 
y, = (Ax? + Вх? + Сх + E)e *. 
注意 yp 和 у. = et* (c, cos3z 十 czsin3z) 中 不 能 有 相同 的 项 . 
(b) 函 数 g(z) 一 zcosz 和 表 4. 1 中 的 第 11 项 有 点 类 似 ， 但 是 我 们 这 里 用 线性 形式 而 不 是 二 
次 多 项 式 的 形式 ， 并 用 cosz 和 sinr 代替 y, tF ) coste 和 sin4z: 
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= (Ах + В) соѕх + (Сх + Е) ѕіпх. 

我 们 再 一 次 看 到 у, y.=c cos2x+c;sin2z 中 没有 重复 项 . | | 

# g(x) 由 m 项 表 中 类 型 的 函数 组 成 ， 那 么 (如 例 3) 可 以 把 特 解 假 设 成 相应 于 这 些 项 的 
Уһ» Уш, VO У, 和 的 形式 : 

yp = ур L X, T yp, 

前 述 内 容 可 以 用 另外 一 种 方式 表述 . 

情形 工 的 形式 规则  y, 是 所 有 线性 无 关 沙 数组 成 的 线性 组 合 ， 这 些 线 性 无 关 的 函数 可 由 
g(X) 的 重复 微分 得 到 . 

AEIR y, 

Жу —9у + 14y = 3r? 一 5sin2z + 7ze 的 特 解 形 式 . 

E ”相应 于 3zz ， 我 们 假设 yp, = Аз? + Bzr+C. 

相应 于 一 5sin2x， 我 们 假设 y, = Ecos2z + Fsin2z. 

相应 于 7z, RIRE УУ, -(02-Н»е". 

么 ， 我 们 就 假设 特 解 为 ， 
yp 一 уь 十 yw 十 yw = Ах? + Вх + C + Есоѕ2х + Fsin2z + (Gr + H)e®. 

这 里 没有 和 y. 二 cie” 十 cze* 里 相同 的 项 . = 

情形 下 所 假设 的 特 解 函数 同时 也 是 其 相关 齐 次 微分 方程 的 一 个 解 . 

下 个 例子 和 例 4 类似. 

特 解 一 -一 情形 П 

求 yy 一 2y 十 y 一 所 的 特 解 . 

E АЖЖ у. =се сле". Ш 4, BR у, 二 Ae 是 不 成 立 的 ， 因 为 很 明显 y. 中 有 一 
项 er 是 其 相关 齐 次 方程 ”一 2y + y=0 的 解 。 此 外 ， 我 们 不 能 从 у, = Ахену 
解 ， 因 为 ze 和 ye 中 的 项 有 重复 .我 们 再 试 一 下 

= Ar’ e. 

把 它 代入 微分 方程 中 ， 得 到 Aee, RE A=1/2. 因此 特 解 为 yp 一 于 zer， ш 


再 假设 g(x) 是 由 m 项 表 4.1 中 的 函数 形式 组 成 的 ， 并 且 通 常设 特 解 为 
yp = y, КУ КОО? + y, ° 

这 里 у,, i=1, 2, сн m 是 相应 应 于 这 些 项 的 特 解 形式 ， 在 情形 I 下， 我 们 得 出 如 下 一 般 性 的 
结论 . 

12 1 83583230 E y, 中 包含 有 和 y. 相 同 的 项 ， 那 么 y, 必须 来 上 一 个 z"， 这 里 
是 不 会 导致 有 重复 项 的 最 小 正 整 数 . 

初 值 问 题 

解 多 十 y 一 4z 十 10sinz，?(xr) 一 0， y (m) =2. 

解 ” 相 关 齐 次 方程 y7+y=0 的 解 为 淡 一 ctcosz 十 casinz. 因为 g(z)=4z+ 0sinz 是 线性 
多 项 式 和 正弦 函数 的 和 ， 我 们 对 % 的 一 般 假设 由 表 4.1 的 第 2、5 项 可 知 是 yw =Az+ B 和 
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Yp, = Ccosz-F Esinz: 


y, = Ах + B + Ссоѕх + Езіпх. (5) 

但 是 ， 在 y, 中 很 明显 有 两 项 coss, sinr 和 余 函 数 中 的 两 项 相同 .这 种 情况 可 以 通过 给 y, 乘 一 
Таж. 代替 (5) 式 ， 我 们 现在 用 

y, = Ах + B + Crcosz + Ехѕіпх. (6) 
对 这 个 表达 式 求 微分 ， 并 代入 微分 方程 ， 可 得 : 

y, + y, = Ах + B — 2Сзїпх + 2Ecosz= 一 4z 十 10sinz， 
因此 有 A=4, B=0, —2C=10, 2Е-0. 方程 组 的 解 可 以 直接 得 到 : А=4, B=0, C=—5, 
E=0. 由 (6)， 我 们 可 得 у„=4л—5хсозлх. 所 给 方程 的 通 解 是 
у = y, + y, = cicosz + esing + 4r- 5Szcoszx. 

现在 把 初始 条 件 代 入 方程 的 通 解 . 首先， 由 y(r) 王 cicosx 十 czsinr 十 4r 一 5rcosr 一 0 得 c = 9x, 
因为 cosx= —1, ѕіпл==0. 下 一 步 ， 由 导数 


y 一 一 9rsinz 十 czcosZ 十 4 十 5zsinz 一 5cosz 
和 
y (m) 一 一 9rsinr 十 czcosr 十 4 十 5rsinr 一 5cosr = 2 
可 求 出 c, =7. 初 值 问题 的 解 是 
y = 9xcoszx 十 7sinz 十 47 一 5ZcOST， m 


使 用 乘法 规则 

Ж 多 一 6y 十 9y 一 6z2 十 2 一 12e 

解 ” 余 函数 是 y =c e Боле". 因此， 由 表 4.1 的 第 3 和 第 7 项 ， 通 常 假设 特 解 为 
y, = Ах? + B< + C + Ee”. 


观察 这 个 函数 ， 可 以 发 现 у, 和 y. 中 的 项 有 重复 . 车 把 y, RA z, 我 们 发 现 ze 仍然 是 y. 的 一 
部 分 ,但 车 把 у, RAT, 就 可 以 消除 这 种 重复 . 因此 ， 特 解 的 形式 是 
уь = Ах? + Вт + C+ Ех?е?. 

对 这 个 形式 求 微分 ， 并 代入 微分 方程 ， 整 理 后 得 

у", — 6y, + 9y, = 9Ах* + (— 12A +9B)z +2A— 6B + 9C+ 2Ee’ = 6r? + 2 — 12e", 
因为 等 式 左 右 两 边 相 等 ， 所 以 有 A=2/3, B=8/9, C=2/3, Е=—6. БИШ, Ж y= y ty A 

y == ae 十 ere + T + 22 3 бх? ез, m 

三 阶 微分 方程 一 一 情形 І 

# y” + у = е'совл. 

解 ” 从 特征 方程 mw 十 m? 二 0 中 ， 我 们 可 以 求 出 т =m =0, тз = — 1. 因此 ， 方 程 的 余 函 
数 为 y. =c Te, z--c e. 因为 g(x) 二 ecosx， 我 们 可 以 由 表 4. 1 的 第 10 项 假设 


y, = Aercosz 十 Be’ sinz. 


因为 y, 和 余 函 数 中 没有 项 重复 ， 所 以 我 们 可 以 用 通常 方法 求解 . 从 
y”, + y, 一 (一 24 十 4B)ercosz 十 (一 44 一 2B)ersinz = e*cosz 
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PRAM UØP сатав, —4A—2B=0. AJEA ФИН A=—1/10, B=1/5, PF 
以 特 解 为 y, = — е cosz 十 二 >e sinr. 方程 的 通 解 为 


1 
YY tee сте cosz + Ee sinz. m 


例 11 
R y + y” = 1— хе" 的 特 解 形式 . 
解 ” 比 较 улас, +c; z+ c, z2 + c,e “和 假设 的 特 解 

, = А + Вх?е* + Cre” + Ее", 


ИХ y 


分 别 用 y My RA, х, Б y 和 >y* 没 有 重复 项 ， 因 此 ， 正 确 的 特 解 假设 为 
= Ах? 十 Brse 十 Crzze 十 Erzre， ш 
» 在 练习 L 408338 27—36 中 ， 题 目 要 求 求解 初 值 问 题 ， 而 在 习题 37. 38р, $ 
求 求解 边界 值 问 题 ， 正 如 例 8 所 示 ， 一 定 要 把 初始 条 件 或 边界 条 件 应 用 于 通 解 у= 
уг уу, 学生 们 经 常 犯 只 把 这 些 条 件 应 用 于 余 函 数 y. 的 错误 ， 因 为 余 函 数 是 解 中 包含 
常数 的 那 一 部 分 


练习 4.4 
在 习题 1 一 26 中 ， 用 待定 系数 法 解 所 给 的 微分 方程 . 
L y'+3y +2y= 6 2.4y +9y= 15 
3. у — 10у + 25у = 30x 十 3 4.y +y —6y= 2z 
5. y+ y Бу = r 2r 6. у — 8у + 20у = 100z? — 26ze* 
7. y + Зу =— 48а? е?" 8. 4y” — 4y — Зу = cos2z 
9. y у =—3 10. y + 2y 一 2z 十 5 一 e 5 
11. У-У +4у= 3 + ех 12. y” — 16у = 265 
13. у + 4y = 3sin2z 14. y + 4y = (а? — 3)sin2x 
15. y” + y = 2хяїпх 16. y — 5y = 22° — 4л? — z+ 6 
17. y — 2y + 5y = e*cos2= 18. у — 2у + 2y = e” (cosx — 3sinz) 
19. y” + 2y + y = sinz + 3cos2= 20. у + 2y — 24у = 16 — (х + 2)e* 
21. y” — бу = 3 — cosx 22. у" — 2y — 4y + 8y = bre” 
23. y” — Зу + 3y — у = х — 4е* 24. y” у —4у + 4y = 5— е + е 
25. уо +2у + y = (= 10° 26. у? — у = 4xr+ 2ze * 


在 习题 27—36 中 ， 解 所 给 的 初 值 问题 . 

т. уау -223(5-)-43(4)-2 

28.2у' 二 3y — 2y = 142° — 4х — 11,у00) = 0,y (0) = 0 
29.5Y + y =— 6z,y(0) = 0,у (0) =— 10 

30. у” +4y + 4y = (3 + х)е? ,y(0) = 2,y (0) = 5 

31. у + 4у --5у = 35675 ,у(0) =— 3,3 (0) = 1 
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32. у — y = coshz,y(0) = 2,y (0) = 12 


33. ч” z = Fosinot ,z(0) 一 0,z (0) = 0 


34. ае f e х = ЁусозИ,х(0) = 0,х (0) = 0 


35. у” — 2y + у = 2— 24e + 40е*,у(0) = > 5,7 '(0) = 2 ЭР 0 = 2 


36. у” + 8у = 25 — 5 + 8e 22,00) =—5,y (0) = 3,y (0) =— 
在 习题 37 和 38 中 ， 解 所 给 的 边界 值 问题 . 
37. y+y= 2 +1,y(0) = 5,y(]) = 0 
38. у 一 2y +2y = 2х—2,у(0) = 0,y(x) = x 
在 习题 39、40 中 解 所 给 的 初 值 问 题 ， 它 们 的 输入 函数 g(z) 是 不 连续 的 . [提示 : 分 别 在 两 个 区 间 上 解 方 
然后 求 出 一 个 解 使 得 y，y 在 zx=x/2( 习 题 39) 和 x 一 x( 习 题 40) 处 连续 . J 
39, y +4y= glz), y(0)=1, y (0)= 二 2， 其 中 

sinz,0 < z < > 

к\т) = k 
0, хо» > 
y —2y +10y=glx), y(0)=0, y (0)=0, #h 
20,0 < z < x 


glz) = 0, мэр 
讨论 题 
41. 考虑 微分 方程 ay 十 by +су=е”, KPa, b, с ЁЁ 都 是 常数 . 相关 齐 次 方程 的 辅助 方程 为 am 十 
bmtc=0. 


(a) 若 不 是 辅助 方程 的 根 ， 证 明 可 以 求 出 形 如 ys 二 Ae” 的 特 解 ， 其 中 A=1/(ak’ +bk+c). 
(b) 若 是 辅助 方程 的 单 重 根 ， 证 明 可 以 求 出 形 如 y = Azet 的 特 解 ， 其 中 A 二 1/(2ak 十 5)， 解 释 为 什 
Z k —b/2a. 
(c) 若 上 是 辅助 方程 的 二 重 根 ， 证 明 可 以 求 出 形 如 у= Ах ед 的 特 解 ， 其 中 A=1/(2a), 
42. 讨论 如 何 用 本 节 讲述 的 方法 求解 y + y= sinzcos2z 的 特 解 . 给 出 求解 过 程 . 
43. 不 解 方程 ， 在 下 列 图 形 中 找 出 у 十 ?一 六 z) 的 解 曲线 所 对 应 的 函数 f(x). 


(192400) =1, (Ci Са) ег“, (йә Сх) =e", 
(Чү) (х) = 5122, (мә (х) = е" ѕіпл, (мі) Сх) = sinz. 
简要 地 说 明理 由 . 

(a) y (b) y 


图 4.11 Ё| 4.12 
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图 4.13 图 4.14 


计算 机 实验 作业 

在 习题 44、45 中 ， 求 出 所 给 微分 方程 的 特 解 . 用 САЗ 进行 微分 、 简 化 和 代数 运算 . 
44. У-4у +8y=(2z2° —3z)e”cos2z=+ (10х*—х—1)е'*зїп2х 

45. y 十 2 光 十 y 一 2cosz 一 3zsinz 


4.5 待定 系数 一 一 零 化 子 法 


H 4. 1 节 ， 我 们 知道 n 阶 微分 方程 可 以 写 为 
a,D"y tarı D y +: +a Dy tay = gr), (1) 
这 里 D: y=d*y/dzt, k=0, 1, “ну п. 出 于 我 们 的 需要 ，(1) 式 可 以 写 为 L(y) 一 g(z)， 这 里 
L 表示 线性 ” 阶 微分 算 子 
L = а„Р” +а р" 十 … 十 atD 十 ao. (2) 
算 子 符号 不 但 非常 方便 ， 而 且 可 以 使 我 们 非常 容易 得 到 某 些 类 型 的 非 齐 次 线性 微分 方程 的 特 
解 . 在 开始 讨论 之 前 ， 我们 先 看 两 个 概念 . 
DRAF ма, i=0, 1, =, n 都 是 实 常数 时 ,线性 微分 算 子 (1) 可 以 通过 特征 方程 
am" а, ат" + аута =0 进行 因 式 分 解 ， 换 旬 话 说 ， 如 果 ri 是 辅助 方程 
ат" +a, m" +e tamta = 0 
的 根 ， 那 么 工 一 (D 一 一)P(D)， 这 里 多 项 式 PC(D) 是 n—1 阶 线性 微分 算 子 ， 若 把 D 看 作 是 一 
个 普通 变量 ， 那 么 算 子 D: 十 5D 十 6 可 以 做 因 式 分 解 (D 十 2) CD 十 3) 或 (D 十 3)CD 十 2)， 因 此 如 
ЖЖ y 二 f(x) 存在 二 阶 导 数 ， 则 
(0° ++5D+ 6)у = (D+ 2XXD+ 3)у = (D+ 3)XD + 2)y. 
从 中 可 以 得 出 一 个 一 般 的 性 质 ; 
常 系数 线性 微分 算 子 的 因子 可 以 互相 交换 . 
ЖШ у +4у'+4у=0 的 微分 方程 可 以 写 为 
(DD 十 4D 十 4)y = 二 0 或 (D 十 2)(D 十 2)y = 0 8k (D + 2)° y = 0. 
тинт ”若是 常 系 数 微 分 算 子 ，f 是 充分 可 微 函数 ， 并 使 得 
L(f(z)) = 0, 
U 1. 称 为 是 函数 的 零 化 算 子 (annihilator)， 例 如 ， 常 函数 > 一 可 以 用 DD Ek, AA Dk=0. 
函数 y 二 x 可 以 被 微分 算 子 D’ 零 化 ， 因 为 zx 的 一 阶 和 二 阶 导数 分 别 是 1 和 0. Ж, р? =0 
等 等 . 
微分 算 子 D" 可 以 把 如 下 的 每 个 函数 零 化 : 
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IEE TE унзуд" 1 (3) 


作为 (3) 的 一 个 直接 结果 可 知 ， 由 于 微分 运算 可 以 逐 项 进行 ， 所 以 可 以 找到 一 个 使 得 х 的 最 高 
ҮК ж ШЖ. ЗЕ ЛЛ 
со dor сод tee + emr”? (4) 
被 线性 п ИЕ L 零 化 的 函数 仅仅 限于 那些 可 以 从 齐 次 微分 方程 L(y) =0 中 求 出 的 
微分 算 子 (D 一 a)"* 可 以 把 如 下 的 每 个 函数 零 化 : 
em ‚хее r eF, r Er. (5) 
现在 来 证 明 这 个 结论 ， 注 意 到 齐 次 方程 (D 一 a)"y 二 0 的 辅助 方程 为 (m 一 a)" 王 0. 因为 a 是 多 项 


у = се Here” + = + c," ес. (6) 
零 化 算 子 
求 使 得 如 下 函数 零 化 的 微分 算 子 . 
(a) 1 — 52° + 82° (b) e (с) 4e 一 10ze” 


解 〈a) 由 (3) 式 ， 有 Dtzs 一 0， 又 由 (4) 可 得 
D (1 — 5а? + 8z°) = 0. 
(b) 由 (5) 式 , 令 a= 一 3，n 一 1， 则 可 得 
(D+ 3)e * = 0. 
(c) 由 (5) 式 和 (6) 式 ， 令 а=2, п=2, АЈА 
. (D— 2) (4e — 10е?) = 0. ш 
当 a，8 都 是 实数 ， 且 p>0 时 ， 由 二 次 求 根 公式 的 公式 可 知 [xm 一 2amm 十 (只 士民) 了 了 一 0 有 
ЗЭВ 十 ip，vu 一 pp， 它们 都 是 ” 重 根 . H 4.3 节 末 尾 的 讨论 ， 我 们 可 得 到 如 下 结论 . 
微分 算 子 [D: 一 2aD 十 ( 邓 十 民 ) 了 可 以 零 化 如 下 每 个 函数 : 
er cosBz , ze“ соѕђт л e“ cosBz , "` x! e” cospz， D 
e” sinBx , xe” sinfaz z e= sin8x , *** sx" e” singz. 
DA FLAT 
求 一 个 微分 算 子 ， 使 之 零 化 5e rcos2z 一 9e *вїп2х. 
解 ” 观 察 函 数 e “cos2x 和 e *sin2z 发 现 其 中 ao 一 一 1，p 一 2. 因此 ， 由 (7) 式 可 得 D +2D+°5 
可 以 零 化 这 两 个 函数 ， 因 为 在 十 2D 十 5 是 线性 算 子 ， 所 以 它 可 以 零 化 这 两 个 函数 任意 的 线性 组 
A, ШАП 5e rcos27y 一 9e zsin27. 
щ а=0, n 一 1 时, (7) 的 一 个 特例 是 


cosBx 


D +f) 0. (8) 


singz 
ИШ, D +16 可 以 零 化 sin4z 和 cos4z 的 任何 一 个 线性 组 合 . 
我 们 通常 对 零 化 两 个 或 两 个 以 上 函数 的 和 比较 感 兴趣 . 正如 我 们 在 例 1 和 例 2 中 所 看 到 
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的 ， 若 工 是 线性 微分 算 子 ， 使 得 LCm )=0 10у) 0, АТ 可 以 零 化 线性 组 合 ay (а) 4-с, 
у (х). 这 是 定理 4.2 一 个 直接 的 结论 ， 令 LL 和 工 :是 常 系数 微分 算 子 ， 并 使 得 L 零 化 yy(z)，L; 零 
化 у (z) , ЇНЖ Їл 《yz ) 天 0， L, (у 50, 那么 微分 算 子 的 乘积 L, L, Ak С У (х) ce у» (z). # 
们 可 以 很 容易 地 证 明 这 个 结论 ， 利 用 微分 算 子 的 线性 和 可 交换 性 L. L, =L:L : 
Li L Су, +y) = Lil: (yı) + Lila (y: ) 
= L,Li Cy) + L, Le Су) 
= L. П Су) +14 CL: (уг) ] = 0, ин 
— A — шш 


0 


例如 ， 由 (3) 我 们 知 ，D: 零 化 7 一 上 ， 又 由 (8) 知 0° +16 FAE sin4z， 因 此 ， 算 子 积 D р? 十 16) 
零 化 线性 组 合 7 一 z 十 6sin4z. 

注 ” 零 化 函数 的 微分 算 子 不 是 唯一 的 ， 我 们 可 以 从 例 1 的 (b) 中 看 到 ，D 十 3 可 使 e “Ж 

化 ， 但 是 更 高 阶 的 微分 算 子 也 可 以 使 其 零 化 ， 只 要 使 品 十 3 成 为 它 的 一 个 因子 就 可 以 了 . 

例如 ，(DD 十 3) CD 十 1)，(D 十 3)*，D(D 十 3) 都 可 以 零 化 e “(请 读者 自行 证 明 .) 当 

然 ， 我 们 在 找 使 函数 y 一 f(x) 零 化 的 微分 算 子 时 ， 一 般 总 是 找 阶 数 尽 可 能 是 最 低 的 . 

待定 系数 ”这 里 我 们 又 回 到 了 前 面 讨论 过 的 内 容 ， 设 L(y) 二 g(x) 是 常 系数 线性 微分 方程 ， 
输入 函数 g(x) 由 (3)、(5)、(7) 中 所 列 函 数 的 有 限 和 或 有 限 积 组 成 ， 也 即 g(x) 是 形 如 

上 (常数 ) z" хте“ x" ef совВх VAK x” e” singe 

的 函数 的 线性 组 合 ， 这 里 m 是 非 负 整数 ，a，B 是 实数 . 我们 已 知 这 种 函数 g(x) 可 以 用 最 低 阶 
的 微分 算 子 LEZE, LEBAT D, (D-o) MO 一 2aD 十 a? 十)" 的 积 组 成 的 ， 把 工 
应 用 于 方程 L(y) 二 g(x) 的 两 端 ， 得 到 LL(y) 一 Li(g(7x)) 二 0. 通过 解 齐 次 高 阶 方程 L, L(y)=0, 
我 们 可 以 求 出 原始 非 齐 次 方程 L(y) 一 g(x) 的 一 个 特 解 mw， 然后， 我们 把 特 解 的 形式 代 人 Л СУ = 
g(z) 求 出 显 式 特 解 . 这 个 求 yw 的 过 程 称 为 待定 系数 法 (method of undetermined coefficient), 
下 面 几 个 例子 说 明了 这 种 方法 的 具体 应 用 . 

在 开始 讨论 例子 之 前 ， 我 们 回顾 一 下 前 面 讲 过 的 内 容 ， 非 齐 次 线性 微分 方程 L(y) 二 g(x) 
的 通 解 是 y=y ty RE y. 是 余 函 数 ， 即 相关 章 次 方程 L(y) =0 的 通 解 。 每 个 方程 L(y) 二 
g(z) 的 通 解 都 是 定义 在 区 间 ( 一 co， 十 cc) 上 的 . 

ПЕ 用 待定 系数 法 求 通 解 

解 

y+3y 十 2y = 422. (9) 

解 第 一 步 ， 首 先 ， 解 齐 次 方程 y +3y +2y=0. 由 辅助 方程 m +3m--2= (m+ 1)(m+ 

2) 二 0， 可 以 得 到 тү----1, m = —2, Aik, ЖЖ 


y = aet 十 cae 2. 
第 二 步 ， 因 为 4z 可 以 被 微分 算 子 DP DD -3D+2)y=4D° x #l 
D°: (D° +3D+ 2)y = 0 (10) 
(10) 的 五 阶 辅助 方程 为 


тї (т? + 3m + 2) = 0 9 т (m + 1) (m + 2) = 0, 
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解 得 其 根 为 т, =m,=m,=0, т = 1, m, = —2. 因此 它 的 通 解 为 


ус 十 cz 十 az 十 le 十 ce 2]. (11) 
(11) 中 方 框 里 的 项 是 原始 方程 (9) 的 余 函 数 . 我们 再 讨论 满足 (9) 的 特 解 ww ， 使 其 满足 方 
程 (10)， 这 意味 着 (11) 中 余 函 数 以 外 的 项 一 定 是 y, 的 基本 形式 : 
y, = А + Bz + Cr’, (12) 
这 里 为 了 简化 ， 分 别 用 4、B、C 代替 ci、cz єз. 要 使 (12) 成 为 (9) 的 特 解 ， 就 必须 找到 系数 
A、B、C 的 值 ， 对 (12) 求 微分 ， 可 得 
y, = B+2Cr, y, = 2С, 
把 这 个 结果 代入 (9) 中 ， 可 得 
y, +3y, 十 2y = 2C+ 3B+ 6Cz + 2A + 2Bz + 2Cz° = 4z°. 
由 最 后 一 个 等 式 ， 我 们 可 以 通过 比较 z НАЛИК ОКНА, В, СЕИ: 


ЖЕН] 


即 ， 
2С = 4,2B + 6C = 0,2A + 3B + 2C = 0. (13) 


和 解 (13) 中 的 方程 ， 可 以 得 到 A=7，B= 一 6，C 一 2. 因此 y,=7—6x-+-2z°. 
第 三 步 ， 方程 (9) 的 通 解 为 у= ус Уул 或 


у = ae + сзе > 4-7 — бх + 2z°. m 
用 待定 系数 法 解 通 解 
解 
у — Зу = 8e + 4sinz. (14) 


解 第 一 步 ， 相 关 齐 次 方程 у — 3y = 0 的 辅助 方程 是 m — 3m—m(m—3)= 0, 由 此 得 
y. =c Hee". 

第 二 步 ， 因 为 (D 一 3)e*==0 和 (D: 十 1)sinz 一 0， 所 以 对 方程 (14) 两 端 应 应 用 微分 算 子 (D 一 
3)(D:+1); 

(D—3) (D: + 1) (D° — 3D)y = 0. (15) 
(15) 的 辅助 方程 为 
(m — 3) (т? + 1) (т? — 3m) = 0 sË m(m — 3) (m° + 1) = 0. 
因此 ， 
一 十 care -Бс,со8х + csing. 
从 这 个 等 式 中 去 掉 方 框 中 y. 的 部 分 ， 我 们 就 可 以 得 到 ys 的 形式 : 
= Are” + Bcosz 十 Csinz. 

把 y, 代 入 (14)， 整 理 后 得 


y — Зу» = 3Ae™ + (— В — 3C)cosz + (3B — C)sinz = 8esz + 4sinz. 
由 相同 次 千 项 的 系数 相等 可 得 ，3A 一 8， 一 B 一 3C 一 0，3B 一 C=4 解 方程 得 ，A 一 8/3，B 一 全 和 
y, 一 Žare + É cosz — 4 sinz. 


第 三 步 ，(14) 的 通 解 为 


y = c, се? + 5 xe + š cosx 2 sinz. | | 
用 待定 系数 法 求 通 解 
解 
У + y = хсоѕх — cosz. (16) 


Ж О ХЪБ У у. = ci соѕс-|-сгѕіпл. 比较 cosz、zcosz 和 (7) 中 第 一 行 的 函数 ， 
可 以 发 现 a 二 0，n 二 1， 因 此 (D’ 十 1)? 是 方程 (16) 等 式 右 边 的 零 化 算 子 ， 对 微分 方程 两 边 应 用 
算 子 ， 可 得 
(D +1) (0? +1) у= 0 800° +1)? у = 0. 
因为 1 和 一 i 都 是 微分 方程 的 3 重复 根 ， 所 以 我 们 可 以 得 到 


у= + сз zcosz + с, zsinz + c; z? costr + сел? sinr. 
把 у, = Azxcoszx + Bzsinz + Cr’ cosx + Ех? sins 代 人 (16)， 整 理 后 得 
у, y, = 4Ехсоѕт — 4Czsinz + (2B + 2C)cosz= + (— 2А + 2E)sinz 
= XCOSZX — COST. 
通过 比较 系数 可 得 方程 4E=1, —4С=0, 28--2С--1, —2A+2E=0, рү Щщ А = 
1⁄4, В=—1/2, С--0, Е=1/4. 因此 (16) 的 通 解 为 


y = clcoszr 十 czstmz + + zcosz 一 于 zsinz 十 += sinz. = 
特 解 的 形式 
求 方程 
у — 2y + y = 10e**cos= (17) 
特 解 的 形式 . 


解 ” 所 给 方程 的 余 函 数 为 y. 二 cie’ 十 czxe”. 
由 (7), а=—2, 8-41, n=1, RAA 
(D? + 4D + 5)е 2 cosx = 0. 
对 (17) 应 用 算 子 Г"--40--5, 4851 
(D: 十 4D 十 5)(D: — 2D + 1)y = 0. (18) 
因为 (18) 的 辅助 方程 的 根 为 一 2 一 i， 一 2 十 i，1，1， 我 们 可 由 


у= 十 cze cosx + ce айл 
求 出 方程 (17) 形 如 


y, = Ae” cosx + Be™ sinx 


的 特 解 . = 


808228 
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特 解 的 形式 
求 方程 
yY — Ay 十 4y = 522 — бх + 4r’ e + 3e", (19) 
特 解 的 形式 . 
解 ”经 观察 可 知 


D’ (52? — 6х) = 0,00 — 2)? r'e 一 0,(D 一 5)eiz = 0. 
因此 把 DCD 一 2)*(D 一 5) 应 用 于 (19)， 可 得 
гр – 2580р – 5) (D: — 4D + 4D)y = 0 
或 
D (D—2)(D—5)y = 0. 
最 后 一 个 微分 方程 辅助 方程 的 根 为 0，0，0，0，2，2，2，2，2，5. 因此 ， 
у= + c; z + c, x° + сз? + [cs + cs ze] + соз? е" саг ёл сох её" H+ coe. (20) 
因为 对 应 于 (19) 的 余 函 数 的 线性 组 合 为 с Асе c i ze2, (20):HHB 13 JD 25 H: TADEN 
解 的 形式 : 
уь = Ах + Вх? + Сх? + Ех?е + Ех?е + Сх^е? + He”, | 
总 结 待定 系数 法 我们 这 里 给 待定 系数 法 做 一 个 如 下 总 结 . 
待定 系数 法 一 一 零 化 算 子 法 
微分 方程 L(y) 二 g(xz) 具 有 常 系数 ， 并 且 函 数 gC(zx) 是 由 常数 、 多 项 式 、 指 数 孔 数 ee*、 正 
弦 函 数 、 余 弦 函 数 的 有 限 和 或 有 限 积 组 成 . 
( |) 求 齐 次 方程 L(y) 一 0 的 余 函 数 y.. 
(i) 对 非 齐 次 方程 L(y) 二 g(x) 两 端 应 用 使 函数 g(z) 零 化 的 微分 算 子 Li. 
〈 讶 ? 求 高 阶 齐 次 微分 方程 L, L(y)=0 的 通 解 . 
Civ) 从 (六 ?的 解 中 去 掉 ( | ) 中 所 求 函 数 y. 所 含 的 项 .余下 的 项 就 是 线性 组 合 y,. 这 就 是 
958 L (y) = 一 g(Cz) 的 特 解 . 
Cv ) 把 (iv) 中 所 求 的 y 代 入 L(y) 一 g(x)， 比 较 等 式 两 边 相 同 函数 项 的 系数 ， 令 相同 函数 
项 的 系数 相等 ， 解 系数 方程 组 可 得 y, 中 的 未 知 系数 . 
Cyi) 由 (CV ) 中 解 出 的 特 解 ， 可 知 微分 方程 的 通 解 为 у= у. у. 
R 待定 系数 法 对 变 系 数 的 线性 微分 方程 不 适用 ， 对 g) H de 


g(z) = Їйл, (21) = T,zG) = {апх, (1) = sin < 


的 常 系数 微分 方程 也 不 运用， 含有 最 后 一 种 输入 函数 g(z) 的 微分 方程 将 在 下 节 中 

讨论 . 
练习 4. 5 

在 习题 1~10 中 ， 把 所 给 的 微分 方程 写成 L(y) = g(z) 的 形式 ， 这 里 工 是 常 系数 线性 微分 算 子 ， 若 可 能 ， 
ЗЕТ. 

1.9y — 4y = sinz 2. y” — 5y = д? — 2л 

3. у — 4y 一 12y 一 工 一 6 4. 2y — Зу 一 27 = 1 

5. у" + 10у' + 25у, = e 6. у” Б 4у' = ercos2z 
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аж 


7. 交 十 2 光一 13y 十 10y = хе" 
9. уб + 8y = 4 


8. 
10 


y” + 4y + 3y' = z2cosz=— Зл 
2у?-8у-16у- (а? — 20) е 


ТЕ 27 88 11—14 中 , 证明 所 给 的 微分 算 子 可 以 使 相应 的 函数 零 化 . 


11. Dt ;y 一 10z — 2x 

13. (D—2)(D+5); y = e + Зе ** 

在 习题 15—26 中 ， 求 使 指定 函数 零 化 的 线性 微分 算 子 . 
15. 1 + 6r — 22° 

17. 1+ 7e 

19. cos2x 

21.13z 十 9z? — sin4x 

23.e + 2zre* — x° e* 


25.3 + e*cos2= 


12 
14 


16. 
18. 
20. 
22. 
24. 
26. 


ТЕЗ] 27—34 中 ， 求 被 所 给 微分 算 子 零 化 的 线性 无 关 函 数 . 


27. D° 
29. (D— 6) (2D + 3) 
31. р? +5 


33. D? — 100° + 25р 

在 习题 35 一 64 中 ， 用 待定 系数 法 解 所 给 的 微分 方程 . 
35. у — 9y = 54 

37. у + у = 3 

39. у + 4у + 4y = 22+ 6 
41. y” +y = 82° 

43. y — y — 12у = е“ 

45. 光一 2y 一 3y 一 4e 一 9 
47. у + 25у = 6sinz 

49. у + 6y 十 9y =— хе! 
51. y — у = хе + 5 


53. у — 2y + 5у = e*sinz 


55. у + 25у = 20sin5z 

57. у + y + y = zsinz 

59. y” + 8у =— бх? + 9z + 2 

61. y” — 3y +3y — у = ex — х 16 
63. уо —2y” +y = e +1 

解 习题 65—72 中 的 初 值 问题 . 


65. y” — 64у = 16,y(0) = 1,у (0) = 0 
67. y — 5y 一 工 一 2,y(0) = 0,y (0) = 2 
x 
69. у + у = 8cos2r—4sinz, y (T )=- 1. (9) = 0 


28. 
30. 
32. 
34. 


36. 
38. 
40. 
42. 
44. 
46. 
48. 
50. 
52. 


54. 


56. 
58. 
60. 
62. 
64. 


66 


68. 


.2D— 1;y = 4e”? 
. D? + 64;y = 2cos8zx — 5ѕіпёх 


z?’ (] — 52) 

z+ Зеб 

1 + sinz 

8x — sinz + 10соѕ5х 
(2— e*)° 


e sinx 一 etzcos 工 


р 十 4D 

D° 一 9D 一 36 

І? 一 6D 十 10 
г(0р-530--1) 


2 光一 7y 十 5y 一 一 29 

y"+2y +y = 10 

y+3y = 4r—5 

y—2y 十 > 一 а? 十 4r 

y +2y + 2y = бе" 

y+6y 十 8y = 3e 4-2х 

у + 4y = 4соѕх + Ззіпл — 8 

У + Зу — 10у = z(e + 1) 

у + 25у + у = т е* 

y +y + +y = e* (sin3z — с0о532) 


y + y = 4cosz — sinr 

у + 4y = соѕ х 
уу +y у = =e — e 17 
2y” — 3y — 3y + 2y = (е + е“)! 


у? — 4y” = 52? 22 e= 


.y+y = х2,у0) = 1,y (0) = 0 
y+5y —6y = 10e%*,y(0) = 1,y (0) = 1 


70. y” — 2y + y = хе + 5,y(0) = 2,у (0) = 2,у (0) 一 一 1 


71. y — 4y 十 8y = yO) = 2,y (0) = 4 
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” 


12, y) — y” = z+ e*,y(0) = 0,y (0) = 0,у (0) = 0,у (0) = 0 
讨论 题 
73. 设 世 是 可 分 解 的 线性 微分 算 子 ， 其 系数 可 变 ， 这 种 二 的 因子 可 以 交换 吗 ? 请 说 明理 由 . 


4.6 常数 变易 法 


2. 3 节 中 我 们 学 过 的 求解 一 阶 微分 方程 特 解 的 方法 对 线性 高 阶 方程 也 同样 适用 ， 为 了 对 线 
性 二 阶 微分 方程 
a,(z)y +a (х) у + а(х) у = glr), (1) 
采用 常数 变易 法 (variation of parameter), RPR 4.2 节 中 所 做 的 那样 ， 从 方程 的 标准 型 
AF 
y + Р(х) у + Q(z)y = fl), (2) 
要 得 到 这 个 标准 型 ， 只 要 在 方程 的 两 端 除 以 最 高 阶 项 的 系数 a, СКИ]. J 8 (2) 28 j T 
性 一 阶 方程 dy/dz 十 P(z)y= Fz) 的 二 阶 方程 ， 在 (2) 中 ， 我 们 假设 PCz) 、QCz) 和 РС) ЕЖ 
个 普通 区 间 1 上 都 是 连续 的 ， 正 如 4. 3 节 中 所 示 的 那样 ， 因 为 (2) 的 系数 都 是 常数 ， 所 以 可 以 
很 容易 地 得 到 其 余 函 数 ye 
假设 ”相应 于 2.3 节 中 求 dy/dz 十 P(x)y 王 了 (Zz) 的 特 解 y, 所 做 的 假设 ys 二 ww Сх) yi Са), 
对 于 线性 二 阶 方程 (2) ， 我 们 有 如 下 解 的 形式 
yp = ш (a)y (х) + us (z) у (2), (3) 
这 里 y, у, Т CO 5 ЭЕ КИК ЖЕЕ ЖШН. MA y* 二 次 微分 的 乘法 规则 ， 我 们 可 得 
y 一 шу" + yuh + и» у» + уз и", 
y, 一 шу. + ули" + у и". + ил уп + U2 y 2 + узи» + уги": + uy yz. 
把 (3) 和 以 上 导数 代 人 (2)， 整 理 后 得 : 


0 0 
y, + Р(х)у„ + Q(>) y, = шу + Py + Qy] + [у + Ру, + Qy; J) 
+ ya uy, + жи» uy, + РГГууц + yus] + ушл + узи» 


= [yu] + A yuh] + Рула + уи] + ути + узи? 
dz ах 


= [уи + уи] + Р[ уи" + уги, 1+ ули + узи = РС). (4) 


因为 要 求 两 个 未 知 函 数 u о, 所 以 要 有 两 个 方程 . 我 们 可 以 通过 进一步 的 假设 得 到 这 些 方 
程 ， 假 设 ww 和 ww 满足 yiu 十 az =0. 这 个 假设 不 是 凭空 而 来 的 ， 而 是 根据 (4) 式 前 两 项 得 到 
的 ， 因 为 车 令 wa 十 yt 一 0， 则 C4) 可 以 化 为 уш Ty из = Р(х). 这 样 ， 我 们 就 得 到 了 
这 两 个 方程 ， 尽 管 这 两 个 方程 求 的 是 wu 和 wus， 利用 克 莱 姆 法 则 ， 方 程 组 
yuh + yzu = 0, 
yu + узи» = f(z) 
的 解 可 以 用 行列 式 表 达 出 来 : 


, Wi _ f(x) М f 
W W иг = + W . (5) 
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其 中 


w = y У 


9 2 = 


0 Уг У 0 

yi у" fex) у”? у" Jf (a) 
函数 由 和 刀 可 以 通过 对 (5) 式 积分 求 出 来 .行列 式 克 Eyn yA REITIR. H yo y ÆI 
上 的 线性 独立 性 ， 我 们 知道 酌 (y (2), у (x)) 隆 0 对 区 间 上 的 每 个 z 均 成 立 . 

总 结 常数 变易 法 ”通常 在 理解 的 过 程 中 不 提倡 把 这 些 公式 记 下 来 ， 然而， 前 述 方法 对 于 解 
微分 方程 显得 过 于 繁 瑛 ， 在 这 种 情况 下 ， 公 式 (5) 就 给 我 们 提供 了 一 个 简便 的 方法 ， 因 此 ， 解 
azy jay Ta y=g(z), 首先 找到 它 的 余 函 数 у= сууу T c; уз, 然后 计算 朗 斯 基 行 列 式 
(у (2х) ,ys(x))， 用 as 去 除 方程 两 端 ， 把 方程 化 为 标准 型 十 Py T Qy= f(x), ЖШ f(z) 
的 形式 ， 接 着 再 对 u =W,/W, и, =W,/W RIRH un u, RE W, 和 Ws 如 (6) 所 定义 . 
方程 的 特 解 为 Yp = шу Мун 则 方程 的 通 解 为 y= y. уь. 

用 常数 变易 法 求 通 解 

f 光一 4y 十 4y 二 (x 十 1)e”, 

解 ” 由 辅助 方程 m: 一 4m 十 4 二 (m 一 2)* 二 0， 可 得 y =c ez Боле". 那么 у =e, у = 
xe*， 然 后 计算 朗 斯 基 行 列 式 : 


W (е? sre”) = 


W, 


. (6) 


е?* x e? 


2625 2re™ +e” 
因为 方程 已 经 是 (2) 的 标准 型 了 (也 就 是 多 的 系数 为 1) ， 所 以 FCz) 一 (z 十 1)e"， 由 (6) 式 得 
0 тже?” e 0 

(Xx 十 1)e” 2zxe +e” 265 (х + 1) e" 
再 由 (5) 式 得 


= e“, 


W = =— (х + 1) ле, W, = = (=+ 10е“, 


Ах 4х 
и" сс эле 22 — ru, = шилэн 21, 


将 上 式 积分 得 а= а?л, = а? +a. 因此 有 


yp = (- ги 一 > Je + (2 шэнэ = азе?" + сол? e” 


у= у + y, = сае А соле“ + Late + абе, m 
用 常数 变易 法 求 通 解 
fR 4 多 十 36y 一 csc3z， 
解 ” 首先 把 方程 变 为 如 (2) 的 标准 型 ， 方程 两 端 同 除 以 4， 得 
y +9y= csc3z. 
因 辅 助 方程 m -- 9 = 0 的 根 为 m, =3i, 7 二 一 31, 余 函 数 为 y. = cicos3z+ с: sin3z, 所 以 у = 
cos3xr, ух =5їп3л, С) =-реве3т, 由 此 可 得 


. COS3X Xxsin3z 
W(cos3zxz,sin3z) = . ='3, 
—3sin3x 3cos3x 
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0 81432 | COS3X 0 
W = =——,W — 1 со83х 
! Tcsc3z 3cos3x 4 2 — 3sin3xz 工 csc3z 4 Sin3Z 
对 
u Wi 1 м, = W, _ 1 со83х 
' W 122 W 12sin37 
А 1 ` 
PRU, TI a= л, ш =з | sin3z | ， 因 此 ， 特 解 为 
一 一 工 xzcos3z 十 工 (sin3 Эш | sin3x | 
Yo 15 36 х 8103 |. 
方程 的 通 解 是 
у = у. + y, = cicos3x + c;sin3z 一 4 ycos3r + 2 (sin3z)]n | sin3z | (7) 
ЕА 12790592 7 36 ш 


方程 (7) 给 出 了 微分 方程 在 区 间 (0，r/6) 上 的 通 解 . 

积分 常数 ”计算 u, u 的 不 定 积 分 时 ， 我 们 没有 引进 任何 积分 常数 ， 这 是 因为 

у = y, + y,= cy 二 cy + Cu Hay + Си; + фу) уг 

= (a Ба) у Б (с +b) yz + uyi t uzy: = Суу, + Суг + uyi + Wz yz. 

ШЫ 用 常数 变易 法 求 通 解 

f YY 一 y= 二 1/x. 

解 ” 由 辅助 方程 т —1=0 1048, т = —1, т =1. 因此 ， 有 y. 二 cue’ 十 cze "TRE, WA 
ВЕ И (е, е 5) = —2 Ж 
/ e*(1⁄2) , _ 1f e“ 


Ul 二 7 1 2 " Ї ағ, 
, т 1 1 т t 
aa SUD 3р Фе. 


因为 前 述 积 分 不 是 初等 积分 ， 所 以 我 们 将 它 写 成 


因此 ， 有 


_ 1 了 =i Ioa [Ü t 
y= yty = ае ое e| 5 dt 一 "| d. m 


0 


在 例 3 中 ， 我 们 可 以 在 任何 不 包括 原点 的 区 间 хо іс 上 积 
高 阶 微分 方程 解 非 齐 次 二 阶 微分 方程 的 方法 可 以 推广 到 写 为 标准 型 的 线性 n 阶 方程 
у? +P, (х) у 十 十 PP， (z)y + P. (z)y = Рб). (8) 
如 果 y =c yi 十 ce 风 十 …… 二 co 是 (8) 式 的 余 函 数 ， 那 么 方程 的 一 个 特 解 为 
yp = щш (х) (z) + шо (z) yz (z) + + Us (XT) у(х), 
XE u, k=l, 2, 0, nn 可 以 通过 nn 个 方程 的 方程 组 解 出 
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yui + Уг + + эи» =0 
yu, + узи» 十 … 十 уи = 0 
| : (9) 
yP ui + yP uh +++ WLU, = Сх). 
和 (4) 中 的 yu’ 十 yus' 一 0 一样， 方程 组 的 前 n— 1 个 方程 是 一 种 假设 ， 它 简化 了 把 y, =u (а) 
1《z) 十 … 十 ws《(Zz)yn《z) 代 入 (8) 中 以 后 得 到 的 方程 ， 由 克 莱 姆 法 则 ， 可 得 


sk = 1,2,- n, 


这 里 WW 是 y1，yz，…，y; 的 衣 斯 基 行 列 式 ，W 是 用 (9) 式 右边 替换 朗 斯 基 行 列 式 的 第 & 列 得 
到 的 行列 式 ， 也 就 是 WW 的 第 列 为 (0，0，…，f(z))， 当 n= 二 2 时， 可 得 (5) 式 . 
Ж (1) 常数 变易 法 比 待定 系数 法 有 明显 的 优越 性 ， 因 为 由 它 总 是 可 以 得 到 相关 齐 次 
方程 的 特 解 y,， 这 种 方法 对 f(x) 没 有 什么 限制 ， 它 可 以 是 4.4 节 中 所 列 的 四 种 函数 
类 型 的 线性 组 合 ， 同时 ， 与 待定 系数 法 不 同 ， 常 数 变易 法 也 可 以 用 于 变 系 数 的 微分 
方程 . 
(ПОМ ys 形式 的 问题 ,依赖 于 求 ш". и 原 函 数 的 方法 ， 读 者 在 做 习题 时 ， 得 


到 的 风 可 能 也 不 同 ， 比 如 ， 在 练习 4.6 的 习题 3 中 ，y 一 小 sinz 一 去 zcosz $ y, =7 


sinz 一 了 zcosz 都 是 合理 的 答案 . 在 每 种 情况 下 ， 通 解 y 一 y. 十 y, 都 可 以 简化 为 y 二 a 


. 1 
cosz 十 czsinz 一 二 zcosZ。 为 什么 ? 


2 
练习 4.6 
用 常数 变易 法 解 习题 1 一 18 中 的 微分 方程 . 
1. У + y = вест 2. y" + y = tanz 
3. y” + y = sinz 4. y” + у = весбїапд 
5.У + y = cos х 6. y” + y = зес х 
7. у — у = coshz 8. y — у = sinh2z 
9.” — 4y = = 10. y” 9y = = 
yy + 2y = пі 12. —?уУ+»= {тр 
13. у + 3y' + 2y = sine” 14. y — 2y + y = earctant 
15.У + 2y + y = e Int 16.2y/+2y +y = 4 /= 
17. 3 光一 6y + бу = e*secz 18.4у — 4y Бу = е 21-15 
用 常数 变易 法 解 习题 19—22 Е, ЕПА А у(0)-41, y (0) = 0. 
19. 4 光一 y = хе 20.2y +y —y= z+1 
21. y +2y — By = 2e — е" 22. y — 4y + 4y = (122° — блх)е 


在 习题 23 和 24 中 ， 已 知 所 给 的 函数 是 相关 齐 次 微分 方程 在 (0， 十 co) 上 的 线性 无 关 解 ， 求 相应 的 非 齐 次 
方程 的 通 解 . 
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2.9 1 ~ 
23. хуту (2), y=x cosx, уз = х 0? sings 


2.” 


24. x? y ху +y=sec(Inz); у = cos(Inz), урссан (ал) 

用 常数 变易 法 解 习题 25 和 26 中 的 三 阶 微分 方程 . 

25. у" у =tanz 26. y” + 4y' 一 sec2z 

讨论 题 

在 习题 27、28 中 ， 讨 论 如何 同 时 使 用 待定 系数 法 和 常数 变易 法 来 解 微分 方程 .给 出 求解 过 程 . 

27. Зу —6у 十 30y 一 15sinz 十 ertan3 工 

28. y —2y +y=4z:—3+ z e 

29. 习题 1、7、9、18 中 通 解 的 定义 区 间 分 别 是 什么 ?讨论 习题 24 中 通 解 的 定义 域 为 什么 不 是 (0， +). 
30. Ж riy try —4z2y=1 ЖЖ. 已 知 у 二 zx? 是 相关 齐 次 方程 的 解 . 


4.7 柯 西 - 欧 拉 方程 


由 前 述 章节 ， 我 们 可 以 很 容易 求 出 常 系数 高 阶 线性 微分 方程 的 显 式 解 ， 但 是 要 求 出 变 系 数 
线性 微分 方程 的 通 解 不 是 很 容易 ， 在 第 6 章 ， 我 们 将 看 到 当 微 分 方程 的 系数 是 变 系 数 时 ， 通 常 
求 出 的 解 是 无 穷 级 数 形式 的 ， 然 而 ， 本 节 所 考虑 的 微分 方程 也 是 变 系数 的 ;而 变 系数 方程 通 解 
的 形式 通常 为 z 赛 级 数 、 正 弦 函 数 、 余 弦 函 数 和 对 数 函 数 ， 求 解 方法 和 常 系数 方程 频 为 类 似 ， 
因为 都 要 求解 辅助 方程 . 

柯 西 - 欧 拉 方 程 ЖШ 


n Ту nl dy ... dy = 
a,z" q + а, iz = 十 … +a T + ay = g(r) 


的 线性 微分 方程 ， 其 中 系数 a,，a,-!1，…， a 是 常数 ， 称 为 柯 西 - 欧 拉 方程 (Cauchy-Euler 
equation)， 这 种 类 型 方程 的 特征 是 & 阶 微分 dy/dx* 所 对 应 的 系数 为 zx*,， =n, n=l, +, 
1, 0: 


相同 相同 

( 13 

n d” + х" Фу + 
G дул 2 ах”! ` 


和 4. 3 节 一 样 ， 我 们 从 齐 次 二 次 方程 


Фу 25) 2 
2 0. 
ах” T + bz 4 + cy 


的 通 解 开始 讨论 我 们 本 节 的 内 容 ， 高 阶 微分 方程 的 解 与 二 阶 的 类 似 . 若 知道 了 余 函 数 y.， 我 们 
也 可 以 用 常数 变易 法 求解 非 齐 次 方程 ax?y 十 bxy +су= g(z). 
ж 的 系数 ax’ 在 + 二 0 处 为 零 . 因此 为 了 保证 定理 4. 1 的 基本 定理 对 柯 西 - 欧 拉 方 程 也 适用 ， 
我 们 求 定义 在 区 间 (0， 十 co) 上 的 通 解 ， 区 间 (〈 一 ce， 0) 上 的 解 可 以 通过 把 1 一 一 z 代入 微分 方 
程 得 到 ， 请 参考 练习 4. 7 的 习题 35. 36. 

求解 的 方法 ”我 们 来 看 形 如 y 二 x” 的 解 ， 这 里 m 待定 . 与 把 ev“ 代入 常 系数 线性 微分 方程 
类 似 ， 当 我 们 把 x" 代 人 柯 西 - 欧 拉 方程 的 每 一 项 时 ， 方 程 就 变 成 了 m 次 的 多 项 式 ， 因为 
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шт = = ддт (т 2 1) (т 2) т k +1)" = am (m — 1)(m— 2) (m—k + 1) а". 
例如 ， 把 y==xz" 代 入 二 阶 方程 ， 则 这 个 方程 就 变 成 了 


2 
ат” іы + = ат (т — 1) х" + bmz" + ск" = (am (т — 1) + Pm + с) х". 


因此 y= 二 zx" 是 微分 方程 的 解 ， 只 要 m 满足 辅助 方程 (auxiliary equation) 
am (m — 1) + bm +c = 0 X ат? + (b —a)m +c = 0. (1) 
因为 二 次 方程 的 根 可 能 是 两 个 不 同 的 实数 、 两 个 相同 的 实数 、 两 个 复 根 ， 因 此 有 三 种 不 同 的 情 
况 需 要 考虑 .最 后 一 种 情况 的 根 以 共 轿 对 的 形式 出 现 , 
情形 I: 两 个 不 同 的 实 根 S mi 和 mz 表示 (1) 的 两 个 不 同 实 根 ， 且 тэ: ЯА у= 
zx" ，yz 二 x 构成 了 基本 解 组 ， 因 此 ， 方程 的 通 解 为 
y = cz" Ó+ c. >”, (2) 
两 个 不 同 的 实 根 


dë d 
а 5-$—2х 92—45 = 0. 


解 ” 为 了 理解 辅助 方程 的 这 种 新 形式 的 推导 以 及 和 4. 3 节 的 辅助 方程 之 间 的 不 同 点 ， 不 必 
记 住 方程 (1) ， 只 要 假设 > 一 z" 为 方程 的 解 就 可 以 了 ， 对 解 进行 二 次 微分 


2 
ду _ тх” dy m(m —1)z”2, 


dz ' d 
并 把 这 个 微分 的 结果 代入 微分 方程 ， 若 m°—3m—4=0, ЇЙ 


2 
а? dy — 2х dy _ 4 y= Temm— 1) "7 —2z * тк" 一 4 
т 


dz’ d 


m 


= r” (m(m—1)—2m— 4) = z” (т? — 3m — 4) = 0. 
(m+ 1)(m—4)=0 意味 着 т, = —1, т 一 4， 所 以 y = ar +c. а 
情形 1: 两 个 相等 的 实 根 若 (1) 的 根 是 两 个 相等 的 实 根 ( 即 m = m), 则 我 们 可 以 得 到 唯 
E, yar. 当 二 次 方程 am: 十 (5 一 a)m 十 c= 二 0 的 两 个 根 相 等 时 ， 系数 判别 式 必 须 等 于 零 . 
再 由 根 的 关系 式 得 加 三 一 (0 一 2a)/2a. 
接 下 来 我 们 用 4. 2 节 的 (5) 式 求 它 的 第 二 个 解 уг. 把 柯 西 - 欧 拉 方程 写成 标准 型 
Фу, b dy 


С 


= 0 
dz? toz ах ta? 
并 记 P(x)=b/ax， | (byar)dz = (b/a)Inz. 因此 ， 
m ет tb/aylnz 
Уус x | т?” dz 
= т"! fae . XT dx <— e (bonr 一 ет = д/а 
= р" fae e rdr +— — 2m = (b—a)/a 
= ar | а= х" [nz 
х 
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则 通 解 为 


y = cz" + c, z" lnz. (3) 


两 个 相等 的 实 根 
‚Чул Чуу _ 
Ж 4x qa 82 q T950. 
解 把 у= "А, 得 到 
2 
41? СУ -+-8х +у = z”(4m(m — 1) + 8m + 1) = r” (4m Ат + 1) = 0 ` 


其 中 4m 十 4m 十 1 二 0 或 (2m 十 1)? =0. 因为 m= 二 一 1/2， 所 以 通 解 为 > 一 cz сх lnr. Ш 
对 于 高 阶 方程 ， 若 mi 是 & 重 根 ， 则 可 以 证 明 
zr" ахд" Onr)? ,zx™ Опа) 
是 个 线性 无 关 解 ， 相 应 地 ， 微 分 方程 的 通 解 必须 包含 这 上 个 解 的 线性 组 合 . 
ШЕШ: ЖЕ#Ш ”车 (1) 式 的 根 是 两 个 共 轿 复数 m 二 a 十 8B，zm2 二 a 一 8， 这 里 a， 20 是 
实数 ， 则 解 为 
у = Сүх” Сл". 
但 当 辅 助 方程 的 根 是 复数 时 ， 比 如 常 系数 微分 方程 的 辅助 方程 ， 我 们 希望 把 解 写成 实 函数 的 形 
A w 
хе = (el = ей", 
根据 欧 拉 公式 ， 可 以 写 为 
x? 一 cos(Cplinz) + isin(8lnz). 
同样 地 ， 
z = соѕ(Віпх) — isin(8lnz) . 
把 以 上 两 个 等 式 的 左右 两 边 分 别 相 加 、 相 减 ， 可 分 别 得 到 
х# + х # = 2cos(Blnz) #l <ë — z-# = 2isin(8lnz). 
AY y= Grt +C 9 是 对 任何 常数 都 适用 的 解 ， 可 以 看 到 ， 依 次 令 С = C, —1 和 C 一 1， 
C: 一 一 1， 则 有 
у = lË + z) Жу = х°(х# — x”) 
或 
. уу = 2x’cos(Blnx) Ж y: = 2iz°sin(8lnz) 
也 是 解 ， 由 于 在 区 间 (0, +оо) E, W(z'cos(Blnz), z“sin(Blnz)) = Вх“! 天 0，p8>>0， 因 此 
可 得 
一 :cos(Cplnz) Ж y: = х"ѕіп( ал) 
构成 了 微分 方程 实 解 的 基本 解 组 ， 因 此 ， 通 解 为 
y = х*[с.соѕ( пх) + c; sin(plnz)]. (4) 
初 值 问题 


” 1 
Ж 12у +17у=0, у(1) = —1, y (1)= 一 也 


解 ” 在 这 个 柯 西 - 欧 拉 方 程 中 没有 y M, MIRA у=" 
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Ly + 17у = х"(4т6(т-1)-17) = z" (4m — 4m + 17) = 0, 
ан E= 0. 由 二 次 根 式 的 公式 ， 可 以 求 出 两 个 根 是 m 1/2421, m = 1/2 — 21. 
=1/2，8=2， 从 (4) 可 以 得 到 微分 方程 的 通 解 为 
у = T [c cos(2]nz) + c;sin(2In>z>) 1. 
再 应 用 初始 条 件 y(1) 一 一 1， y (1) 一 一 1/2， 因为 1һ1=0,‚ 所 以 依次 可 得 ci 一 一 1，cz 一 0. 初 值 问 
题 的 解 就 为 > 一 一 zcos(2lnz). 用 计算 机 绘 出 这 个 函数 的 图 形 ， 如 图 4.15 所 示 . 当 z-> 十 co 
时 ， 特 解 是 无 界 且 不 稳定 的 . 


а) 区 间 0<x< 1 上 的 解 b) KEJO < x< 100 上 的 解 
图 4.15 = 


下 一 个 例子 给 出 了 三 阶 柯 西 - 欧 拉 方 程 的 解 . 
三 阶 方程 


3 2 
解 5 +7z 9 +8y=o. 


解 > 一 z 的 前 三 阶 导数 分 别 是 


2 3 
— = mr”, dy AG 一 z" Фу 


ах? ” dx’ 
因此 ， 这 个 微分 方程 可 以 写成 
2 Ф T3 +5 d. 9 学 十 7z саяын Bm — D (m — De + 522m(m — 1)z” j+ Tama" +82" 
= z"”(m(m — 1) (m 2) + 5m(m — 1) + 7m + 8) 
= х" (т? + 2mš° + 4m + 8) = z" (m + 2) (m° + 4) = 0. 
在 本 例 中 ， 我 们 看 到 y=xz"Jë m = —2, m. = 21, ms 一 一 2i 时 的 微分 方程 的 解 . 因此 通 解 为 
ул сүх 4с, cos(2 ах) +cssin(2]nz). Ш 
ТЕ 4.5 ЯП 4.6 节 中 所 述 的 待定 系数 法 一 般 来 说 不 能 应 用 于 变 系数 的 线性 微分 方程 . 因此 ， 
AATE T ERER, 
常数 变易 法 
тэр y —3xzy 十 3y 一 2zter 
解 ” 因 为 方程 是 非 齐 次 的 ， 所 以 先 解 它 的 相关 齐 次 方程 ， 从 辅助 方程 (m 一 1) (m —3)=0 


= т(т — 1) т 一 2)z 3 ， 
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中 ， 可 以 求 出 一 cz 十 cm， 在 用 常数 变易 法 求 特 解 y,— yi Pus y. 2101, EZ F ИШ 
过 的 公式 ш =W,/W, u МИ, ЛУ, REW, И, УУ 是 4.6 节 所 定义 的 行列 式 ， 这 个 公式 
是 在 假设 微分 方程 化 为 标准 型 у Р(х) у 十 Q(x)y= 二 f(x) 的 条 件 下 推导 出 的 ， 因 此 ， 用 x 去 
除 方程 的 两 端 ， 并 由 | 


” 


Зу + Эу = 2r’ e 
可 以 看 出 (o) 52r e. 现在 有 y =r, y= r 31 
r x= 0 =š 
2456" За? 
可 以 求 出 由 =— © ea, = © =е. 
22 2х 
对 最 后 一 个 函数 可 以 直接 积分 ， 但 对 wu 要 分 两 次 积分 ， 结 果 为 二 一 xX?*e* 十 2xe* 一 2e*，us 一 7. 
因此 ， Ур = ш у иг yz 为 
y, = (— r E + 2ке" — 2e*)z + e*z° = 2r e — 2ке". 
最 后 有 y = у. + y, = cz + cz? + 2z°e* — 2z=ze* . m 
常 系 数 的 降 阶 法 “ 柯 西 - 欧 拉 方程 解 的 形式 和 常 系数 线性 方程 解 的 形式 类 似 ， 但 不 完全 相 
同 ， 例 如 ， 当 ay 十 by' 十 cy 一 0 A ar y -фху 十 cy 一 0 的 辅助 方程 的 根 都 是 两 个 不 相等 的 实 根 
时 ， 它 们 的 通 解 分 别 为 
у = пет" + сее" Жу = сүх"! + c. z” ул > 0. (5) 
由 er 一 zx，z>>0，(5) 中 的 第 二 个 解 可 以 写成 和 第 一 个 解 相 同 的 形式 : 
y = сет" t eem = cem! -+ сое", 
其 中 гах. 最 后 一 个 等 式 说 明 任何 柯 西 一 欧 拉 方 程 总 可 以 通过 做 代 换 х= e 5 Ë ЕЖ 
线性 微分 方程 ， 这 个 思想 是 用 上 一 节 的 方法 解 一 个 变量 为 上 的 新 的 微分 方程 ， 得 到 通 解 后 再 做 
代 换 :一 lnz。 最 后 一 个 例子 说 明了 如 何 使 用 这 种 方法 ， 这 种 方法 需要 使 用 微分 的 链 式 法 则 . 
变换 成 常 系数 微分 方程 
解 ху — zy 十 y 一 lnz. 
E 做 代 换 x 一 e 或 一 Inx， 则 有 
dy_dyd: 1 dy 
dr Ф dz x dt 


Фу. 1 d /dy\, ауу 1 — 乘积 法 则 与 链 式 法 则 
dz? salata 2) “ 


(уго у= L (92 dz), 


= 2r ,W, = =— 2x3 e, W, = 


— 链 式 法 则 


х d х dt х аг? dt 
把 以 上 结果 代入 微分 方程 ， 整 理 后 得 
Фу 4у 2 
42 2 4! + y = t. 


因为 这 个 方程 是 常 系数 的 ， 所 以 它 的 辅助 方程 是 mw 一 2m 十 1 一 0 或 (m 一 1)* 一 0. 因此 ， 可 得 


УС etete. 
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用 待定 系数 法 ， 可 以 解 出 形 如 % 一 A 十 Bt 的 特 解 ， 由 这 个 假设 可 得 一 2B 十 A 十 Bt 一 上 ， 所 


ЇГ А-2, B=1. 再 由 y= y, + y, ił 


у= ае teate + 244, 
那么 原始 微分 方程 在 区 间 (0， 十 cc) 上 的 通 解 为 y 一 ctz 十 cazlnz 十 2 十 lnz. m 


练习 4.7 
解 习 题 1 一 18 中 的 微分 方程 . 
1. 22у — ?2у = 0 
3. хуку = 0 
5. 22у + ху + 4y= 0 
7.22 у — Зху — 2у = 0 
9. 252? y” + 25лу + y = 0 
11. ху + 5zry 十 47 = 0 
13. За? у’ + бху + у = 0 
15. ху” — бу = 0 
17. ху? + бу” = 0 


用 常数 变易 法 解 习题 19 一 22 中 的 微分 方程 . 


19. хуу-4у = л! 


21. ху — ху + y = х 


2.4х*у +y = 0 
4. ху” — Зу = 0 
2? у + 5ху' + Зу = 0 
8. ху + Зху — 4у = 0 
10. 42? у + 4zy' — у = 0 
12. ху + 8лу + 6у = 0 
14. z? y — Тху + 41у = 0 
16. ху” + ху — у = 0 
18. riy + 62? у" + 9: у + 3zy' + y = 0 


20. 22? у + бху + у = z: — х 
22. x? у — ху + 2y = хє 


RL. RIE 23—28 中 的 初 值 问 题 ， 用 绘图 工具 绘 出 解 曲线 ， 


23. ху 4-3ху = 0,у(1) = 0,y (1) = 4 


25.32У + ху y= 0,у(1) = 1,y GQ) = 2 


27. ху Ку = z,y() = 1,y (1) =- + 


24. 2 у — 5zy' + 8y = 0,y(2) = 32, y (2) = 0 
26. х®у'—3хлу + 4y = 0,501) = 5,y (1) = 3 


28. x? y — 5xy' + 8y = 8x ›у(--)= oy (7)= 0 


在 习题 29 一 34 中 ， 用 x 一 e 进 行 代 换 ， 把 柯 西 - 欧 拉 方程 变换 为 常 系数 微分 方程 。 用 4. 3 一 4 5 节 中 介绍 


的 方法 解 新 方程 ， 从 而 得 到 原 方程 的 解 . 
29. z? y” + 9zy' 一 20y 一 0 
31. лу + 10ху' + 8y = 2? 
33. х? у — Зху + 13у = 4 + 3z 


30. z? y’ — 9ry + 25у = 0 
32. x? y” — 4ту + 6y = ша 
34. 22у” — За? у + бху’ — бу = 3 + lnr’ 


解 习题 35 和 36 中 定义 在 区 间 ( 一 eo，0) 上 的 初 值 间 题 . 


35. 42у + у = 0,yC—_ ) = 2,у(—1) == 4 


讨论 题 
37. 如 何 利用 本 节 介绍 的 方法 解 


36. х2У-4ху + бу = 0,yC—2) = 8,y (— 2) = 0 


(z+ 2): y + (z + 2)y + y = 0? 


给 出 求解 过 程 ， 并 给 出 解 的 定义 域 . 


38. 若 已 知 2 和 1 一 i 是 辅助 方程 的 根 ， 能 否 找到 一 


个 最 低 阶 的 实 系数 柯 西 ~ 欧 拉 方程 ? 给 出 求解 过 程 . 


39. 把 初 值 条 件 yO =y y (0) 二 yy 代入 下 列 微分 方程 : 
гу 一 0，z2 冰 一 2ху! +2y= 0,х*%у' — Азу +6y = 


Муу, у 为何 值 时 ， 这 些 初 值 问题 有 解 ? 


40. 图 4. 15 所 未 的 解 曲线 在 z 轴 上 的 截 距 是 多 少 ? 当 区 间 为 0<z<0.5 时 ，z 轴 上 的 截 距 是 多 少 ? 
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计算 机 实验 作业 

ТЕЗ 41-44 中 ， 用 CAS 软件 的 求 根 程序 求解 辅助 方程 的 (近似 ) 根 ， 然 后 得 到 微分 方程 的 解 . 
41. 2х% у” — 10. 98z22 y” + 8. 5ху' + 1.3y = 0 

42, ху” + 4л? у + 5ху —9y= 0 


44) 


43. zty) — 62? у” + За? y” —3хлу + 4y = 0 


49 


44. zty) — 6х% у” + 332? у — 105лу + 169у = 0 
4.8 消 元 法 解 线性 方程 组 


联 立 的 常 微 分 方程 包括 两 个 或 更 多 的 方程 ， 它 们 都 含有 多 个 因 变量 的 导数 ， 也 就 是 未 知 函 
数 对 一 个 自 变 量 的 导数 . 解 常 系数 线性 微分 方程 组 的 消 元 法 (systematic elimination) 基 于 变量 
消去 的 代数 原理 .类 似 于 对 一 个 代数 方程 乘 一 个 常数 ,我们 也 对 常 微分 方程 进行 同样 的 运算 . 
因为 这 种 方法 不 会 改变 原 方程 组 ， 所 以 本 节 同 时 为 读者 提供 了 一 个 复习 本 章 前 面部 分 的 机 会 . 

方程 组 消 元 法 ”线性 微分 方程 组 的 消 元 法 是 通过 用 微分 算 子 记号 表示 方程 组 中 的 方程 来 进 
行 的 .在 4.1 节 中 ， 线 性 微分 方程 

any? Балу") +e Бау 十 aoy = gG, 
ЖХ а,, 1=0, 1, “ну nn 是 常数 ， 可 以 写成 
(а„Р 十 aiD + ар а) у = ga). 
若 n ЛЖ aD а, De 十 …… 十 aiD 十 ao 对 低 阶 的 微分 算 子 也 适用 ， 那 么 这 些 算 子 
是 可 以 互相 交换 的 ， 例 如 ， 用 微分 算 子 D 表示 方程 组 
=Z +2z' + y” = х +3у + sint, 
Xx +y = 4х+2у+ е“, 

首先 把 含有 因 变 量 的 项 都 写 到 等 式 左边 ， 整 理 后 得 ， 

Z'+2z'— x+ y — 3y = sint (12--20-1)х--(15--3)у = sint 

т'—4х+у —2y= e” (D—4)zx+ (D—2)y = е". 

方程 组 的 解 ”微分 方程 组 的 解 (solution) 是 一 族 充分 可 微 的 函数 = 9,000» у= Ф200), 
х= p (等 等 ， 这 些 解 在 某 个 区 间 工 上 满足 方程 组 的 每 个 方程 . 

求解 方法 ”考虑 一 个 简单 的 线性 一 阶 微分 方程 组 


dx 
a У Dx — Зу = 0 
或 等 价 地 ， ру = 0 (1) 
ЧУ = 22 2х — Dy = 0. 
t 


把  ЄЕВЇ"Р(О13 8888-21-27 88, АВЕ УЕ Ж L 3, 然后 把 两 式 相 加 起 来 ， 
从 方程 组 中 消去 y， 得 到 ГУх--6х--0. 因为 这 个 微分 方程 辅助 方程 的 根 为 т = v6 ， m. = — М6, 
所 以 可 得 
хб) = ce Y 十 czey (2) 
也 可 以 在 (1) 的 第 一 个 方程 两 端 乘 上 2， 同 时 把 D 作用 于 第 二 个 方程 ， 两 式 相 减 得 到 关于 y 的 
微分 方程 D: y—6y=0. 直接 可 得 
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у( = ce Y: се", (3) 
现在 (2) 和 (3) 不 是 对 所 有 的 ca. ca. 、c: 和 c 都 满足 方程 组 (1) ， 因 为 方程 组 本 身 对 解 中 任意 
可 能 的 参数 做 了 限制 ， 为 了 说 明 这 点 ， 把 z( 世 和 y( 世 代入 原 方程 组 (1) 的 第 一 个 方程 ， 化 简 
后 得 
(一 V6c — Зс a еэ! 十 (V6c — 3c,) eft = 0. 
由 于 这 个 表达 式 对 所 有 上 的 值 都 等 于 零 ， 所 以 必须 有 一 V6 ci 一 3cs =0 和 V6 c; — Зс, =0. 这 两 个 
方程 使 得 我 们 可 以 分 别 用 c; 、cs 表 示 cs Са: 


Су = 62. (4) 
因此 ， 我 们 可 以 得 到 方程 组 的 解 是 


х(0 = ce Yt сое, y(t) -— Š, єг" Eeeh, 


然后 把 (2) 、(3) 代 人 方程 组 (1) 的 第 二 个 方程 ， 可 以 验证 这 些 常 数 之 间 仍 然 满足 关系 (4). 
用 消 元 法 求解 
解 
Dr +(D+2)y=0 
(0-3 -2у-0. (5) 
解 ” 对 第 一 个 方程 应 用 D 一 3， 对 第 二 个 方程 应 用 D， 然 后 把 得 到 的 结果 相 减 ， 从 方程 组 
中 消去 xz， 然后 得 到 下 列 y 的 微分 方程 : 
[(D—3)(D+ 2) +2D]y = 00р + D 6)у = 0. 
因为 这 个 微分 方程 的 特征 方程 为 т +-m—6=(m—2)(m-+3)=0, ЖОН. 


у(1) = се сое. (6) 
用 类 似 的 方法 消去 方程 组 中 的 y, 185 17--0-6)х 5-0, 然后 可 解 得 
хб) = ce? 4 сае. (7) 


正如 我 们 前 面 所 讨论 的 ，(5) 的 解 不 包含 四 个 独立 的 常数 ， 把 (6) 和 (7) 代 和 人 (5) 的 第 一 个 方程 ， 
可 得 | 
(4с, + 2c3 е“ + (一 cz 一 3c,)e 3 = 0. 


H 4с, 十 2cs = 0 和 一 cs 一 3c4 二 0 可 得 cs 一 一 2c 和 а= фа , 从 而 方程 组 的 解 为 


X(t) =— 2c e” 一 ес et уб) = се + се“. m 


因为 、c 可 以 很 容易 地 分 别 用 ct 、c: 解 出 来 ， 所 以 例 1 的 解 可 以 写成 如 下 等 价 形式 


1 _ 
x(t) = cze” сет, уб) 一 一 узе — 3с,е СА 


注 “ 有 时 在 解 方程 的 时 候 需要 注意 ， 如 果 先 用 常数 之 间 的 关系 解 工 再 解 y， 则 需要 用 (5) 的 


з 


、 1 349 эш 1 ( 一 
第 二 个 方程. 读者 可 以 证 明 把 x( 四 代入 y 二 万 (Dx 一 37) 可 以 得 到 у= зве 3c e `. 
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用 消 元 法 求解 
解 
= —4z+ у = Ë 
z + z+ y = 0. (8) 
и ”首先 ， 用 微分 算 子 记号 表示 方程 组 
(D— 4)z + D: y = # 
(D+ 1)= + Dy = (9 
然后 ， 消 去 z， 可 得 
1 [(D+1)D — (D—4)D]y = (D+ 1) — (D— 4)0 
或 
(«р + 4D)y = ё + 22. 
因为 辅助 方程 mm 十 4) 一 0 的 根 为 m 0, т 21, тз = — 21, ИЖ 
y. = су + c>cos2t + сз sin2t. 
为 了 求 特 解 yo TBE % 一 42 十 BE 十 Ct， 然 后 用 待定 系数 法 求解 .所 以 有 
у, = 3At? --28:4-С,у, = 6А: +2В, у", = 6А, 
у", dy = 12A? +88: + 6À + 4C = P + 22. 
最 后 一 个 等 式 意味 着 I2A=1, 8B=2, 6A+4C=0; 由 此 有 A=1/12, В=1/4, С= —1/8. 那么 


у= у. + у, = с + cscos2r + cssin2t + уз ++ 2231, (10) 


8 
从 方程 组 (9) 中 消去 y， 可 得 
[CD~—4)— рр +1) ]= = sZ (D° 十 4)z =— Ë. 
很 明显 有 
х. 一 cuecos2L 十 cssin2t， 
用 待定 系数 法 可 以 得 到 形 如 z, = A + Br+- C 的 特 解 . 在 这 种 情形 下 ， 用 微分 和 代数 方法 可 以 
Pe Деф 
解 得 zx, 一 1578? 因此 
т = x. + x=, = cicos2t + cssin2t 一 Le +. (11) 
接 下 来 把 (10) 和 (11) 代 入 (8) 的 任何 一 个 方程 ， 可 以 得 到 用 сг, cs 表示 的 c о. 利用 第 二 个 方 


程 ， 合 并 同类 项 后 可 得 
(cs 一 2c — 2с» )sin2t + (2с; 十 cs + 2c; )cos2t = 0, 
所 以 cs 一 2c4 一 2c: 一 0， 2cs 十 ct 十 2cs 一 0. 用 сг» cs 把 сї, cs 解 出 来 ， 可 得 


C4 一 一 工 (4c， 十 2c3) Cs 一 4 oc, 一 4сз). 
5 5 
最 后 ，(8) 的 解 为 
z(t) =— + (cs + 2cs)cos2t + Eee — 4c, )sin2t — т" + + 
y) = с + cx cos2t + cssin2t 十 15 ++ _ 1, ш 


8 
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再 论 数学 模型 
在 3. 3 节 中 ， 我 们 知道 线性 一 阶 微分 方程 组 描述 了 在 两 个 容器 中 流动 的 盐 x, GD 和 盐 溶液 
zi(t) 的 重量 ， 那 时 ,我们 还 不 能 解 这 样 的 方程 组 .但 是 现在 用 微分 算 子 ,方程 组 可 以 写 为 


(D+ >) зун = 0, 
= + (D+ >) 一 0 


对 第 一 个 方程 应 用 D 十 2/25， 在 第 二 个 方程 两 端 乘 以 1/50， 相 加 并 整理 后 得 

(62513 + 100D + 3)z = 0. 
由 辅助 方程 

625m? + 100т +3 = (25т + 1) (25т + 3) = 0 

可 以 马上 得 到 

т\б) = суе 十 cze 3%25. 
用 同样 的 方法 ， 可 以 求 得 (625D: 十 100D 十 3) zs 一 0， 然 后 有 

хз (0) = ce 2 + се 29°. 
把 z, (ЮЖ т, ОКАЗА КО — J, ЖЕ TS 

(2с, — сз)е 5 + (— 2c; 一 са)е 2⁄2 = 0. 
由 这 个 方程 可 以 求 出 сз =2с\, с,=—2с;. 因此 方程 组 的 解 为 
aa) = суе 4 ce 225 ro(t) = 2суе 5 — 2с;е 05, 

在 刚 开始 的 讨论 中 ， 我 们 假设 初始 条 件 为 z (0) = 25, z, (0) =0. 把 这 些 条 件 代 入 解 中 可 以 得 
到 cc 十 cs 二 25，2c; 一 2cs 二 0. 同时 解 这 些 方程 可 以 得 到 с =c, =25/2. 最 后 ， 初 值 问题 的 解 为 


21 (1) = Bers + 2672 sz (t) = 25e 25 22 25e 3⁄2 ш 
练习 4.8 
用 消 元 法 解 习 题 1 一 20 中 的 微分 方程 组 . 
dr _ _ ах _ 
l. = 2z y 2. 44247» 
d d 
зол "у= z 2y 
dx _ dz _ 2 
3. w y+t 4. dz 4y 
dy. р ау = 
7T t 4 T 2 
5. (№ +5)r —2y= 0 6. (D+ 1)х+ (D—1)y = 2 
—2x+ (D° + 2)y = 0 3z+ (D+ 2) у =—1 
dx : da dy 
7. q 一 4y+ e 8. а? + dt 5х 
Фу = — e dz dy =— 
кун е а r+ iy 
0 Рх + Ру = е“ 10 D°z— Dy 一 上 


р+ р +0р- ру =4е“ ` (D+3)z=+(D+ 3)у = 2 


DAADE 
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11. (0 一 1)z 一 > 一 0 
(一 LUz 十 Dy = 0 


dz _ dy _ о, 
13. 24; 524476 

4: dY sa 

FP =+ = 5е 


15. (а= 05+ (0 + у= 1 
(D — z+ (D+ )y = 2 


17. Dz = y 
Dy = = 
Dz = x 
ах _ 

19. ЕП = бу 
d» = хф 
4 r+y 

解 习题 21 和 22 中 的 初 值 问题 . 

21. Z =—5r-y 
dy = 一 
FT 4х— y 


х(1=0,у(1) = 1 


12 


16. 


18. 


20. 


22. 一 


(2р#—р—1)х— (2р+1)у= 1 
(0—10) + ру = 一 1 


D’ х— 2(D° + D )y = sint 
х+ Dy = 0 

Рх + x = e: 

(D — Dz + Ру + Dz = 0 
z+ 2y+ Dz = е 


dz мш 

d 

Z 一 一 ?十 = 
至 = 一 z+y 

d 

0—1 
dy =— 3r + 2y 


dż 
z(0>= 0,y0) = 0 


23. 从 枪 中 射出 一 发 子弹 ， 子 弹 重 w= 一 mg， 速 度 w 与 其 运动 轨迹 相 切 . 忽略 空气 阻力 及 除 自 身 重 力 外 的 其 
他 力 ， 写 出 一 个 微分 方程 组 ， 描 述 子 弹 的 运动 情况 .请 参考 图 4. 16. 解 这 个 方程 组 . [提示 : 分 别 在 
z 和 yy 方向 运用 牛顿 第 二 运动 定律 . ] 

24. 车 习题 23 中 的 子弹 受到 与 其 运动 方向 相反 、 与 轨迹 相 切 的 阻力 此 大 小 为 上) ， 则 描述 运动 的 微分 方程 
组 是 怎样 的 .请 参考 图 4. 17. 解 这 个 方程 组 ， [提示 : 大 是 速度 的 倍数 ， 即 cm.j 


讨论 题 
25. 讨论 下 列 方程 组 : 


Dz 一 2Dy = # 


图 4.17 


(D+ 002 —-20р+1у = 1. 
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线性 和 非 线性 微分 方程 用 个 很 明显 的 差别 . 在 4.1 节 中 ， 我 们 知道 二 阶 或 二 阶 以 上 齐 次 
线性 方程 有 一 个 性 质 ， 就 是 解 的 线性 组 合 仍然 是 方程 的 解 ( 定 理 4.2). 非 线性 方程 没有 这 种 琶 
加 性 质 . 〈 见 练习 4. 9 中 的 习题 1 和 习题 20. ) 我 们 可 以 求 出 常 系数 线性 一 阶 或 高 阶 微分 方程 的 
通 解 . 但 是 我 们 求 出 的 非 线性 一 阶 微分 方程 的 单 参 数 解 族 并 不 是 它 的 通 解 . 换 句 话说 ， 非 线性 
一 阶 微分 方程 有 奇异 解 而 线性 方程 没有 .但 是 二 阶 或 二 阶 以 上 的 线性 和 非 线 性 微分 方程 的 主要 
区 别 是 解 的 存在 性 ， 给 定 一 个 线性 方程 ， 我 们 可 以 求 出 其 解 的 不 同形 式 ， 显 式 解 或 无 穷 级 数 形 
式 的 解 (请 见 第 6 章 )， 另 一 方面 ， 非 线性 高 阶 微分 方程 实际 上 一 般 不 能 用 解析 方法 来 解 。 尽管 
这 样 ， 但 还 是 可 以 用 其 他 方法 来 解 的 .正如 在 1. 3 节 的 末尾 处 指出 的 ， 我 们 总 是 可 以 通过 定性 
和 定量 两 方面 来 分 析 非 线性 微分 方程 . 

在 开始 讨论 非 线性 微分 方程 时 ， 我 们 要 强调 一 下 ， 非 线性 微分 方程 是 非常 重要 的 ， 甚 至 比 
线性 方程 更 重要 ， 为 什么 呢 ? 因为 物理 世界 的 精确 数学 模型 在 很 大 程度 上 都 是 用 非 线性 方程 来 
描述 的 . 

我 们 通过 展示 一 个 分 析 方 法 来 开始 本 节 的 讨论 ， 有 时 候 分 析 方 法 可 以 使 我 们 求 出 一 些 特 殊 
类 型 的 非 线 性 二 阶 微分 方程 的 显 式 解 或 隐 式 解 . 

ШИЖ ” 非 线性 二 阶 微分 方程 F(z，y ，yY) 一 0( 不 含 因 变 量 DA ЕСуу у, YRR 
自 变量 x) 有 时 可 以 用 一 阶 方法 来 解 ， 每 个 方程 都 可 以 通过 换 元 法 降 为 一 阶 方程 . 

下 一 个 例子 说 明了 对 形 如 Fa, у, у) =0 的 方程 如 何 使 用 换 元 法 若 u 一 y ， 那 么 微分 
方程 可 以 写 为 ЕСпу u, и')=0. 如 果 能 从 这 个 方程 中 解 出 w， 通 过 积分 就 可 以 求 出 y， 注 意 因 
为 我 们 可 以 解 这 个 二 阶 方程 ， 所 以 它 的 解 包 含 了 两 个 任意 的 常数 . 

ПШ 不 含 y 的 二 阶 方程 

#у = 2х(у)%®. 

解 若 令 u= y, Ш duy/dz= 光 ， 换 元 后 ， 二 阶 方程 降 为 可 分 离 变量 的 一 阶 方程 ; АЖЕ 
是 x， 因 变量 为 u: 

d 


Su 一 2хид g du = 2zdz， 
u 


dz 
| и? du = | 2zdz， 


—u 1 = x 十 cf. 
为 了 方便 起 见 ， 记 积分 常数 为 ci. 接 下 来 的 几 步 推导 是 明显 的 .因为 u l=1/y ， 所 以 有 
dy _ 1 
dz а? фс’ 
y =- | S R у= р He, m 


我 们 再 来 看 一 下 如 何 解 形 如 ЕСу, у, УЭ--0 的 方程 。 再 令 u=y, (Ан РЕНТА А 
变量 z， 所 以 把 这 个 代 换 代入 变形 的 微分 方程 中 ，y JAFE, u 为 因 变量 ， 再 用 链 式 法 则 计 
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算 y 的 二 阶 导数 : 


„n _ ди _ dudy | ди 
4: dy dz “ dy 


本 例 中 ， 我 们 要 解 的 一 阶 微分 方程 为 


不 含 自 变量 x 的 二 阶 方程 
R yy” = yF. 
Ш 令 x 一 yy， 由 链 式 法 则 和 变量 分 离 法 ， 微 分 方程 可 以 写 为 
иса 
对 方程 积分 ， 可 依次 求 得 hn | и | = 二 ln | у | co ису, ЭХ ЖОЙ Бет 用 c 代替 .把 и 
dy/dz 代 回 积分 结果 ， 再 用 一 次 分 离 变量 法 ， 并 求 积分 ， 重 新 标记 常数 项 后 得 : 


[2 -а| dza у= отте у ае. m 


使 用 泰勒 级 数 ” 一 些 初始 条 件 在 zo 处 的 非 线性 初 值 问题 的 解 可 以 通过 在 x 二 zo 处 的 泰勒 级 
数 来 近似 . 
ШЕ айн 
假设 初 值 问题 
y = z+ y— x°, y(0) =—1,y (0) = 1 (1) 
的 解 存在 ， 若 这 个 初 值 问题 的 解 y(x) 在 0 处 可 以 通过 解析 方法 得 到 ， 则 y(x) 在 z=0 ЖЖ 
勒 展开 为 : 


, ГА ГА (4) (5) 
у(х) = y(0) 十 rt +” „ү? +2 тог +2 ни Эн, (2) 
注意 到 (2) 中 第 一 项 和 第 二 项 的 值 已 知 ， 因 为 这 些 值 在 初 值 条 件 y(0) 王 一 1， y (0)=1 中 给 出 . 
进一步 ， 微 分 方程 本 身 定义 了 二 阶 导 数 在 0 处 的 值 : yY(0) = 一 0 十 y(0) 一 2(0) 一 0 十 (一 1 一 


(一 1):= 一 2. 那么 可 以 通过 计算 微分 方程 的 连续 导数 求 出 高 阶 导数 y”，y”，… 的 值 : 
d 


у” (х) = ty) 二 1 十 y —2yy , (3) 
yG) = FY 29у) = S ay 20), (4) 
у? (х) = EO —2уу' 209 = y — 2уу”-буу» (5) 


等 等 ， 再 利用 y(0) 王 一 J]，y C0) 一 1， 从 (3) 中 可 以 求 出 (0) 二 4. Ян y(0)= 1, y (0)= 
1, (00) 二 一 2， 可 以 从 (4) 中 求 出 у” C0) 一 一 8. 5 у" (0) 二 4， 所 以 可 以 从 (5) 中 求 出 
y® (0) =24. 因此 ， 由 (2) 可 以 计算 出 初 值 问题 (1) 的 级 数 解 的 前 六 项 为 

yz) = Harsa + 2л? zt d Las Hen, = 


数值 求解 程序 的 使 用 “有 些 数值 方法 如 欧 拉 方法 或 龙 格 - 库 塔 方法 只 能 用 来 解 一 阶 微分 方 
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程 ， 最 多 也 只 能 用 于 一 阶 方程 组 ， 为 了 分 析 п 阶 初 值 问题 的 数值 解 ， 我 们 可 以 把 n 阶 常 微分 方 
程 写成 个 一 阶 方程 组 成 的 方程 组 .为 了 简要 地 说 明 这 个 方法 ， 这 里 只 举例 说 明 二 阶 初 值 问 题 
的 解法 : 首先 ， 解 出 六 ， 也 就 是 把 微分 方程 写成 正规 型 у = /(х, у, у), И, Фу =u. 
例如 ， 如 果 把 y =u 代入 
= = f(z,y,y ),у(ль) 一 yy (хо) = шо, (6) 


WA y =u у’ (zo) 二 u(xo)， 所 以 初 值 问 题 (6) 就 可 以 写 为 


й. u = {(х,у,и) 
使 得 ， y(zo) = уо»и(20) = uo. 
但 是 要 注意 ， 有 些 商业 数值 计算 软件 可 能 不 要 求 给 出 方程 组 .” 
例 3 的 图 形 分 析 | 
由 前 面 的 讨论 可 知 ， 例 3 中 的 二 阶 初 值 问题 等 价 于 


, 
y =и 


初 值 条 件 为 y(0) 一 一 1，u(0) =1. 用 数值 求解 程序 可 以 得 到 如 图 4. 18 所 示 的 解 曲线 ， 为 了 进 
HEB ЖҮКЕ Т,(0--18:-24422-012940:088 Л 664 ЖЕЛ 


知道 例 3 中 泰勒 级 数 的 收敛 区 间 ， 但 是 图 中 原点 附近 两 条 曲线 紧密 靠近 的 一 段 表 明 短 级 数 可 能 
在 区 间 ( 一 1，1) 上 收敛 . m 

定性 问题 E 4.18 中 的 图 形 给 我 们 提出 了 一 些 有 关 其 性 质 的 问题 原始 初 值 问题 的 解 在 
zx 十 co 时 是 不 稳定 的 吗 ? 数值 求解 程序 在 更 大 区 间 上 所 绘 出 的 图 形 做 出 了 肯定 的 回答 ， 如 图 
4.19 所 示 ， 但 是 这 个 例子 ， 或 者 说 这 类 例子 都 不 能 说 明 微 分 方程 了 一 了 十 ?一 多 的 所 有 解 都 是 
不 稳定 的 ， 同 时 ，z 在 一 1 附近 时 如 图 4. 19 所 示 的 解 曲线 会 有 什么 情况 发 生 ? 当 z 一 一 co 时 微 
分 方程 解 的 性 态 是 怎样 的 ? 当 z-> 十 co 时 解 是 有 界 的 吗 ? 一 般 来 讲 ， 这 些 问题 对 于 非 线性 二 阶 
微分 方程 并 不 容易 回答 . 但 是 某 种 类 型 的 二 阶 方程 使 得 我 们 可 以 借助 方程 组 来 进行 定性 分 析 ， 
像 我 们 在 2. 1 节 中 直到 的 一 阶 方程 就 是 一 类 没有 显 式 解 的 方程 ， 形 如 


0 Фу _ ! 
x 


的 不 含 自 变量 г 的 二 阶 常 微分 方程 被 称 为 自治 的 (autonomous). fJ 2 中 的 微分 方程 就 是 自 治 
的 ， 例 3 中 的 方程 在 等 式 右 边 有 含 = 的 项 ， 所 以 是 非 自 治 的 . 关于 自治 二 阶 微分 方程 和 自治 微 
分 方程 组 稳定 性 的 话题 我 们 将 在 第 10 章 中 深入 讨论 . 


”有些 数 值 求解 程序 只 需要 给 出 二 阶 微分 方程 的 正规 型 表达 式 у= рб, y, У). 把 单个 方程 转换 成 两 个 方程 的 方 
程 组 的 程序 内 置 在 计算 机 软件 中 ， 因 为 方程 组 的 第 一 个 方程 总 是 y 二 wu， 第 二 个 方程 总 是 w =f, уу и). 
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用 数值 求解 程序 
得 到 的 解 曲线 у 


图 4.18 两 个 近似 解 的 比较 图 4.19 


练习 4.9 
在 习题 1 和 2 中 ， 证 明 %m 、? 是 微分 方程 的 解 ， 但 是 通 解 形式 的 > 一 “ сам ЛАН. 


А 1 
1. (y) =y; у =e, у = соѕх 2. уу 00": у =1, x= = 


在 习题 3 一 8 中 ， 用 换 元 法 и= у 解 微分 方程 . 
3. УН (у)%*+1=0 4. у =y y 
5. ху + (y )2=0 6.(y+1)y = (y )2 
7. у +2у(у)%*=0 8. уу = y 
Ы. 考虑 初 值 问 题 十 yy 0, 00) =1, у 00) = —1. 
(a) 用 微分 方程 和 数值 求解 程序 绘 出 解 曲线 的 图 形 . 
(b) 求 初 值 问题 的 显 式 解 ， 用 绘图 工具 绘 出 解 的 图 形 . 
(c) 求 (b) 中 解 的 定义 区 间 . 
Ы, 10. 求 初 值 问题 的 两 个 解 


SREO =La) Hy (5) B, 
用 数值 求解 程序 绘 出 解 曲线 . 
在 习题 11 和 12 中 ,证 明 用 换 元 法 一 y 可 以 得 到 一 个 伯 努 利 方程 . 解 这 个 方程 (请 见 2.5 节 ). 
11. zy =y + (y) 12. zy =y ху yY 


Ы, 在 习题 13 一 16 +, Ш з 所 示 的 计算 过 程 ， 写 出 所 给 初 值 问题 的 泰勒 级 数 解 的 前 六 个 非 零 项 ， 以 0 为 中 
心 ， 用 数值 求解 程序 和 绘图 工具 比较 解 曲 线 和 泰勒 多 项 式 的 图 形 . 

13.Y -=z+y, y(0)=1, у (0)=1 14. y+y=1, y(0)=2, у (0)=3 

15. yy =x +y — 2y, y0)=1, y(0)=1 16. y =e, у(0) =0, y (0) = — 1 

17. 在 微 积分 中 ， 曲 线 y= f(z) 的 曲率 定义 为 
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к= у 
GFOS 
求 x 二 1 时 的 y= f(z). [提示 : 简单 起 见 ， 忽 略 积分 常数 项 . ] 
Ы. 18. 一 个 在 逆向 力 场 中 沿 z 轴 做 直线 运动 的 物体 ， 描 述 其 位 置 (六 的 数学 模型 为 


设 1=0 时 刻 ， 物 体 由 静止 状态 从 z 一 z 处 开始 运动 ，zo>>0. 证 明 在 任意 时 刻 物体 的 速度 为 17 = 2k° 
(1/z 一 1/xzo). 用 CAS 做 积分 运算 ， 并 用 х 表示 时 刻 t. 
讨论 题 
19. 运动 物体 的 位 置 z(2) 用 数学 模型 描述 为 
саг = 0. 
用 数值 求解 程序 绘 出 满足 初 值 条 件 z(0)=0, х (0) =, zuZ0 的 解 . 讨论 хү ЛЕ, 1220 时 刻 物 
体 的 运动 状态 ， 用 同样 的 方式 考察 方程 


dx , dz 
d а 


+ sinz = 0. 
讨论 dz/d 项 可 能 有 的 物理 解释 . 

20. 在 习题 1 中 ,我们 知道 cosz 和 全 都 是 非 线性 方程 (y) —y = 0 的 解 . 证 明 sinr 和 e “也 是 该 方程 的 
解 ， 不 解 方 程 ， 讨 论 如 何 通过 线性 方程 的 某 些 特征 来 寻找 显 式 解 ， 不 加 证 明 ， 讨论 为 什么 线性 组 合 
у= се се" Б сзсоѕх + са sinr Жу = се +e sings 不 是 通 解 ， 而 两 个 特殊 的 线性 组 合 у= се + 
cze TH у = ci coset c sins 一 定 是 微分 方程 的 解 . 


21. 讨论 如 何 用 本 节 介 绍 的 降 阶 法 来 解 三 阶 微分 方程 y = УТ ОТ. 给 出 求解 过 程 
第 4 章 复 习题 


不 参考 课本 回答 习题 1 一 4. 填空 或 判断 对 错 . 
. ЖИИ у tr y=0, y(0)=0, y (0) =0 的 唯一 解 为 
. 用 待定 系数 法 解 方程 ， 假 设 多 一 y 一 1 十 e 的 特 解 yp 的 形式 为 
. 线性 微分 方程 的 解 乘 上 一 个 常数 仍然 是 它 的 解 . 
. 车 两 个 函数 户 、 户 组 成 的 集合 在 区 间 1 上 是 线性 无 关 的 ， 则 朗 斯 基 行 列 式 丈 ( 广 ， 户 ) 关 0 对 了 上 的 所 
Ж х 都 成 立 . | 
5. s І 18], ЭД ГЖ 有 (zx) 二 =x? 和 户 (z) 一 工 | х | 在 其 上 线性 无 关 ， 求 一 个 区 间 ， 使 得 Л. 户 在 其 上 
线性 相关 . | 
6. 不 用 朗 斯 基 行 列 式 ， 判断 所 给 的 函数 集合 在 指定 的 区 间 上 是 线性 无 关 还 是 线性 相关 的 . 
(a) ў, (z) = ах, fs (z) = lnr’,(0,+ co) 
(Df) = z", fa (z) = z" ул = 1,2.) (S 90, +оо) 
(c) fi (z) = x, fe (z) = r+ 1,(— оо, + оо) 


> w N e 


(d) f. Са) = cos[z + >), fx (z) = sinz, С оо, + 90) 


(e) fi (z) = 0, f: (2) = r,(— 5,5) 
(D f. ба) = 2, f, (z) = 2z,(— оо, + оо) 


ЖЖ Ж 


在 
9. 


27. 


28. 


在 


29 


31 


33 


filr) = а, р(х) = 1— r? , f, (z) = 2 + х*,(— co, + оо) 
(ЮА (z) = re™ , р, (х) = (ár—5)e*, f, (жх) = хе", (— оо, + co) 


. Ë m =3, m. = —5, m, 一 1 分 别 是 辅助 方程 的 单 重 根 、 双 重 根 和 三 重 根 ， 写 出 相应 的 齐 次 线性 微分 方 


程 的 通 解 ， 若 有 
Ca) 一 个 常 系数 方程 . 
(b) 一 个 柯 西 -~ 欧 拉 方程 . 


. 考虑 微分 方程 ay 十 by 十 cy 二 g(x)， 其 中 a、b、c 是 常数 ， 用 待定 系数 法 和 常数 变易 法 解 具 有 不 同 输 


入 函数 g(z) 的 方程 . 

(а) а(х) = elns (Б) g(x) = z’ cosx 

(oG EE Dg) =227°е 

(e)g(=z)=—sim° х (0400-2152 

习题 9 一 24 中 ， 用 本 章 介绍 的 方法 解 每 个 微分 方程 的 通 解 . 

y —2y —2y=0 10. 2У/--2у +3y=0 

.十 10y 十 25y =0 12. 2у”--9у”/--12у 十 5y 二 0 

.3 十 10y 十 15y +4y=0 14. 2у% +3y” +2y +6y —4y=0 

‚у — 3y +5у= 42° 一 2 16. 光一 2y + y= r e 

y” — 5y +6y =8+2sinz 18. Уг-у =6 

‚у —2y +2y= e tanz 20. yy 

“ба у--5ху-у-0 22. 22° у”--195 у +39ху 十 9y 一 0 

‚х®у—4ху +6y=2zx' + x 24. ry — ху + y= x 

. 分 别 在 两 种 情况 下 wota оа 写 出 微分 方程 的 通 解 y 一 y. 十 y。。 不 用 求 出 y, 中 的 系数 . 
(а) у +o у= ѕіпах (у а? y= en 

. (а у= ѕіпх Ж у +2y”+11y'+2y 十 10y 王 0 的 一 个 解 ， 不 用 计算 器 或 计算 机 求 微分 方程 的 通 解 . 


(b) 寻找 一 个 常 系数 线性 二 阶 微分 方程 ， 使 得 у 一 1 和 ys 一 e "是 其 相关 齐 次 方程 的 解 ， »,= а-а 


2 
是 非 齐 次 方程 的 解 . 
(a) 用 双 曲 函数 写 出 四 阶 微分 方程 “一 2y 十 ?一 0 的 通 解 . 
(b) 写 出 y —2у'+ y= sinhz 特 解 的 形式 . 
考虑 微分 方程 一 (x? 十 2z)y Hat) y= r. EA у = х 是 相关 齐 次 方程 的 一 个 解 ， 然 后 用 4. 2 
节 中 介绍 的 降 阶 法 解 出 齐 次 方程 的 第 二 个 解 yz， 以 及 非 齐 次 方程 的 特 解 y. 写 出 微分 方程 在 区 间 (0， 
十 co) 上 的 通 解 . 


习题 29—34 中 ， 解 所 给 条 件 下 的 微分 方程 . 

.y 一 2y 十 2y 一 0， ›(5)=0, yG) = — 1 30. у +2у +y=0, ус 1) =0, y 00) =0 
” , 1 

‚у —у=х-Евїпх, y(0)=2, у (0)=3 32. yy 二 y=sec х, у(0)=1, y (0) 二 也 

.yy =4r, y(1)=5, у (1)=2 34.2Y =3y, y(0)=1, у (0)=1 


El.35. (2) 用 CAS 求 出 12y +6457 + 59у 一 23y 一 12y = 0 的 辅助 方程 的 根 . 写 出 方程 的 通 解 . 


Cb) 求 出 (a) 的 方程 在 初始 条 件 убО)=—1, у (0) =2, у(0)=5, у” (0) 一 0 下 的 解 ， 用 CAS 解 含有 四 
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个 未 知 变量 的 方程 组 . 


Ы, 36. 求 出 zy 十 y 十 Vz =0 解 族 中 的 一 个 特 解 ， 它 的 图 形 与 zx 轴 在 z 一 1 处 相 切 ， 用 绘图 工具 绘 出 解 曲线 . 
用 消 元 法 解 习题 37—40 中 的 方程 组 . 


dz | dy dz _ — 

37. a da 22082241 38. qg TT tytt 2 
dz 4». dy _ — 
242283 Ф, 324+ 4у —– 4t 

39. (0 — 2) = — у =— е 40. (D+ 2 )x+ (D+ 2) у = sin2t 


一 3z 十 (了 一 4)y =— 7е 52+ (D+ 3)y = cos2t 


频 击 振荡 ; 见 图 S. 22 
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我 们 已 经 学 过 了 不 同 现象 的 单个 微分 方程 数学 模型 ， 在 本 章 5. 1 节 中 我 们 将 更 详细 地 讨论 
一 个 应 用 ， 即 连 在 弹簧 上 的 质点 的 运动 . 除了 将 在 术语 和 物理 解释 上 对 线性 微分 方程 cy 十 by + 
cy 二 g(t) 中 的 四 项 加 以 阐述 外 ， 我 们 将 看 到 串联 电路 的 数学 模型 和 弹簧 /质量 系统 是 完全 相同 
的 . 这 个 线性 二 阶 微分 方程 的 形式 在 科学 和 工程 的 许多 其 他 领域 也 有 广泛 的 应 用 . 在 5.1 节 
中 ， 我 们 将 专门 讨论 初 值 问题 ， 而 在 5. 2 节 中 专门 讨论 边界 值 问 题 . 我 们 还 将 在 5. 2 节 中 学 习 
由 边界 值 问题 引出 的 特征 值 和 特征 函数 的 概念 ， 在 5. 3 节 的 开始 ， 我 们 将 讨论 线性 和 非 线 性 弹 
簧 的 区 别 ， 然 后 给 出 由 钟 摆 和 悬浮 线 导 出 的 非 线 性 模型 ， 


5.1 线性 方程 : 初 值 问题 


本 节 中 我 们 主要 研究 几 个 线性 动态 系统 ， 它们 的 数学 模型 都 是 常 系数 二 阶 微分 方程 


2 
Уна ЧУ Бау = 800. 


在 前 面 我 们 讲 过 ， 函 数 g 是 系统 的 输入 (input) 或 施 迫 函数 (forcing function)。 这 个 二 阶 方程 在 
包含 六 的 区 间 上 的 解 >( 切 满足 初始 条 件 уб») = уо, y (to) 二 y1， 称 之 为 系统 的 输出 (output) 或 
响应 (response). 

511 弹簧 /质量 系统 : 自由 无 阻尼 运动 


虎 克 定律 假设 一 个 有 弹性 的 弹簧 垂直 悬挂 在 一 个 刚性 物体 下 方 ， 一 个 质量 为 m 的 物体 
系 在 它 的 自由 端 . 弹 短 伸 长 的 长 度 当 然 和 物体 的 质量 有 关 ; 不 同 质量 的 物体 使 得 弹簧 伸 长 的 长 
度 不 同 ， 根 据 虎 克 定律 ， 弹 自 的 回复 力 和 它 伸 长 z 的 方向 相反 ， 并 且 成 一 定 比例 ， 简 单 地 总 ， 
就 是 下 二 ks， 这 里 & 是 比例 常数 ， 称 为 弹性 系数 (spring constant). 弹簧 基本 上 是 根据 来 分 
类 的 ， 例 如 ， 如 果 质 量 为 1015 的 物体 使 弹簧 伸 长 了 1/2ft， 那 么 由 10 一 (1/2) 可 得 《一 20 1/ 
ft， 有 必要 说 一 下 ， 质 量 为 8lb 的 物体 只 能 使 同样 的 弹簧 伸 长 2/5ft. 

牛顿 第 二 定律 ”质量 为 m 的 物体 系 在 弹簧 的 一 端 ， 并 使 得 弹簧 拉 长 *， 其 所 受 重 力 W 和 
弹簧 回 复 力 Ёз 相等 时 达到 平衡 . 前 面 我 们 已 经 定义 了 重力 W= ma 其 中 质量 的 单位 可 以 是 


Q2 


”相对 于 后 面 的 硬化 弹簧 而 言 。 一 一 译 者 注 
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slug9_ kg 或 g， 对 应 于 不 同 的 质量 单位 分 别 有 g=32ft/s, g=9.8m/s 3 g=980cm/s*. 4m 
图 5. 1(b) 所 示 ， 平 衡 条 件 为 mg= ks, 或 mg 一 ks 二 0. 如 果 物 体 从 平衡 位 置 移 动 zx， 那么 弹簧 的 回 
复 力 变 为 k(x 十 s)， 这 里 假设 没有 外 力作 用 于 整个 系统 ， 物 体 的 振动 不 受 其 他 外 力 的 影响 (除了 重力 
和 弹簧 回复 力 ) ， 也 就 是 自由 运动 (free motion)， 我 们 可 以 用 净 回 复 力 列 出 牛顿 第 二 定律 的 等 式 : 

а х 


m qz = EGT) + mg =— kr + mg — ks =— kz. (1) 


(1) 中 的 负 号 表示 弹 得 的 回复 力 和 物体 位 移 方向 相反 另外， 我 们 假设 从 平衡 位 置 指向 下 
的 方向 为 正 ， 请 见 图 5. 2. 


гэл Гай л ХАХАХА! 
13 хэмэмэмэмэ 
АЛЛО 
хар 
| 
i 
一 -| 
I 
| 


自由 无 阻尼 运动 的 微分 方程 ”用 质量 m 去 除 (1) 式 左右 两 边 ， 可 以 得 到 二 阶 微分 方程 
Ф х/42 + (k/m)z= 0 8 
С ёх = 0, (2) 
Ж о =А/т. Е 2) Т Ж 50 (simple harmonic motion) 或 自由 无 阻尼 运动 (free 
undamped motion) 的 过 程 . (2) 式 有 两 个 明显 的 初始 条 件 ， 初 始 位 置 <(0) 一 z， 物 体 的 初始 速 
E r OS. Ж 20220, r10, 则 物体 是 从 平衡 位 置 下 方 开始 运动 的 ， 具 有 向 上 的 速度 ， 当 
zi 二 0 时 ， 称 物体 从 静止 状态 开始 释放 # z. <0, z =0, 则 物体 在 平衡 位 置 上 方 | ze | 处 从 
静止 状态 开始 释放 . 
解 和 运动 方程 “为 了 解 方程 (2)， 我们 注意 到 辅助 方程 т? Га = 0 的 解 是 复数 m =ош, 
mz 二 一 wi。 因 此 ， 由 4.3 节 (C8) 式 可 求 出 (2) 的 通 解 为 
z(t) = cicoswt 十 cssinwt. (3) 
(3) 式 表示 自由 振动 的 周期 为 了 一 2r/w， 频率 为 f=1/T=—/2xw. БЇЛ, X(t)=2cos3t— 4sin3t, 
周期 为 2x/3， 频 率 为 3/2x， 前 一 个 数字 表示 x(t) 的 图 形 每 2x/3 个 单位 重复 一 次 ; 后 一 个 数字 
表示 每 2x 个 单位 图 形 循环 3 次 ， 或 者 说 物体 每 单位 时 间 内 振动 3/2r IK. 另外， 周期 2r/3 也 


加 “在 重 为 1ib 的 力 的 作用 下 产生 lft/sz 的 加 速度 的 质量 单位 ， 一 一 译 者 注 
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表示 жоо РОК BRA Г Оте TAS 
置 下 方 最 大 距离 的 正 位 移 ， 而 xC H ЕЛМИ ЖАГ РЕА EE ABD. 
每 -种 情形 都 是 物体 的 极 值 位 移 (extreme displacement). 最 后 ， 应 用 初始 条 件 解 (3) 中 的 常数 
ci1，c;， 我 们 称 结果 为 运动 方程 (equation of motion) 的 特 解 或 响应 . 

自由 无 阻尼 运动 

质量 为 21b 的 物体 使 得 弹簧 伸 长 6in， 在 1=0 时 刻 ， 物 体 从 平衡 位 置 下 方 Sin 开始 释放 ， 
向 上 的 速度 为 4/3 ft/s. 求 自由 运动 的 方程 . 

解 ” 因 为 我 们 一 直 在 用 通用 单位 ， 所 以 题 中 给 出 的 计量 单位 尺寸 必须 转换 成 英尺 ，6in 一 


14 8in 一 分 ft， 另外 ， 必 须 把 重量 单位 转换 成 质量 单位 由 m=W/g 4, m=2/32=1/16, 


又 由 虎 克 定律 ，2 二 (1/2) 给 出 了 弹性 系数 为 & 二 4 lb/ft， 由 (1) 式 可 得 


1 dz _ ах _ 
16 427 4х Шүд 十 64z = 0. 


初始 位 移 和 初始 速度 为 z(0) 二 2/3，zx'(0) 一 一 4/3， 负 号 表示 物体 的 初始 速度 为 负 ， 或 者 说 是 
竖 直 向 上 的 . 
因 w 二 64，w 一 8， 所 以 微分 方程 的 通 解 为 
x(t) = cicos8t + c°;sin8t. (4) 
把 初始 条 件 代 入 rO, rO, с =2/3, c = 1⁄6. 因此 运动 方程 为 


_2 _— 1. 
х( = 3 cos8t 6 singz. 


(5) 
ш 
x(t) 的 另 一 种 形式 ” 当 ci 关 0 H с 70 时 ， 自 由 振动 的 实际 振幅 A 并 不 能 从 方程 (3) 中 看 出 
来 ， 例如， 尽管 例 1 中 的 物体 初始 位 移 为 2/3ft， 但 是 振动 的 振幅 要 大 于 2/3. 因此 ， 通 常 把 形 
式 (3) 的 解 写成 更 简单 的 形式 
z(t) = Asin(wt + Ф), (6) 
к А Ес, $ ЖЕШ КЖ 3 0938 А Cphase angle): 
. C1 
ма А тапф = a, (7) 
Сә 


C2 


cosg = — 
A 
要 证 明 这 个 等 式 ， 只 需 把 (6) 式 按 正弦 函数 的 加 法 公式 展开 : 
Asinwicos$ + Acoswtsing = (Asing) coswt 十 (Acosg) sinwt. (8) 
由 图 5.3 可 得 ， 若 $ 为 如 下 定义 


. C2 
sing 


C2 __ 
. 
М + с A 


和 = ^ ,cos$ = 
маъа A 
那么 (8) 可 以 写成 


сә. . 
А созш: + А эпе? = clcosot 十 cssinwt = r(t). 


A 
(5) 的 另 一 种 形式 


1 ` д 
根据 前 面 的 讨论 ， 我 们 可 以 把 (5) 式 ， +G) = cos8t— ç sin8t, = 图 5.3 


成 另外 - -种 形式 zx(D 一 Asin(8t 十 如、 振幅 可 以 从 中 直接 计算 出 来 ， A= /(2/32: + С 1/6)? = 
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4/17/36 аг0, 69ft， 计 算 (7) 定 义 的 相 角 $ 需 要 多 练习 . 令 c =2/3, c 一 一 1/6， 可 以 求 出 tang 一 
一 4， 用 计算 器 可 以 算出 tan’ (—4)=—1. 326rad， 这 还 不 是 相 角 ， 因 为 tan (一 4) 在 第 四 象限 ， 和 
c>0，oa<0 时 ，sing>>0、cosg<<0 矛盾 .因此 必须 把 $ 转 换 成 第 二 象限 的 角 $ 一 x 十 (一 1. 326) = 
1.816rad， 由 此 可 得 
x(t) =A асве 1. 816). (9) 

这 个 函数 的 周期 是 T==2x/8 二 x/4. ш 

图 5.4(a) 给 出 了 例 2 中 物体 的 两 个 运动 周期 的 图 像 ， 从 左 到 右 的 前 五 个 位 置 ( 用 黑 点 标记 ) 
分 别 相应 于 物体 的 初始 位 置 在 平衡 点 以 下 (x 二 2/3)、 第 一 次 通过 平衡 位 置 (z 一 0) 向 上 运动 、 
物体 到 达 平 衡 位 置 上 方 的 最 大 位 移 (z 一 一 Vi7/6)、 物体 第 二 次 通过 平衡 位 置 (z 一 0) 向 下 运动 、 
物体 到 达 平 衡 位 置 下 方 的 最 大 位 移 (z= Vi17/6)，(9) 的 图 像 ， 也 就 是 图 5.4(b) 中 的 点 分 别 对 应 于 
前 面 给 出 的 五 个 位 置 ， 但 是 ， 要 注意 ， 图 5. 4(b)tz 平面 中 的 正方 向 通常 是 向 上 的 ， 和 图 5. 4(а) 
中 的 正方 向 相反 ， 因 此 图 5.4(b) 中 的 实 线 是 图 5. 4(a) 中 物体 运动 虚线 的 映射 ， 

形式 (6) 非 常 有 用 ， 因为 通过 t 轴 正方 向 (x 二 0) 求 z(1) 图 像 中 的 时 间 非 常 容易 ， 不 难 发 现 
№ wt 十 $= 二 nx 时， 其 中 必 为 非 负 整数 ，sin(wt 十 办 二 0. 
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可 变 弹性 系数 系统 ”在 上 面 讨 论 的 模型 中 ， 我 们 假设 的 是 一 个 理想 模型 ， 即 弹簧 的 物体 特 
性 不 随时 间 而 改变 .但 是 在 现实 世界 中 ， 弹 筑 用 了 很 长 时 间 以 后 会 磨损 ， 也 就 是 说 弹性 系数 可 
以 变化 ， 或 者 更 准确 地 说 是 随 着 时 间 训 减 ， 在 老化 弹簧 (aging spring) 的 模型 中 ， 弹 簧 系数 
由 递减 函数 K (-53е7“, 60, a>0 所 代替 . 线性 微分 方程 mx 十 ke “zx 二 0 不 能 用 第 4 章 所 
讲 的 方法 来 解 ， 但 是 ， 用 第 6 章 的 方法 我 们 可 以 得 到 两 个 线性 无 关 的 解 。 请 参考 练习 5. 1 的 习 
题 15，6. 3 节 的 例 3， 以 及 练习 6.3 的 习题 25. 26. 

当 弹 簧 /质量 系统 受 温 度 快 速 降 低 的 环境 影响 时 ， 应 该 用 КО) =, k>0 代替 常数 k, X 
个 函数 随 着 时 间 的 增加 而 增加 ， 然 后 我 们 可 以 得 到 模型 mx 十 Atz 一 0， 这 是 气体 微分 方程 
(Аігу'ѕ differential equation) 的 形式 . 像 硬 化 弹簧 的 方程 一 样 ， 气 体 微 分 方程 可 以 用 第 6 章 的 
方法 来 解 ， 请 参考 练习 5. 1 的 习题 16，6. 1 节 中 的 例 2， 练 习 6. 3 中 的 习题 27 一 29. 
5.12 弹簧 /质量 系统 : 自由 阻尼 运动 


自由 振动 的 概念 多 少 有 些 不 切实 际 ， 因 为 方程 (1) 描 述 的 模型 假设 了 运动 物体 不 受 任何 阻 
力 ， 除 非 物体 悬浮 在 完全 真空 的 环境 中 ， 和 否则 环境 至 少 对 物体 施加 一 个 阻力 .如 图 5. 5 所 示 ， 
物体 悬浮 在 粘性 介质 中 或 与 一 个 阻尼 器 相连 . 


a) b) 


自由 阻尼 运动 微分 方程 ”在 力学 研究 中 ， 作用 于 物体 的 阻力 与 物体 的 瞬时 速率 成 正比 ， 特 
别 地 ， 我 们 接 下 来 的 讨论 都 假设 这 个 阻力 等 于 一 个 常数 与 dz/d 的 乘积 ， 若 没有 外 力作 用 在 整 
个 系统 上 ， 那 么 由 牛顿 第 二 定律 可 得 


т 2 = — 892, (10) 
其 中 8 是 正 的 阻尼 常数 ， 负 号 表示 阻力 和 物体 运动 方向 相反 . 


用 质量 m 去 除 (10) 的 两 端 ， 可 得 自由 阻尼 运动 (free damped motion) 的 微分 方程 为 d° z/ d° + 
(B/m) dz/dt+(k/m)z=0 或 是 
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其 中 
a= В. = Ё. (12) 
这 里 2А 用 来 简化 代数 符号 ， 因 此 辅助 方程 m 十 24m 十 w =0 及 其 相应 的 根 为 
‚ =—А+ от А А а. 
根据 2 入 一 罗 的 符号 不 同 ， 可 以 分 三 种 情况 来 讨论 .因为 每 个 解 都 有 阻尼 因子 e“，A)>0， 所 以 
随 着 时 间 的 增加 物体 的 位 移 可 以 忽略 不 计 . 
情形 工 : 入 一 o: 0 ”在 这 种 情况 下 系统 称 为 是 过 阻尼 的 (overdamped)， 因 为 阻尼 系数 B 
相对 于 弹性 系数 & 来 说 是 很 大 的 ，(11) 的 解 为 x(1) 二 ce™' 十 coe”'， 或 者 
ТОО = er (деу ce М), (13) 
这 个 方程 表示 的 是 一 个 平滑 且 没 有 振荡 的 运动 ， 图 5. 6 表示 了 x(7) 两 种 可 能 的 图 形 . 
WEI: 一 w ?= 二 0 在 这 种 情况 下 系统 称 为 是 临界 阻尼 的 (critically damped)， 因 为 阻力 
只 要 稍微 减 小 一 点 就 会 引起 运动 的 振荡 . (〈11) 的 通 解 为 zGO Saen toate, RA 
х) = e (с + с»). (14) 
一 些 典 型 运动 的 图 像 在 图 5. 7 中 给 出 . nn 与 过 阻尼 运 云 动 非常 类 似 . 这 个 现象 由 (14) 
也 可 以 看 出 ， 因 为 物体 最 多 只 kaska s 


x 无 阻尼 的 
Р N N X 欠 阻 尼 的 


情形 焉 : 和 一 ww 二 0 在 这 种 情况 下 系统 称 为 是 欠 阻 尼 的 (underdamped)， 因为 阻尼 系数 
与 弹性 系数 相 比 很 小 ， 运 动 方 程 的 根 т, 和 т, 是 复数 : 
m = А Ат = А Маў — À L 
因此 ， 方 程 (11) 的 通 解 为 
xlt) = ex (су cosy — A t+ сезіп — A t). (15) 
如 图 5. 8 所 示 ，(15) 式 所 描述 的 运动 是 振荡 的 ; 但 是 由 于 存在 系数 e*， 所 以 当 tolti 
幅 趋 于 0. 
(5) 3 фон! 91:3::45) 
可 以 很 容易 证 明 初 值 问题 


2 
ба 595 д = 0,200) = 1,2700) =1, 
dz dz 


的 解 是 
20) = Se Be. (16) 
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这 个 初 值 问题 可 以 看 作 是 弹簧 上 物体 做 过 阻尼 运动 的 模型 ， 物 体 从 平衡 位 置 下 方 一 单位 的 
距离 处 开始 运动 ， 并 具有 向 下 1 ft/s 的 速度 . 


由 xz(2) 的 图 像 可 以 求 出 函数 极 值 处 的 : 值 ， 即 关于 时 间 的 一 阶 导数 (速度 ) 为 零 时 的 1 值 . 
对 (16) 式 求 微分 可 得 O= e et, Й z G) 一 0 意味 着 er* 一 8/5 г + Int = 


0.157. 由 一 阶 导数 以 及 我 们 的 物理 常识 ， 可 知 z(0. 157) 二 1.069ft 是 最 大 值 ， 也 就 是 说 ， 物 体 
达到 的 最 大 位 移 是 平衡 位 置 下 方 1. 069ft. 


我 们 也 可 以 检验 一 下 这 个 图 像 是 否 通过 上 轴 ， 即 物体 是 否 通过 平衡 位 置 ， 这 种 情况 在 本 例 
中 不 会 发 生 ， 因 为 方程 x(1) 二 0,， W е =2/5 的 解 i= Int 一 一 0. 305 无 意义 . 
xz(1) 的 图 像 及 其 中 的 数据 如 图 5. 9 所 示 . 


t x(t) 
1 0.601 
1.5 0.370 
2 0.225 
2.5 0. 137 
3 0.083 
b) 
图 5.9 C 


临界 阻尼 运动 

一 个 重 8lb 的 物体 使 得 弹簧 伸 长 了 2ft， 假 设 作用 在 物体 上 的 阻力 数值 上 等 于 瞬时 速率 的 2 
若 物体 从 平衡 位 置 释放 并 具有 向 上 3ft/s 的 初始 速度 ， 求 物体 的 运动 方程 . 

解 ” 由 虎 克 定律 可 知 ， 因 为 8 一 &(2)， 所 以 上 二 4lb/ft， ЖАЮ У = тв, т = 8/32 = 
1/4slug, 则 运动 的 微分 方程 为 


этэн 
а d 一 4х 2 dr 或 dë 十 8 dr 十 16х 0. (17) 
(17) 的 辅助 方程 为 m 十 8m 十 16 二 (m 十 4)* 二 0， 其 解 为 m =т= — 4. 因此 这 个 系统 是 临界 阻 


尼 的 ， 并 有 


倍 


` 


т( = се“ j+ cete". (18) 
把 初始 条 件 200) =0, 2 (0) = 3 КА. 可 依次 求 得 c =0, ¿= —3. 因此 运动 方程 为 
x(t) 一 一 3te 4 (19) 


z(t) 图 形 的 做 法 如 例 3 中 所 示 . Н х (0) = —3е7 (1—40), 8|8 
1 二 1/4 N, з (0) 0. 相应 的 极 值 位 移 为 01/4) 一 一 3(1/4)e ' = 
一 0. 276 ft. (mA 5.10 所 示 ， 这 个 最 大 位 移 值 可 以 解释 成 物体 达 


— 上方 
到 平衡 位 置 上 方 的 最 大 距 高 为 0. 276ft. m 的 最 大 距离 


欠 阻 尼 运 动 
一 个 16lb 的 重 物 系 在 一 个 5ft 长 的 弹簧 上 ， 系 统 达到 平衡 时 ， 
弹簧 长 为 8. 2ft， 车 重 物 被 推 到 平衡 位 置 上 方 2ft 处 ， 由 静止 状态 释放 ， 另外 ， 环 境 提 供 的 阻力 


5. 10 


数值 上 等 于 瞬时 速度 ， 求 位 移 r0). 
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Ю 重 物 系 在 弹簧 上 后 ， 弹 簧 伸 长 了 8. 2 一 5 一 3. 2ft， 因 此 ， 由 虎 克 定律 知 16 一 &(3. 2) 或 
k=5 lb/ft， 此 外 ，m=16/32=1/2slug， 所 以 微分 方程 为 


1 dr 5 4х d z 


2 аг x dk dë 


首先 求 辅助 方程 mx 十 2m 十 10 二 0 的 根 ，m 二 一 1 十 31，mz 王 一 1 一 3i， 这 说 明 系 统 是 欠 阻 尼 的 ， 
方程 的 解 为 


十 2 ыг 4104-0. (20) 


х(1) = e * (ci cos3; + czsin3t). (21) 
最 后 ， 把 初始 条 件 200) = —2, х (0) =0 ФА, 得 到 а= 2, = 一 2/3， 因 此 运动 方程 为 
х(1) 一 ЄЧ- 2сов3: — 2 зіпзџ). ` 


х(1) 5-4 用 5.1.1 节 中 类 似 的 方法 ， 可 以 把 通 解 
X(t) = е (acoso — At esinVw — АЕ) 
写 为 男 一 种 形式 
X(t) = Ае sin Vw ~it 4 Ф), (23) 
Жр А- үс +c ， 相 角 #$ 可 由 方程 


А C C C 
sing = = ,cosó = — , tanp = 一 


A A Сз 
求 出 ， 系 数 Ae “有 时 称 为 振动 的 衰减 幅度 (damped amplitude). 因为 (23) 式 不 是 周期 函数 ， 
所 以 2л// АКУ Ж] ЭЯ (амаа! period), Vw 一 A/2x RE: Эй 3 (quasi frequency). ЯН 
是 xz(D 连 续 两 次 达到 最 大 值 的 时 间 间 隔 ， 请 读者 证 明 ， 例 5 中 的 运动 方程 的 А=2/10/3, $= 
4.391. 因此 ，(22) 的 一 个 等 价 形式 为 


200) = 2 esin(3t 十 4 391). 


5.1.3 弹簧 /质量 系统 : 受 迫 运动 
带 阻 尼 受 迫 运动 的 微分 方程 ”我 们 考虑 弹簧 上 振动 物体 受 外 力 ORRI. ЕШ, ЛС АТ 
以 表示 作用 在 弹簧 支撑 上 并 使 其 垂直 运动 的 外 力 ， 请 见 图 5.11. 8 с 


一 ~ 一 m 一 -一 一- 


0 考虑 进 牛 顿 第 二 定律 ， 可 得 受 迫 (driven) 或 受 激 运动 (forced 
motion) 的 微分 方程 


а х ах 
dr ре в ， 24 
т T Рх — В 4; 十 f(z) (24) 
用 m 除 (24) 两 端 可 得 
dx dr үг 25 
q T A gto ЕС), ( ) 


Ж РО) = /(0/т», 2A=8/m, è =k/m. RIT A НУ £ ОК 
常数 变易 法 解 后 一 个 非 齐 次 方程 . 
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初 值 问题 的 解释 
解释 并 求解 初 值 问题 
1 а? а ГА 
ч? T 2z = 5cos4t,z(0) = Зэ (0) = 0. (26) 


解 ” 我 们 可 以 把 这 个 初 值 问题 解释 成 质点 Cm 一 1/5slug 或 kg) 和 弹簧 (二 21b/ft 或 N/m) 组 
成 的 振动 系统 ， 质 点 从 平衡 位 置 下 方 1/2 单位 (ft 或 m) 处 开始 释放 ， 质 点 从 t= 二 0 时 刻 开始 受 
外 部 周期 (TT 二 x/2s) 力 的 作用 做 阻尼 运动 (8=1.2)， 我 们 希望 带 阻尼 的 系统 在 外 力 转 向 之 前 仍 
保持 运动 状态 ， 在 这 种 情况 下 振幅 会 逐渐 消失 . 但 是 ， 一旦 这 个 问题 给 定 ，f(1) 一 5cos4t 将 持 
续 对 系统 作用 ， 不 会 停止 . 

我 们 先 在 (26) 两 端 乘 以 5， 然后 用 一 般 方法 解 


ах ах 2 
48 +6 9; 719 = 0. 


HT m = —3+¿, m 3—1, MUAA х. (0) е "la costtcesint). 利用 待定 系数 法 ， 假设 
特 解 的 形式 为 х, (0) 二 Acos4t 十 Bsin4t， 对 zs(0 求 微分 ， 并 将 其 代 人 微分 方程 得 到 

2", 十 6z + 10z, = C— 6А + 24B)cos4: + С— 24А 一 6B)sin4t = 25сов4:, 
然后 可 得 方程 组 


-6А--248--25,-24А-068--0, 
解 得 A= —25/102, В= 50/51. 所 以 通 解 为 


Е 28 ои 50ы 
x(t) e 3: (ci cost + csint) 1025°5® t Fr sin4t. (27) 


令 上 面 的 方程 中 1= 0, 可 得 су = 38/51. 把 ci 代入 后 再 求 微分 ， 再 令 1= 0, 可 以 求 出 с 一 
一 86/51. 因此 运动 方程 为 
38 86 . 25 


— 2-и | 2 2299 11— 25. 50. (28) 
ж е (стсоз Бузи) 1059841 + =т 51044. = 


瞬时 项 与 稳定 项 “ 若 下 是 周期 函数 ， 如 FO = F.sinyt а F(t) = Focosyt, y> 0 时 (25) 的 
通 解 为 非 周期 函数 x. (7) 与 周期 函数 z, (1) 之 和 .， 此 外 ， Xx.(1) 随 着 时 间 的 增加 趋向 于 0， 即 
lim ze(D =0. 因此 ， 当 时 间 较 长 的 时 候 ， 质 点 的 位 移 可 以 用 特 解 z, 《四 来 近似 ， 余 函数 А 


К У ВЕ Е} Ж (transient term) 或 瞬时 解 (transient solution) ， 而 解 的 另外 一 部 分 函数 r (2) 在 一 段 
时 间 以 后 仍然 存在 ， 这 部 分 函数 称 为 稳定 项 (steady-state term) 或 稳定 解 (steady-state solution). 


注意 ， 因 为 外 力 下 的 作用 ， 初 值 条 件 的 约束 是 短暂 的 ， 在 特 解 (28) 中 ，e-“{( 计 co 一 5sint) 是 也 
Бї, 2,0 = — 25, сонин май 是 稳定 项 ， 这 两 项 的 函数 图 像 和 解 (28) 的 图 像 分 别 在 图 
5. 12(a) 、(b) 中 给 出 . 

瞬时 /稳定 解 

初 值 问题 (其 中 a EHO 


2 
r: 十 2 dz + 2z = 4cost + 2sint,z(0) = 0,200) = >: 


a) b) 


图 5.12 5513 
的 解 为 
x(t) = (m, — 2) e “sint + 2sint. 
и 
瞬时 稳定 
不 同 初 始 速度 zi 所 对 应 的 解 曲线 如 图 5. 13 所 示 . 这 个 图 像 显 示 ， 当 t>3x/2 时 ， 瞬时 项 的 影 
响 可 以 忽略 不 计 . || 


无 阻尼 受 迫 运动 的 微分 方程 一 个 受 周期 外 力作 用 且 无 阻尼 的 运动 ， 其 解 中 是 没有 瞬时 项 
的 . 同时， 我 们 也 将 看 到 当 周 期 外 力 的 频率 近似 或 等 于 自 由 无 阻尼 运动 的 频率 时 ， 会 在 振荡 系 
统 中 引起 非常 严重 的 问题 . 
无 阻尼 受 迫 运动 
解 初 值 问题 
TE paz = Е,ѕіпу ,z(0) 一 0,z (0) = 0, (29) 


其 中 Fo 为 常数 ， 并 有 узо. 
їй ARAK т, (t) = су созш + с; sinwt. 为 了 求 得 特 解 ， 我 们 假设 z, (t) = Acosyt + 
BsinYt， 因 此 有 


Tp Бахр = Alw? — у?)созу + Blw? — Y sint = Е,ѕіпу. 
由 等 式 两 端 相同 项 的 系数 相等 ， 可 得 A=0, B=Fo/(w r). 因此 ， 


z(t) = Fo siny. 
w 


= 
把 初始 条 件 代入 通 解 


x(t) = cicosot 十 czsinwt + sinyt 
а =? 


可 得 с =0, дээ Би ИХ 通 解 为 
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ж) = — = SS Ysinwt 十 wsinyt ) , y Z w. P4 
完全 共振 ”尽管 方程 (30) 不 要 求 у=, 但 是 当 yw 时， 应 用 洛 必 达 法 则 可 知 z(z) 是 有 限 
值 ， 这 个 求 极限 的 过 程 也 就 是 把 外 力 的 频率 (y/2x) 转 为 自由 振动 的 频率 (w/2x) 的 过 程 。 我 们 
希望 在 经 过 相当 长 的 一 段 时 间 后 显著 增加 振动 的 振幅 ， 因 为 y=w， 所 以 我 们 可 以 把 解 定义 为 
d . . 
о limF, = ysinwt + wsinyt _ F, lim gT ysinwt + wsinyt ) 


wlw — ү) ya 


— sinwt 十 wtcosyt 
- 20у 


= F, lim 
Үг" 


Е, 二 sinwt + wtcoswt 
0 2 
— 2w 


F. . Е, 
= —sinet — 50008508. (31) 
2w 2w 


正如 所 想 的 ， 当 三 十 ceo 时， 质点 的 位 移 变 得 非常 大 ; KREEM t е пп/о, n=l, 2, wB} 
| xz) 一 十 cc， 这 个 现象 我 们 称 之 为 完全 共振 (pure х 
resonance). 图 5.14 所 示 的 图 形 给 出 了 这 个 例子 的 典型 运动 
图 像 . 
最 后 需要 注意 ， 实 际 上 不 需要 对 (30) 求 极限 以 得 到 y= o 时 的 

解 . (31) 可 以 用 普通 方法 直接 解 初 值 问题 

dx | т = Е,ѕіпоѓ, 200) 一 0,z (0) = 0 

dt 图 5.14 


43:51, 

аа Z Pk BJ ДЫ ЖЕ ЯГ) КН ШП 31) BJ РА ROR НЭХ, 那么 这 个 系统 是 失败 的 .质点 过 大 
幅度 的 振动 最 终 会 导致 弹簧 超过 其 弹性 限度 ， 图 5. 14 所 示 的 共振 模型 是 完全 理想 化 的 ， 因 为 
它 忽略 了 一 切 可 能 的 阻尼 作用 . 虽然 很 小 的 阻尼 效果 也 可 以 使 完全 共振 现象 不 会 发 生 ， 但 是 大 
的 或 破坏 性 的 振幅 (尽管 当 1-> 十 oo) 还 是 可 能 发 生 的 ， 请 参考 练习 5. 1 的 习题 43. 
5.1.4 串联 电路 模型 

LRC 串联 电路 ”正如 本 章 开 头 引 言 部 分 提 到 的 ， 许多 不 同 的 物理 系统 可 以 用 线性 二 阶 微 
分 方程 来 描述 ， 这 和 受 迫 阻尼 运动 的 微分 方程 类 似 : 


m а ра 4 kz = fo. (32) 
Ж i(1) 表 示 LRC 串联 电路 (LRC series electrical circuit) 中 的 电流 ， L R 
如 图 5. 15 所 示 ， 则 电感 线圈 、 电 阻 和 电容 上 的 电压 降 均 如 图 1.18 
к. 根据 基 尔 霍 夫 第 二 定律 ， 这 些 电压 降 的 和 等 于 电路 两 端的 C 


电压 E(2); В 图 5.15 
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dio ppl 
L yti + cq 二 ЕС. (33) 


但 是 电容 上 的 电荷 g(t) 和 电流 i(1) 有 关 ， i 二 dq/dt， 因 此 (33) 式 可 以 写成 一 个 线性 二 阶 微分 

方程 

а? 

qÉ | к + 

电路 分 析 中 的 术语 和 弹簧 /质量 系统 的 术语 类 似 . 
Æ EG) = 二 0， 则 电路 中 的 电流 振荡 (electrical vibrations) 称 为 是 自由 的 .因为 (34) 的 辅助 方 

程 为 Lm? 十 Rm 十 1/C==0， 所 以 当 R 关 0 时 ,根据 判别 式 R* 一 4L/C 的 不 同 值 有 三 种 情况 需要 讨 

$. 我 们 称 电流 是 


1 


L 一 
С9 Еб). | (34) 


过 阻尼 的 ， 若 R°—41L/C>0, 
临界 阻尼 的 ， 若 R°—4L/C=0, 
大 阻尼 的 ， 蔡 R* 一 4L/C<0. 
在 每 种 情形 下 ，(34) 的 通 解 都 包含 了 因子 P, RIEM 一 十 ce 时 ，9(DD 一 0. 在 欠 阻 尼 的 情 
形 下 ， 当 g(0) 二 qs 时 ， 电 容器 上 的 电荷 是 振荡 减少 的 ; 换 句 话说 就 是 当 1 十 吕 时 电容 总 是 在 
不 断 地 充电 和 放电 ， 当 E(t) 二 0，R 二 0 时 ,电路 称 为 是 无 阻尼 的 ， 并 且 随 着 时 间 的 流逝 电流 
振荡 的 振幅 不 会 接近 零 ， 电流 的 响应 是 简 谐 振动 (simple harmonic). 
欠 阻 尼 串 联 电路 
求 LRC 电路 中 电容 器 上 的 电荷 gC1), L=0.25 h, К=10 Q, C=0.001 f, EG) =0, 
q(0)=q (C), i(0)=0. 
E ”因为 1/C=1 000, 方程 (34) 可 以 写 为 


10+ 109 十 1 0009 = 0 sË q” + 404 + 4 0004 = 0. 


х КОЕ, n| HI В И Е 0, 900) =е ° (cicos60t-F сг ѕіпб0г). 把 初始 
RERA, TRE 05g срв. ВН 


д( = фе ° Ccos60t + 1.51600). 


利用 (23) ， 可 以 把 上 述 解 写 为 
0) = "1965 

当 电 路 两 端 有 电压 E(1) 时 ， 电 流 振荡 称 为 是 受 连 的 (forced)， 在 这 种 情形 下 ，R 隆 0，(34) 
的 余 函 数 g.(2) 称 为 瞬时 解 (transient solution). # EO ÆA 的 或 是 恒定 不 变 的 ， 则 (34) 的 特 
fm q, (人) 是 稳定 解 (steady-state solution). 

稳定 电流 

$ LRC 串联 电路 中 的 稳定 解 9, (1) 和 稳定 电流 (steady-state current), ш, ЖЕ) = 
FE, sinyt. 


E RER qg ORRIN E 


sin(60t + 1. 249). = 


m r Ж 3 181 


ИРТ: 


的 一 个 特 解 . 利用 待定 系数 法 ， 假 设 特 解 的 形式 为 g, (1) = Asinyt + Bcosyt. 把 这 个 表达 式 代 
和 微分 方程 ， 整 理 后 再 由 相同 项 的 系数 相等 得 


Жэ 8 十 RS 十 С = Eo siny 


1 
0 Ly 一 = 
A= E( 7 5) В = ын 
21. 1 , й 
ТУО CT Ер ) -yry – 25 “= - + R?) 
出 于 方便 ， 我 们 把 A 和 B 用 一 些 新 的 符号 表示 . 
Ë X=Lv— ë> 则 X:— L: =+ z. 


ж ®=/Х FR, M Z 17у E+ tR. 


С Су 
B, А-Е,Х/С-у223), BZE,R/( yZ), ШЕ 
E, X E,R 
gp (t) = yz: Sin уу! os” 
稳定 电流 为 i, (1) 二 gq, G): 
iD = (Ела — сози). P: 


例 10 中 所 定义 的 Ху 1/Cy, Z= X: + R° 分 别称 为 电路 的 电抗 (reactance) 和 电阻 抗 
(impedance). 电抗 和 电阻 抗 的 单位 都 是 欧姆 . 
练习 5.1 

5.1.1 弹簧 /质量 系统 : 无 阻尼 运动 

1. 一 个 4lb 重 的 物体 连接 在 弹簧 一 端 ， 这 个 弹 答 的 弹性 系数 为 16 lb/ft 那么 简 谐 运动 的 周期 是 多 少 ? 

2 一 个 质量 为 20kg 的 物体 连接 在 弹簧 上 ， 若 简 谐 运 动 的 频率 是 每 秒 2r/ 次 ， 那 么 弹性 系数 上 是 多 少 ? ж 
用 质量 为 80kg 的 物体 代替 原来 的 物体 ， 则 简 谐 振动 的 频率 是 多 少 ? 

з. 重 tb 磅 的 物体 连接 在 弹簧 的 一 端 ， 使 得 弹簧 伸 长 4in。 如果 重 物 从 平衡 位 置 上 方 3in 处 由 静止 释放 ， 求 
运动 的 方程 . 

4. 如 果 习 题 3 中 的 重 物 从 平衡 位 置 处 以 向 下 2 ft/s 的 速度 开始 运动 ， 求 运动 方程 . 

5. 一 个 重 2015 的 物体 使 得 弹簧 伸 长 6in， 重 物 从 平衡 位 置 下 方 біп 处 由 静止 释放 . 
(a) 求 重 物 在 时 刻 = x/12, х/8, w/6, х/4, 9х/328 时 的 位 置 . 
(b)t 二 3x/16s 时 重 物 的 速度 是 多 少 ” 这 一 瞬间 重 物 朝 哪个 方向 运动 ? 
(c) 重 物 在 何 时 通过 平衡 位 置 ? 

6. доом 的 力 使 得 弹性 伸 长 了 2m， 一 个 质量 为 50kg 的 重 物 连接 在 弹簧 的 末端 ， 并 在 平衡 位 置 处 以 向 上 
10mys 的 速度 开始 运动 ， 求 运动 方程 . 

7. 弹性 系数 为 20N/m 的 弹 筑 悬挂 在 和 习题 6 中 相同 的 支撑 物 上 ， 并 与 之 平行 . 一 个 质量 为 20kg 的 重 物 
连接 在 这 个 弹簧 上 ， 两 个 物体 都 以 向 上 10m/s 的 速度 从 平衡 位 置 释放 . 
(a) 哪 一 个 物体 有 更 大 的 振幅 ? 
(b 在 :一 r/4，r/2s 时 ， 哪 一 个 物体 的 速度 较 大 ? 
(oy 在 什么 时 刻 两 个 物体 的 位 置 相同 ? 这 些 时 刻 物 体 处 在 什么 位 置 ? 它们 朝 哪个 方向 运动 ? 
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8. 一 个 重 32lb 的 物体 使 得 弹簧 伸 长 了 2ft， 若 重 物 在 平衡 位 置 上 方 10: 处 以 向 上 2ft/s 的 速度 释放 ， 求 该 
物体 运动 的 振幅 和 周期 ， 重 物 在 4s 的 时 间 内 可 以 完成 多 少 个 完整 的 振动 ? 
9. 一 个 8lb 重 的 物体 连接 在 弹 答 一 端 做 简 谐 运动 . 车 弹性 系数 为 1 lb/ft， 物 体 从 平衡 位 置 下 方 6in 处 以 向 


TÈ ft/s 的 速度 释放 ， 求 运动 的 方程 ， 并 把 它 写成 形 如 (6) 的 形式 . 
10， 一 个 重 101b 的 物体 使 得 弹簧 伸 长 了 1/4. ME 1 6slug 的 物体 代替 这 个 物体 ， 并 从 平衡 位 置 上 方 1/3ft 
处 以 向 下 互 ft/s 的 速度 释放 ， 写 出 形 如 (6) 的 解 ， 在 什么 时 刻 物体 会 处 在 平衡 位 置 下 方 振幅 的 1/2 处 ? 


11. 一 个 重 64lb 的 物体 连接 在 弹簧 的 末端 ， 并 使 得 弹簧 伸 长 了 0. 32ft， 在 平衡 位 置 上 方 8in 处 ， 物体 具有 
向 下 5ft/s 的 速度 . 
(a) 求 运动 的 方程 . 
(b) 运 动 的 振幅 和 周期 是 多 少 ? 
(c) # 3x 的 时 间 内 物体 能 完成 多 少 个 完整 的 振动 ? 
(dd) 在 什么 时 刻 物体 第 二 次 以 向 下 的 速度 通过 平衡 位 置 ? 
(e) 在 什么 时 刻 物体 达到 距离 平衡 位 置 的 最 大 位 移 处 ? 
(人 Dt 二 3s 时 物体 在 什么 位 置 ? 
(g):=3s 时 物体 的 瞬时 速度 是 多 少 ? 
(h)y£= 3s 时 物体 的 加 速度 是 多 少 ? 
(iD 当 物 体 通 过 平衡 位 置 时 瞬时 速度 是 多 少 ? 
0)) 在 什么 时 刻 物体 处 在 平衡 位 置 下 方 Sin 的 地 方 ? 
(kk) 在 什么 时 刻 物体 处 在 平衡 位 置 下 方 Sin 的 地 方 并 具有 向 上 的 速度 ? 
12, 重 1 slug 的 物体 悬挂 在 一 弹簧 下 端 ， 其 弹性 系数 为 9 lb/ft. 初始 时 刻 物体 从 平衡 位 置 上 方 lft 处 开始 
运动 ， 且 具有 向 上 的 大 小 为 V3ft/s 的 速度 . 求 物体 具有 向 下 3ft/s 速度 的 时 刻 . 
13. 在 有 些 情况 下 ， 当 两 个 平行 的 、 弹 性 系数 分 别 为 &， 的 弹 得 同时 支撑 一 个 重 物 W 时 ， 系 统 的 有 效 
弹性 系数 (effective spring constant) 为 上 二 4kikz/(ki 十 kz)， 一 个 重 201Ь 的 物体 
使 得 一 个 弹簧 伸 长 了 6in， 另 一 个 弹簧 伸 长 了 2in. 这 两 个 弹簧 连接 在 一 个 普通 
的 支撑 物 上 ， 也 就 是 一 个 金属 板 ， 如 图 5. 16 所 示 ， 这 个 201Ь 的 重 物 连接 在 双 
弹 得 金属 板 的 中 间 位 置 . 求 这 个 系统 的 有 效 弹 性 系数 . 车 重 物 从 平衡 位 置 处 以 
向 下 2ft/s 的 速度 释放 ， 求 运动 方程 . 
14. 某 个 重 物 使 得 一 个 弹簧 伸 长 了 1/3ft， 5-4 БЕТ 1/2ft，、 这 两 个 弹簧 连 
接 在 一 个 普通 支撑 物 上 ， 如 习题 13 的 图 5.16 所 示 . 把 第 一 个 重 物 换 下 ， 用 一 
+ 8lb 的 重 物 连接 在 双 弹 簧 系统 上 ， 并 使 之 运动 ， 若 运动 的 周期 是 x/15s， 求 
第 一 个 重 物质 量 的 数值 解 . 图 5.16 
15. 只 通过 微分 方程 讨论 4x е “ “zx 一 0 所 描述 的 弹簧 /质量 系统 在 相当 长 的 周期 
后 行为 是 怎样 的 . 
16. 只 通过 微分 方程 讨论 4r” 十 tz 一 0 所 描述 的 弹簧 /质量 系统 在 相当 长 的 周期 后 行为 是 怎样 的 . 
5.1.2 弹簧 /质量 系统 : 自由 阻尼 运动 
在 习题 17 一 20 中 ， 给 出 的 图 形 表示 了 弹 筑 上 质点 运动 的 图 像 . 用 图 像 求 : 
(a) 质 点 的 初始 位 移 是 在 平衡 位 置 上 方 还 是 下 方 . 
(b) 弹 簧 释放 时 是 静止 的 ， 还 是 具有 向 下 或 向 上 的 速度 . 
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25. 


26. 


18. 


图 5.17 图 5.18 


20. x 


- 
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图 5.19 图 5.20 


一 个 4lb 的 重 物 连接 在 弹性 系数 为 2 lb/ft 的 弹簧 的 一 端 .介质 对 重 物 的 运动 施加 阻尼 作用 ， 阻 力 的 大 
小 数值 上 等 于 物体 的 瞬时 速率 ， 若 重 物 从 平衡 位 置 上 方 1ft 处 以 向 下 8 ft/s 的 速度 释放 ， 求 重 物 通过 
平衡 位 置 的 时 刻 ， 求 出 重 物 达到 相对 于 平衡 位 置 最 大 位 移 处 的 时 刻 . 在 这 一 瞬间 物体 处 在 什么 位 置 ? 
一 个 长 4ft 的 弹 筑 在 悬挂 了 8lb 重 的 重 物 后 长 度 为 8ft， 物 体 运 动 的 介质 对 物体 施加 阻力 ， 阻 力 大 小 等 
于 V2 倍 瞬 时 速度 .车 重 物 从 平衡 位 置 处 以 向 下 5ft/s 的 速度 释放 ， 求 其 运动 方程 ， 求 物体 达到 相对 于 
平衡 位 置 最 大 位 移 处 的 时 刻 ， 并 求 出 此 时 的 位 置 . 

一 个 ike 的 重 物 连 接 在 弹簧 一 端 ， 其 弹性 系数 为 16N/m， 整 个 系统 处 在 液体 中 ， 受 到 的 阻力 等 于 10 
倍 的 瞬时 速度 ， 求 出 运动 方程 ， 若 

(a) 重 物 从 平衡 位 置 下 方 1m 处 由 静止 释放 . 

(b) 重 物 从 平衡 位 置 下 方 1m 处 以 向 上 12m/s 的 速度 释放 ， 

在 习题 23 的 (a) 和 (b) 中 ， 求 出 物体 是 否 能 通过 平衡 位 置 ， 在 每 一 种 情况 下 ， 求 出 物体 达到 相对 于 平 
衡 位 置 最 大 位 移 处 的 时 刻 ， 在 这 个 时 刻 物体 处 在 什么 位 置 ? 

ип 2lb 的 力 ， 使 它 伸 长 1ft， 一 个 3. 21Ь 的 重 物 连接 在 弹簧 一 端 ， 这 个 系统 处 在 介质 中 ， 该 介 
质 对 运动 施加 的 阻力 数值 上 等 于 瞬时 速度 的 0. 4 倍 . 

(a) 若 重 物 从 平衡 位 置 上 方 1ft 处 由 静止 释放 ， 求 运动 方程 . 

(b) 求 形 如 (23) 的 运动 方程 . 

(c) 求 重 物 第 一 次 向 上 通过 平衡 位 置 的 时 刻 . 

一 个 重 10lb 的 物体 连接 在 长 5ft 的 弹簧 上 ， 测 得 该 弹簧 长 度 为 ?ftt， 把 10lb 的 重 物 去 掉 ， 用 8lb 的 重 
物 荐 代 之 ， 把 整个 系统 置 于 一 种 介质 中 ， 这 种 介质 对 系统 施加 的 阻力 数值 上 等 于 瞬时 速度 . 

(a) 若 重 物 从 平衡 位 置 下 方 1/2ft 处 以 向 下 1 ft/s 的 速度 释放 ， 求 运动 方程 . 

(b) 写 出 形 如 (23) 的 运动 方程 . 

(c) 求 出 物体 向 上 通过 平衡 位 置 的 时 刻 . 

(d) 绘 出 运动 方程 的 图 像 . 
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5.1. 
29. 


30. 


31. 


32. 
33. 


34. 


35. 


36. 


一 个 10lb 的 重 物 连 接 在 弹簧 的 一 端 ， 使 之 伸 长 了 2ft， 该 重 物 附 在 阻力 大 小 为 瞬时 速度 p(8> 0) 80] 
阻尼 设备 上 . 求 出 阻尼 常数 68， 使 得 下 列 运 动 满足 (a) 过 阻尼 ，(b) 临 界 阻 尼 以 及 (c) 无 阻尼 . 

一 个 24ib 的 重 物 使 得 弹簧 伸 长 了 4ft， 运 动 发 生 在 阻尼 介质 中 ， 阻 尼 介 质 施加 的 阻力 数值 上 等 于 瞬时 速 
度 的 RB8>0) 倍 ， 若 重 物 从 平衡 位 置 处 以 向 上 2ft/s 的 速度 开始 运动 ， 证 明 如 果 > 3V2， 则 运动 方程 为 


Z3 әруз шар 2 
——e sinh — yR — 18. 
JE 18 3 УЁ 


X(t) = 


3 弹簧 /质量 系统 : 受 迫 运动 

一 个 16lb 的 重 物 使 得 弹簧 伸 长 了 8/3ft， 初 始 时 刻 重 物 从 平衡 位 置 下 方 2ft 处 由 静止 释放 ， 运 动 发 生 

在 阻尼 介质 中 ， 该 介质 所 施加 的 阻力 数值 上 等 于 1/2 倍 瞬 时 速度 ， 如 果 重 物 受 大 小 等 于 f(z) = 

10сов3г 的 外 力 驱 动 ， 求 运动 方程 

1 slug 的 物体 连接 在 弹簧 一 端 ， 其 弹性 系数 为 5 lb/ft. 初始 时 刻 ， 物 体 从 平衡 位 置 下 方 1ft 处 以 向 下 

5ft/s 的 速度 释放 ， 运 动 发 生 在 阻尼 介质 中 ， 该 介质 对 运动 所 施加 的 阻力 数值 上 等 于 瞬时 速度 的 248. 

(a) 若 物体 受 大 小 等 于 / (а) = 12соз2:-++ 3sin2t 的 外 力 驱 动 ， 求 运动 方程 . 

(b) 在 同一 坐标 系 下 绘 出 瞬时 解 和 稳定 解 的 图 像 

(c) 绘 出 运动 方程 的 图 像 . 

1slug 的 物体 连接 在 弹 先 的 一 端 ， 该 弹 自 伸 长 了 2ft， 并 且 在 平衡 位 置 处 于 静止 状态 .时刻 :一 0 开始 ， 

大 小 等 于 Га) =8sin4t 的 外 力 施加 于 系统 上 ， 若 周围 介质 对 运动 施加 的 阻力 数值 上 等 于 瞬时 速度 的 8 

倍 ， 求 运动 方程 . 

在 习题 31 中 ， 若 外 力 等 于 Fi 一 er'sin4t， 求 运动 方程 ， 分 析 当 上 一 十 cc 时 的 位 移 是 多 少 . 

一 个 2kg 的 重 物 连接 在 弹性 系数 为 32N/m 的 弹 揭 的 一 端 ， 它 在 平衡 位 置 处 保持 静止 状态 ， 在 :一 0 时 

刻 ， 一 个 大 小 等 于 Га) = 二 68e-*cos4z 的 外 力作 用 于 系统 ， 求 有 阻力 作用 下 的 运动 方程 . 

在 习题 33 中 ， 把 运动 方程 写 为 形 如 х0) 二 Asin(wt 十 办 十 Be-"sin(4t 十 人 )， 在 很 长 时 间 后 振动 的 振 粘 

是 多 少 ? 

物体 m 系 在 弹簧 的 末端 ， 弹 性 系数 为 物体 达到 平衡 以 后 ， 它 的 支撑 

物 开始 在 与 水 平 线 工 垂直 的 方向 上 按照 h (1) 的 规律 做 振荡 运动 .h 的 值 

表示 距离 的 距离 ， 单 位 为 ft， 请 参考 图 5. 21. 

(a) 如 果 整 个 系统 在 介质 中 运动 ， 这 种 介质 施加 的 阻力 大 小 等 于 BCdz/ 
dt) ， 求 运动 的 微分 方程 . 

(b) 若 在 弹簧 上 连接 16lb 的 重 物 使 其 伸 长 4ft，p 一 2，h(#) 二 5cost，x(0) 一 
x (0) = 二 0， 解 (a) 中 的 微分 方程 . 

i00g 的 重 物 连接 在 弹簧 上 ， 其 弹性 系数 为 1600 dynes/cm， 当 物体 达到 

平衡 以 后 ， 它 的 支撑 物 开 始 按照 h(t) = sin: 的 规律 振荡， 这 里 表示 中 

离 初始 位 置 的 位 移 ， 请 参考 习题 35 以 及 图 5. 21. 

(a) 在 有 阻尼 的 情况 下 ， 若 重 物 从 平衡 位 置 处 由 静止 释放 ， 求 运动 方程. 

(Cb) 物体 在 什么 时 刻 通过 平衡 位 置 ? 

Cc) 物体 在 什么 时 刻 达 到 最 大 位 移 ? 

(d) 最 大 和 最 小 位 移 是 多 少 ? 

(e) 绘 出 运动 方程 的 图 像 . 


在 习题 37 和 38 中 ， 求 解 所 给 的 初 值 问题 . 


37. 


d: z 


42 +4r=—5sin2t+3cos2t, z(0)=—1, z'(0)=1 
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2 
38. 2 оз 5singt, 200)=2, х'(0)=0 


39. (а) МЕ ВЯ БНН 15] ER 
ах 
42 


+a zr = Fecosy,z(0) = 0,z' (0) = 0 


的 解 是 


z(t) = g con — cosot). 


СЪ) пт T. (cosyt— coswt ). 
уо 0 一 说 


40. 把 习题 39 中 (b) 的 结果 和 有 外 力 Focoswt 情况 下 用 常数 变易 法 求 得 的 解 加 以 比较 . 
41.(a) 证 明 习 题 39 (a) 中 给 出 的 xD 可 以 写成 下 面 的 形式 


-2Е, . 1 21 
xlt) = zoyi 7 (y— o)tsin 2 (У + o)t. 


Ы, Cues e e= (7—0, ШИН е 很 小 时 ， 近 似 解 为 

z(t) = Fo sinesine. 
当 e 很 小 时 ， 外 力 的 频率 y/2x 近似 于 自由 振动 的 频率 o/2x. 当 这 种 情况 成 立时 ， 这 个 运动 就 如 图 
5.22 所 示 . 这 种 类 型 的 振荡 称 为 频 击 (beats)， 这 也 是 因为 sinet 的 频率 相对 于 sinyt 的 频率 来 说 相 
当 小 ， 虚 线 ， 亦 或 是 zx(D 图 像 封闭 的 区 域 可 以 从 士 (Fu/2ey)sinst 的 图 像 中 得 到 ， 用 绘图 工具 绘 出 
ЖЕН Fo, e 和 7 值 的 图 像 以 验证 图 5. 22 中 的 图 像 . 


计算 机 实验 作业 
42. 当 有 阻力 作用 于 习题 39(a) 中 的 模型 时 ， 有 频 击 现象 发 生 吗 ? 用 问题 


+ + = Focos, (0) 一 0,z (0) = 0 


的 显 式 解 的 图 像 或 用 数值 求解 程序 绘 出 的 解 曲线 来 说 明 所 得 答案 . 


43. (a) 证 明 


а x ах 
42 十 2À кр 


+a x = Fosinn 


的 通 解 为 


u F. . 
х( = Ае sinl Vw — А + $) + Z y + 


其 中 A= SAFi., Ж # ЖӨ 分 别 定义 为 sing 一 ci1/A，cos$ 二 cz/A， 
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44. 


sin0 = 二 2 ‚соз@ = 一 “у 
Vw — у TA Ма РУ Ау 
СЬ) (а PHRA BSA х0) = x. GO +z, (1) з. 证 明 > (т) ЖИ. РА, ЕТИ КЕ], jx 
个 解 近似 于 х, (0) =g siny +0), Ж 


Е, 
Ма PY + у 
尽管 r, (1) 的 振幅 g(7) 当 :一 十 co 时 是 有 界 的 ,证明 最 大 的 振动 幅度 发 生 在 у = Ve — 207. g 的 
最 大 值 是 多 少 ? Vw 一 2X /2л 称 为 系统 的 共振 频率 (resonance frequency). 
(О)? Fe =2, m=1, k=4 8, zg 为 


go) = 


2 

а-у FFY 
对 应 于 阻尼 系数 -2, p=1, p=3/4, p=1/2 和 p 一 1/4， 构 建 一 张 ул g(Y) 的 表格 .用 绘图 工具 
在 同一 坐标 系 下 绘 出 相应 于 这 些 阻 尼 系 数 的 图 像 . 这 个 图 像 族 称 为 共振 曲线 (resonance curve) 或 系 
统 的 频率 响应 曲线 (frequency response curve). 4 8-0 时 力 趋 近 于 什么 值 ? 当 po 时 共振 曲线 会 
有 什么 情况 发 生 ? 

考虑 一 个 受 迫 无 阻尼 弹簧 /质量 系统 ， 用 如 下 初 值 问题 描述 

E+ = Fssin"yt,z(0) = 0,z' (0) = 0. 

(а)п=2 时 ， 讨 论 为 什么 完全 共振 系统 只 有 单一 频率 N /2x. 

(b)n 二 3 时 ， 讨 论 为 什么 完全 共振 系统 有 两 个 频率 у. /2х 和 y; /2z? 

(0) 设 w=1 和 二 1， 用 数值 求解 程序 绘 出 (a) 中 初 值 间 题 a= 2 及 у = уйй. KK Н (b) 中 
初 值 问题 a= 3 时 对 应 的 у= у. A y= y K f ER. 


gmn = 


5.1.4 串联 电路 模型 


45. 


46. 


求 LRC 串联 电路 在 :一 0.01s 时 刻 电容 器 上 的 电荷 量 , L=0.05h, R=2Q, С= 0.018, Еб) =0V, 
q(0)=5C, 1(0)--0А, 求 电容 器 上 电荷 第 一 次 等 于 零 的 时 刻 . 

求 LRC 串联 电路 中 电容 器 上 的 电量 ， 其 中 上 = 二 1/4h, R=200, C=1/300f, Еб) =0У, q(0)=4C, 
100) 二 0A， 电 容器 上 的 电荷 量 会 等 于 零 吗 ? 


在 习题 47 和 48 H, RAE LRC 串联 电路 中 电容 器 上 的 电量 和 电路 中 的 电流 . 求 电容 器 上 的 最 大 电荷 量 - 


47. 


48. 
49. 
50. 
51. 


52. 
53. 


54. 


L h, R=100, C= Б!» Е(1) = 300У. 4(0)--0С, i(0)=0A 


L=1h, 6= 1000, С= 0. 00041, EG =30У, (0) =0С, 100) =2А 

求 LRC 串联 电路 中 稳定 的 电荷 量 和 稳定 的 电流 ， 其 中 =1h,， К 20, С= 0. 251, EG) =50созгУ. 
证 明 例 10 中 LRC 串联 电路 的 稳定 电流 振幅 为 Eo/Z， 这 里 Z 是 电路 的 全 电阻 . 

证 明 LRC 串联 电路 中 稳定 电流 是 ji (1) 一 4.160sin(601 一 0.588)， 其 中 工 =1/2h,， К=200, C= 
0. 0011, ECO 二 100sin60t:V. [提示 : 利用 习题 50. ] 

求 LRC 串联 电路 中 稳定 的 电流 ,，L=1/2h,，R=200, C=0. 0011, ЕСО-(10084060:--200сов40:)У. 
求 LRC 串联 电路 中 电容 器 上 的 电荷 量 ， 其 中 L=1/2h, R= 100, C=0.01f, EG =150V, q(0) = 
1С, 100) 二 0A， 很 长 一 段 时 间 以 后 电容 器 上 的 电荷 量 是 多 少 ? 

证 明 如 果 工 .R.C f E, 都 是 常数 ,那么 例 10 中 稳定 电流 的 振幅 当 Y 一 1/ VIC 时 达到 最 大 . 最 大 振幅 是 
多 少 ? 


高 阶 微分 方程 建 模 187 


55. 证 明 如 果 工 、R、E。 和 7 都 是 常数 ， 则 例 10 中 稳定 电流 的 振幅 当 电 容 C=1/Ly 时 达到 最 大 . 

56. 求 LC 电路 中 电容 器 上 的 电荷 量 以 及 电流 ，L=0. 1h，C=0. И, ЕХ) = 二 100sinXV，g(0)==0C, ¿(0)=0A. 
57. 求 LC 电 路 中 电容 器 上 的 电 蓓 量 以 及 电流 ，E(1) 二 EocosytV，g(0) 二 qoC，1i(0) 二 oA. 

58. 在 习题 57 中 ， 求 电路 在 共振 状态 下 的 电流 . 


5.2 线性 方程 : 边界 值 问题 


在 上 一 节 里 讨论 了 带 有 初始 条 件 的 二 阶 方程 系统 模型 ， 即 限制 条 件 为 某 个 未 知 函 数 及 其 在 
一 点 的 导数 .但 是 物理 系统 的 数学 模型 经 常 需要 我 们 解 带 有 边界 条 件 的 微分 方程 ， 也 就 是 限制 
在 某 个 未 知 函 数 上 的 条 件 ， 亦 或 限制 在 它 的 导数 上 ， 亦 或 限制 在 这 个 未 知 冰 数 与 其 在 两 点 (或 
更 多 点 ) 上 的 导数 的 线性 组 合 . 

横梁 的 偏 妊 “许多 建筑 是 由 钢 析 的 支架 或 横梁 组 成 的 ， 而 这 些 横梁 在 它们 自身 的 重力 或 外 
力 的 影响 下 会 发 生 偏 斜 或 弯曲 ， 正 如 我 们 所 看 到 的 ， 这 种 偏 斜 量 >(z) 可 以 用 一 个 相对 简单 的 
线性 四 阶 微分 方程 来 描述 . 

首先 ， 假设 长 度 为 上 的 横梁 是 匀 质 的 ， 且 横 截面 都 一 样 . 横梁 上 没有 任何 载荷 (包括 其 自 
身 的 重量 )， 一 条 直线 把 所 有 横 截 面 的 质心 连接 起 来 ， 这 条 直线 称 为 对 称 轴 (axis of 
symmetry)， 请 见 图 5.23(a). 车 在 横梁 上 施加 载荷， 且 这 个 载荷 通过 一 个 包括 对 称 轴 的 垂直 
平面 ， 如 图 5. 23(b) 所 示 ， 那 么 这 个 横梁 会 发 生 弯曲 ， 这 时 连接 所 有 横 截 面 质心 的 曲线 称 为 仿 
斜 曲线 (deflection curve) 或 弹性 曲线 (elastic curve). 偏 斜 曲线 近似 于 横梁 的 形状 设 工 轴 和 对 
称 轴 一 致 ， 偏 斜 量 >(z) 可 以 通过 相对 于 z 轴 的 位 置 来 计算 ， 车 向 下 偏离 x 轴 ， 则 偏离 方向 为 
正 ， 由 弹性 定理 知 ，x 点 的 弯曲 矩 M(x) 和 每 单位 长 度 的 载荷 w(x) 有 关 ， 这 个 关系 可 以 用 下 面 
的 方程 来 描述 

м 


аат = wa). (1) 
яв, ЗЭ ЭН M(x) 与 弹性 曲线 的 曲率 «成 正比 
М(х) = Elx, (2) 


这 里 互 和 TI 都 是 常数 ; E 是 横梁 材料 弹性 的 杨 氏 模 量 ， I 是 横 截面 的 惯性 和 矩 ( 相 对 于 已 知 中 轴 
ВН). RER EI 称 为 横梁 的 抗 挠 刚度 (flexural rigidity). 


хай 偏 斜 曲线 
a) b) 


由 微 积分 知 ， 曲 率 可 由 k 一 多 /[1 十 (y 7 了 ?给 出 ， 当 偏 斜 量 y(z) 很 小 的 时 候 ， 斜 率 y == 
о, #EAUHO' Лал, Ф k 一 多 ， 则 方程 (2) 可 以 写 为 M 一 ETIY， 这 个 表达 式 中 的 二 阶 
导数 为 
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dM _ Ë r Фу 
ах? EI qa” EI дал? (3) 
用 (1) 的 结果 替代 (3) 中 的 dM/dr, ГО ВИН y(x) 满 足 一 个 四 阶 微分 方程 
EI ту 2 (2). (4) 


方程 (4) 的 边界 条 件 与 横梁 的 端点 是 用 什么 方式 支撑 的 有 关 . A SE НЧ i 0 Ж (embedded) 3R 
夹 在 (clamped) 支 撑 物 上 的 ， 另 一 端 是 自由 的 . 跳板 、 伸 展 的 腹 膊 、 机 翼 以 及 电影 院 的 楼 座 都 
是 这 种 结构 的 例子 ， 甚 至 树木 、 旗 杆 、 摩 天 大 楼 和 乔治 .华盛顿 纪念 碑 都 是 这 种 悬 梁 结 构 ， 因 
为 它们 一 端 都 嵌 在 支撑 物 里 ， 而 另 一 端 受 风 的 扭曲 力作 用 . РЕЖ, АНЕ >(z) 必 须 
满足 下 面 两 个 在 嵌入 端点 z=0 处 的 条 件 : _ 

。y(0) 二 0， 因 为 端点 处 没有 偏 斜 量 . 

。y (0)=0, RAAR i£ {ЕХ х 轴 相 切 (换言之 ， 偏 斜 曲线 在 这 点 的 斜率 为 零 ). 

在 自由 端 z 一 上 处 的 条 件 是 : 

ey (1) =0, НЕЯ] 0. 

• у"(1) =0, 8927 0. 


函数 FC) = амМ/ах = Е14) y/dzs 称 为 剪 表 5.1 

D. 如 果 横 梁 的 一 端 是 简单 支撑 的 (也 称 针脚 横梁 的 两 端 边界 条 件 
ALR, Бнр), ЖАТУ Ж А. y=0, у=0 
点 必 有 у=0 和 у =0 R. 请 见 图 5. 24. Ж 自由 y=0, y=0 
5.1 给 出 了 (4) 式 可 能 的 边界 条 件 . 简单 支撑 y=0, y=0 

р ха х=@ {= r=0 y= 

а) БИЗИН А. b) 支架 横梁 : AWRA Aia H с) 两 端 简单 支撑 
图 5.24 
嵌入 式 横梁 


长 为 工 的 横梁 两 端 都 赂 在 支撑 物 里 . 若 常 载荷 wo 均匀 分 布 在 整个 横梁 上 ，w(7X) 一 mw， 
0<<z<< 工 ， 求 横梁 的 偏 斜 量 . 
Ю ”由 前 面 的 讨论 我 们 可 知 ， 偏 斜 量 y(z) 满 足 


El $2 = w. 


因为 横梁 的 左 端 点 (x 二 0) 和 右 端 点 (zr 二 L) 都 是 媒人 的 ， 所 以 端点 处 没有 偏 斜 量 .， 因 此 边界 条 件 是 
y(0)=0,y(0)=0 和 у) = 0,y (L) = 0. 

我 们 可 以 用 普通 方法 解 这 个 非 齐 次 微分 方程 (由 四 次 辅助 方程 m' = 0 BJ R. m= 0 求 出 y.， 再 由 

待定 系数 法 求 出 特 解 y,，， 或 者 也 可 以 对 这 个 微分 方程 连续 积分 四 次 来 求解 . 不 管 哪 种 方法 ， 
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都 可 以 求 出 方程 的 通 解 为 
у(х) = c, + c; z + c; z? + c >Š +E 
把 条 件 y(0)=0 和 у (0) =0 代入 ， 依 次 可 得 ci =0, с =0， 但 是 把 y(L)=0 Жу (L)=0 代入 


HE убх) = apr TETEA 
2 3 Wo 4 — 
c, L +c, L Е == 0, 
241,4 3c,L2 = 0 1 
Esi T 96475 SEIL 
НЭХ rm, а L ，。, 一 二 ze 工 ， 因 此 偏 斜 量 为 
| m G U SEP “ТЕТ 
— wl’ , 2 whl r? а — 2 
уб) = АЕ" тору? + ETT = Ет L. у 
令 u =24EI, L= 1, "| 8 B 5. 25 中 所 示 的 偏离 曲线 的 图 5.25 
ЮЖ. m 


特征 值 与 特征 函数 ”很 多 应 用 方面 的 问题 需要 求解 两 点 处 的 边界 值 问题 以 及 一 个 包含 参数 
А 的 线性 微分 方程 ， 我们 可 以 通过 边界 值 问题 的 非 平 凡 解 来 求 1 的 值 . 

边界 值 问题 的 非 平 凡 解 

解 边 界 值 问 题 

у Ау = 0,y(0) = 0,y(L) = 0. 

Ш ”考虑 以 下 三 种 情形 : А=0, A<0, А>>0. 

Л 1: А0, у =0 的 解 是 > 一 ciz 十 ce 由 边界 条 件 y(0)=0 和 у(1) =0 依次 可 
以 求 出 =0, ca =0. BUR A=0 时 边界 值 问 题 的 唯一 解 是 平凡 解 y= 0. 

BEI: 当 4 二 0 时 ， 我 们 有 y 一 ctcoshv 一 和 z 十 casinhV 一 Mz.2 又 由 >y(0) 一 0 得 c 一 0， 则 
有 y 一 czsinhwV 一 Mz。 再 把 第 二 个 条 件 y(L)=0 代入 得 cssinhV 一 让 二 0， 因 为 sinh/—L 0, 
所 以 一 定 有 с =0. 因此 y=0. 

BEI: АНГ, У-БАу-0 的 通 解 可 由 y 一 cicos VAz 十 czsin Yaz 得 到 .如 前 所 述 ， 由 
y(0)=0 可 得 ci =0, 但 是 把 y(L)=0 代入 得 到 

czsinVaL = 0. f 

车 с,=0, MWYA y=0. (НЯ, Ас,» 0, ЯА sin ViL 一 0， 最 后 一 个 条 件 说 明正 弦 函 数 的 参 
数 必 须 是 x 的 整数 倍 : 


2 2 
AL = nx sÑ À = "т ‚п == 1,2,8, 


因此 对 任何 非 零 实数 c;，y 二 czsin(nxzx/L) 是 这 个 边界 问题 的 解 ， 对 每 一 个 n 均 成 立 ， 因 为 微 
分 方程 是 齐 次 的 ， 所 以 可 以 不 写 cz:。 换 句 话 说 ， 给 定 一 个 序列 


O Vv 一 ?看 起 来 好 像 有 点 奇怪 ， 但 是 记 住 4<0 等 价 于 一 全 0. 


190 # 5 + 


до Ат” 9х? 
тавгаа ГАН 


相应 的 函数 序列 为 
Sin T“ | Sin 和 rz ‚51п Fr Ө, 
这 些 函 数 都 是 原 问题 的 非 平 几 解 . m 
例 2 中 边界 值 问题 的 非 平 凡 解 A = п n/L (п 1, 2, 3, “59 ДЭ 3 ДЕЛА (characteristic 
value 或 eigenvalue). XES A НИНЭ, у, = с зіп(плх/[) 9 у,ссыш (пал /1Э ЛЕ тй 
% (characteristic function 或 eigenfunction). 
细 柱 体 的 弯曲 在 18 世纪， 欧 拉 是 研究 特征 值 问题 的 最 著名 的 数学 家 之 一 ， 他 用 特征 值 
问题 分 析 细 的 弹性 柱 体 在 轴 向 力 的 作用 下 是 如 何 弯曲 的 ， 
考虑 一 个 细 长 的 垂直 柱 体 ， 长 为 工 其 上 所 有 横 截 面 都 相同 . 
S y(z) 表 示 当 柱 体 受 到 恒定 不 变 的 轴 向 力作 用 时 发 生 的 偏 斜 量 ， 
P 是 作用 于 顶部 的 轴 向 力 ， 如 图 5. 26 所 示 . 由 党 柱 体 上 每 一 点 的 
弯曲 和 矩 可 得 
ET ÈY =— Py REI 3 a + Ру = 0, (5) 
ах 
iX Е 为 弹性 的 杨 氏 模 量 ，7 是 关于 通过 质点 的 下 直 线 的 惯性 短 
ШЫ xika 
求 长 度 为 工 的 细 长 垂直 匀 质 柱 体 在 恒定 轴 向 力 忆 作用 下 的 偏 
斜 量 ， 柱 体 的 两 端 都 是 铵 接 在 支撑 物 上 的 . 
解 “ 待 解 的 边界 值 问题 为 ° 


EI EYL Py = 0,y(0) = 0,y(L) = 0. 
2 


首先 注意 到 у-0 是 这 个 问题 的 一 个 解 .， 这 个 解 有 一 个 直观 的 解释 ， 若 载荷 已 很 小 ， 则 没有 仿 
斜 发 生 ， 那 么 接 下 来 的 问题 就 是 ， 当 P 值 为 多 少时 柱 体会 发 生 弯曲 ? 用 数学 术语 说 明 为 ， 当 了 
шинийн 边界 值 问题 有 非 平 凡 解 ? 


ЦЭР Лий л) = 了 ， 则 可 得 


y +ay = 0,y(0) = 0,y(L) = 0, 
这 和 例 2 完全 相同 .由 例 2 中 情形 五 的 讨论 ， 我 们 知道 偏 斜 曲线 为 y, 一 czsin(nxz/L)， 相 应 的 


特征 值 为 Ал =т=т? L, n=l, 2, 3, +. 从 物理 上 说 ， 这 表示 当 压 力 为 P, =n: ЕІ/І? 


(n 二 1，2，3，…) 时 柱 体会 发 生 弯 曲 或 偏 斜 .这 些 不 同 的 力 称 为 临界 载荷 (critical load)， 对 应 
于 称 为 欧 拉 载荷 CEuler load) 的 最 小 临界 载荷 P, == EI/ L° 的 念 斜 曲线 称 为 第 一 弯曲 模型 (first 
buckling mode). m 

例 3 中 相应 于 n=l, n=2, n=3 的 偏 斜 曲线 如 图 5. 27 所 示 . 注意 ， 若 原 柱 体 在 == L/2 
处 有 某 种 类 型 的 物体 约束 ， 那 么 最 小 临界 载荷 为 P, =4= ЕІ/І?, 偏 斜 曲线 如 图 .5. 27(b) 所 示 . 
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若 约 束 施 加 在 柱 体 的 x==L/3 s& == 2L/3 处 ， 则 临界 载荷 为 P, = 9л? ЕІ/І?, (ИЗ ZR HH 
图 5. 27(c) 所 示 . 请 参考 练习 5.2 的 习题 23. 


L L L 
x x х 


a) b) с) 
5.27 
旋转 弦 ”这 个 问题 的 线性 二 阶 微分 方程 仍然 为 


у +ày = 0. (6) 
在 5.1 节 中 ， 我 们 可 以 看 到 (6) 式 分 别 在 弹簧 /质量 系统 的 简 谐 振动 和 串联 电路 的 简 谐 振荡 模型 


中 以 2/42 + (k/m)z=0 Ж d° q/dí + 175) на 的 形式 出 现 的 ， 对 于 (5) 表 示 的 柱 体 偏 斜 模 


型 可 以 写 为 中 /dz 十 (再 )y 一 0， 这 个 形式 和 (6) 式 一 样 ， 在 本 节 中 我 们 又 一 次 遇 到 了 方程 


(6) ， 作 为 数学 模型 ， 它 通过 旋转 弦 的 假设 定义 了 一 条 偏 斜 曲线 уст). 这 个 情况 类 似 于 两 个 人 
握 住 弦 的 两 端 以 同步 的 方式 转动 。 请 见 图 5. 28 的 (a) 和 (b). 


a) b) с) 
图 5.28 


IB N L НОЕ o НА КО ОА АНЕ, 将 х=0 和 z= 工 处 固 

定 ， 设 弦 围 绕 着 х HH DM B BE Ж o ЛЕ. ЖЕТЕК С, zz 十 Az] 之 间 的 一 段 ， 这 里 Az 是 

一 个 小 量 . 若 弦 的 张力 为 常数 T, 且 与 弦 相 切 ， 那么 上 述 微分 方程 可 以 通过 令 区 间 Lz，z 十 
Ax] 上 两 个 不 同 的 净 力 公式 相等 得 到 . 首先 ， 从 图 5. 28(c) 所 示 可 以 得 到 净 垂 直 力 为 

Е 一 Tsin0 一 Тіп. (7) 

当 角 度 0, # Ө, (单位 是 弧度 ) 很 小 时 ， 有 sin0,==tan0,, sin0,=ztan0,. 此 外 ， 因 为 tan6, 和 tan0l 
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分 别 是 沿 TT 和 了 工 方 向 的 弦 的 斜率 ， 所 以 可 得 
tan0, = y (z + Az) Ж тап, = y (х). 
因此 (7) 可 以 写 为 
F œ Т[у (z + Az) — y (zx)]. (8) 


然后 ， 用 牛顿 第 二 定律 F= ma 可 以 得 到 净 力 的 另外 一 种 形式 . 这 里 区 间 上 弦 的 质量 为 m = 
pAr: 角速度 为 o 的 那 部 分 半径 为 >， 向 心力 为 a=ro. 因为 Дх 很 小 И r= у. 所 以 垂直 
方向 的 净 力 可 以 用 
Е az— (рАх)у–?, 09) 

来 近似 ， 这 里 取 负 号 是 因为 加 速度 的 方向 和 y 的 正方 向 相反 . 由 (8) 和 (9) 可 得 

Тус + А) — (a= (Ах) ув? жй Т2 А0 уа. pwy. (10) 
当 Ах 趋 于 零 时 ，(10) 中 的 微 商 Ly Ах) y (z)]/Az 可 以 用 二 阶 导数 Ф у/4х 代替 .最 后 
可 以 得 到 模型 


dy 
TY =— pw? ay 25 一 
ярь pw y 或 T P 二 pw y 0. (11) 


因为 缠 的 两 端 +=0 和 xz= 工 固定 在 支撑 物 上 ， 所 以 方程 (11) 的 解 y(z) 也 应 该 满足 边界 条 件 
y(0)=0 和 y(L)=0. 
练习 5.2 
横梁 的 弯曲 
慑 ,在 习题 1~5 中 ， 解 受制 于 下 列 边界 条 件 的 方程 (4)， 模 梁 长 为 上，w。 是 常数 . 
1. (a) 横 梁 的 左 端 被 固定 住 ， 右 端 是 自由 的 ，w(z) 一 rm ，0< 工 所 二 
(b) 用 绘图 工具 绘 出 横梁 弯曲 曲线 的 图 像 ，rw =24E1, L=1. 
2. (a) 横 梁 两 端 都 被 简单 支撑 着 ，w(z) 一 zz O< <x<—L. 
(b) 用 绘图 工具 绘 出 横梁 弯曲 曲线 的 图 像 ，wo = 24E1, L=1. 
3. (a) 横 梁 的 左 端 固 定 ， 右 端 简单 支撑 ，w(z) 一 z，0<z<< 工 . 
(b) 用 绘图 工具 绘 出 横梁 弯曲 曲线 的 图 像 ，wo =48ЕТ, L=1 
4. (a) 横 梁 的 左 端 固定 ， 右 端 简单 支撑 ， wlr) = wsinlaz/L) s 0<x<L. 
(b) 用 绘图 工具 绘 出 横梁 弯曲 曲线 的 图 像 ，wo = 2 EI, L=1. 
Cc) 用 CAS 的 求 根 程序 (或 图 形 计算 器 ) 近 似 求 出 (pb) 中 图 像 上 那些 发 生 最 大 弯曲 量 的 点 ， 最 大 的 弯曲 量 
是 多 少 ? 
5. (a) 横 梁 两 端 简单 支撑 ，w(x)= 二 wox，0<z<LL. 
(b) 用 绘图 工具 绘 出 横梁 弯曲 曲线 的 图 形 ， 其 中 wo 二 36ET, L=1. 
Cc) 用 CAS 的 求 根 程序 (或 图 形 计算 器 ) 近 似 求 出 (b) 中 图 像 上 那些 发 生 最 大 弯曲 量 的 点 ， 最 大 的 弯曲 量 
是 多 少 ? 
6. (a) 求 出 习题 1 中 悬臂 梁 的 最 大 弯曲 量 
(b) 梁 的 中 部 最 大 弯曲 量 和 (a) 中 的 值 相 比 是 怎样 的 ? 
(c) 求 出 习题 2 中 简单 支撑 梁 的 最 大 弯曲 量 . 
(d) (cy 中 简单 支撑 梁 的 最 大 弯曲 量 和 例 1 51:25 ЖЕП 54:13 1 2 БРНО? 
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7. 长 为 工 的 悬臂 梁 右 端 是 嵌 在 支撑 物 内 的 ， 左 端 受 到 Plb 的 水 
平 拉力 .原点 取 在 它 的 自由 端 ， 如 图 5.29 所 示 ， 可 以 证 明 
横梁 的 弯曲 量 >(z) 满 足 微 分 方程 


EIy” = Ру — шх) Ээ 


如 果 (х) =иох, 0<х<1., y(0)=0, у(1)=0, ЖЖЖ 
梁 的 弯曲 量 . 

8. 若 习 题 7 中 作用 于 自由 端的 是 压力 而 不 是 拉力 ， 那 么 弯曲 量 
的 微分 方程 为 


Ely” =— Ру — ш(х) 


车 w(x) 二 wox，0 二 xz 二 L，y(0) 一 0，y (L) 二 0， 解 这 个 方程 . 
在 习题 9 一 22 中 ,， 求 所 给 边界 值 问题 的 特征 值 和 特征 函数 . 


9. y+Ay=0, y(0)=0, убх)=0 10. у'+Ау=0, y(0)=0, »(4-)-0 

11. у +Ау=0, у(0)--0, y(L)=0 12. у +ду=0, >00) =0, y (5) =0 

13. у'+Ау=0, y (0) =0, y (х) =0 14. у +Ау=0, у(— п) =0, у(х) =0 

15. y+2y + А+1)у=0, у00) =0, у(5) =0 16. у'+(4+1) у=0, y (0) =0, у (1) =0 
17. y +2? y=0, у(0) =0, y(L)=0 18. у БА у=0, у00) =0, y (3л) =0 

19. 22 уху БАу=0, у(1) =0, у(е") =0 20. 2 у ху +Ау=0, у (е!) =0, у(1) =0 


21. y ху +Ау=0, y (1) =0, у (е) =0 22. t? у +2ху БАу=0, у(1) =0, у(е?) =0 

细 柱 体 的 弯曲 

23. ЖЭ 5.27. 如 果 我 们 想 要 临界 载荷 为 Pi 那么 物理 约束 应 该 施加 在 柱 体 的 什么 位 置 ? 给 出 对 应 于 
这 个 载荷 的 弯曲 曲线 . 

24. 细 柱 体 的 临界 载荷 与 柱 体 的 边界 条 件 有 关 . 例 3 中 的 欧 拉 载荷 值 Pi 是 在 假设 
柱 体 两 端 铵 接 的 条 件 下 推导 出 来 的 ， 假定 匀 质 垂直 的 细 柱 体 底 端 固定 (zx 二 0)， 
顶端 (z==L) 处 于 自由 状态 ， 一 个 轴 向 载荷 P 作用 于 它 的 自由 端 . 这 种 载荷 可 
能 引起 柱 体 发 生 小 的 弯曲 $， 如 图 5.30 所 示 ， 也 可 能 不 会 引起 这 种 小 的 弯曲 . 
不 论 哪 一 种 情况 ， 弯 曲 量 y(Cz) 的 微分 方程 都 可 以 写 为 


2 
ЕІ У + Py = Pò. 


(а) ц 6 一 0 时 弯曲 量 是 多 少 ? 
(b) 当 820 时 ， 证 明 该 柱 体 所 受 的 欧 拉 载 荷 为 例 3 11:4:1:3:3: 54:63:12) 


的 1⁄4. 
旋转 弦 
25. 考虑 旋转 弦 问 题 中 数学 模型 的 边界 值 问题 : Ш 5.30 
T+ ро?у = 0,y(0) = 0,y(L) = 0. 
T mo 都 是 常数 ， 定 义 旋转 的 临界 角速度 为 o,， 作 为 的 一 个 值 ， 它 使 得 边界 值 问题 有 非 平凡 解 ， 求 


临界 角速度 及 相应 的 弯曲 曲线 y, Са). 
26. 若 拉力 工 不 是 常数 ， 那 么 旋转 弦 假 设 下 的 弯曲 曲线 或 形状 убх) № 
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d d 
A [re B + puts = o: 


假定 1<<x<e, T(z)= 


(a) 如 果 y(1)=0, у(е) =0, oo? 二 0.25， 证 明 旋转 的 临界 角速度 为 o= Мн To, 相应 的 
弯曲 曲线 为 y, (х) =сх V2sin(nz|nz), п=1, 2, 3, + 
(b) 用 绘图 工具 绘 出 区 间 [1，e] 上 n=1, 2, 3 时 的 弯曲 曲线 . < с 一 1， 
混合 边界 值 问题 
27. 考虑 两 个 半径 分 别 为 r= 二 a,， r=b 的 同心 球体 ， a 二 5， 如 图 5.31 所 示 . 两 个 球体 之 间 的 区 域 的 温度 
ul7) 由 下 面 边界 值 问题 决定 ， 


-9 学 十 2 S = o, ula) = uo, u(b) = щш, 


其 中 uo ° 1 均 是 常数 ， 解 出 ulr). 
28. 如 图 5.32 所 示 ， 圆 环 内 的 温度 u(7) 由 下 面 的 边界 值 问题 决定 : 


„бирби 一 0， ula) = и и(6) = u, 


其 中 Мо, u 均 是 常数 ， 证 明 


uo In(r/b) — u lnCr/a) 


u(r) ї1(275) 


Ё| 5.31 图 5.32 


讨论 题 
29. 考虑 边界 值 问题 /'r16y=0, Oy; y(x/2)= yx. 是否 能 找到 yA yu 的 值 ， 使 问题 (a) 只 有 一 个 
非 平 凡 解 ，(b) 不 止 一 个 解 ，(c) 无 解 ，(d) 有 平凡 解 . 
30. 考虑 边界 值 问题 y +l6y=0, у(0)=1, y(L)=1. PRERA L> 的 值 使 问题 (a) 只 有 一 个 非 平凡 
解 ，(b) 不 止 一 个 解 ，(c) 无 解 ， (d) 有 平凡 解 . 
31. 考虑 边界 值 问题 
у +Ау = 0,yC т) = ЇСЭГ y С т) = y (х). 
(a) 讨 论 边 界 条 件 的 几何 解释 . 
(b) 求 该 问题 的 特征 值 和 特征 函数 . 
(c) 用 绘图 工具 绘 出 其 中 的 一 些 特征 函数 . 证 明 边 界 条 件 的 几何 解释 . 
计算 机 实验 作业 
32. (a) 证 明 边界 值 问题 
y'+ày = 0,y(0) = 0,y() +y (1) = 0 


高 阶 微分 方程 建 模 195 


的 特征 值 和 特征 函数 分 别 是 A= z, у, = sin МА, e z,, n=1, 2, 3, + J Jr Ë tan уд = 
一 V4 的 连续 正 根 . 

(b) 用 绘图 工具 说 明 方 程 tanx 王 一 x+ 有 无 穷 个 根 . 解释 为 什么 方程 的 负 根 可 以 忽略 .解释 为 什么 A 二 0 
不 是 一 个 特征 值 ， 即 使 x=0 是 方程 的 一 个 根 . 

СОН) CAS 的 求 根 程序 (或 图 形 计算 器 ) 近 似 求 出 方程 tanz= 一 z 的 前 四 个 非 负 根 ， 用 这 些 信息 近似 求 
出 (a) 中 边界 值 问题 的 特征 值 Ar. А, Аз, А. 写 出 相应 的 特征 函数 . 


5.3 非 线性 方程 
5.1 节 (1) 的 数学 模型 形 如 
т ЕЕ) = 0, (1) 


其 中 F(x) 一 kz， 因为 x 表示 质点 相对 于 平衡 位 置 的 位 移 ，F(z) 一 kz 表示 虎 克 定律 ， 即 弹簧 
的 回复 力 总 是 使 得 质点 向 平衡 位 置 运动 . 弹 筑 所 施加 的 力 F(x) 二 kz 为 线性 的 ， 则 这 种 弹簧 称 
为 线性 弹 筑 (linear spring)， 但 是 弹 纂 很 少 有 完全 是 线性 的 ， 根 据 结 构 和 材料 ， 弹 得 可 以 从 到 
软 到 坚硬 分 类 ， 因 此 回复 力 可 以 依据 线性 定律 在 一 定 范围 内 变动 . 

非 线性 弹簧 ”在 自由 运动 的 情形 下 ， 若 假设 非 硬化 弹 徐 有 某 些 非 线性 特征 ， 也 就 是 (1) 
中 的 FCz) 与 质点 相对 于 平衡 位 置 的 位 移 x 的 三 次 方 成 正比 ， 或 者 说 下 (x) 是 位 移 宪 的 线性 组 
合 ， 比 如 FC) = 二 kzx 十 向 x?， 具 有 如 下 非 线 性 回复 力 的 弹 签 称 为 非 线性 弹 鞭 (nonlinear 
spring): 


2 2 
m ËZ ы? = 0 трт + kz + hua? = 0. (2) 


另外 ， 我 们 也 考虑 对 运动 施加 阻尼 的 数学 模型 ， 这 个 模型 中 阻尼 与 瞬时 速率 dz/dt 成 正比 ， 弹 
簧 回复 力 仍 为 线性 函数 Fa) Skr. 但 是 这 里 有 几 个 简单 的 假设 ; 在 更 理想 化 的 情形 中 ， 阻 尼 
和 瞬时 速率 dr/di 的 某 些 次 智成 正比 ， 非 线性 微分 方程 


ах ах | dz 


是 自由 弹簧 /质量 的 运动 模型 ， 它 带 有 与 速率 平方 成 正比 的 阻尼 . 同样 也 可 以 构造 出 其 他 模型 : 
线性 阻尼 和 非 线性 回复 力 ， 非 线性 阻尼 和 非 线性 回复 力 等 等 . 这 一 点 是 物理 系统 的 非 线 性 特 
征 ， 它 可 以 导出 一 个 非 线性 数学 模型 . 

注意 在 (2) 中 ，F(zx) 一 kz? 和 F(x) 一 kx 十 hx: 都 是 的 奇 次 短 函 数 ， 为 了 了 解 为 什么 回复 
力 的 模型 都 是 只 含有 x AKERRETA, 我 们 把 下 在 平衡 位 置 x 一 0 处 展开 成 寡 级 数 : 

F(x) = o Harter + cs z ЛБ 
当 位 移 工 很 小 ，n 很 大 时 ，x" 的 值 可 以 忽略 . 若 略 去 四 次 和 四 次 以 上 的 项 ， 则 有 
Fl) = c + cy z + соз? + сул. 

为 了 满足 在 >F с tartar Белз) — z<0(F(—z)=c rtcr — cI z) 
有 大 小 相等 、 方 向 相反 的 回复 力 ， 则 必 有 FF( 一 +) 二 一 F(z). 这 说 明 下 是 一 个 奇 函 数 ， 所 以 必 
# c =0, cz 二 0， 因此 有 F(z)=c z+cs x°. 若 只 取 级 数 的 前 两 项 ， 则 根据 前 面 的 讨论 有 线性 
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函数 F(x) 二 cx， 为 了 方便 讨论 ， 记 c 一 &，c: 一 后， 回复 力 为 如 FFCz) 一 Az 十 Ai 并 的 混合 宕 的 
振动 被 称 为 是 非 对 称 的 . 

硬 弹簧 和 软 弹 簧 ”我 们 进一步 来 讨论 一 下 方程 (1)， 
ik [I| Е(х) =Ах Ах", А20. Æ k > 0 我 们 称 
A 58 158 00 (hard), # k <0 我 们 称 弹簧 是 软 的 (soft)， = 
种 回复 力 的 图 形 如 5. 33 所 示 . 下 一 个 例子 给 出 了 微分 方程 
т/а БАА, 2? =0, то»0, k>0 在 这 两 种 情况 下 的 
特例 . 

硬 弹簧 和 软 弹簧 的 比较 

微分 方程 ажи 

а? 


ч = = 0 (4) 


和 

Titra =0 (5) 
是 (2) 的 两 个 特例 ， 分 别 是 硬 弹 纂 和 软 弹簧 的 数学 模型 . 利用 数值 求解 程序 ， 图 5. 34(a) 给 出 
了 (4) 的 两 个 解 的 图 像 ， 而 图 5. 34(b) 则 给 出 了 (5) 的 两 个 解 的 图 像 ， 图 中 的 两 条 曲线 分 别 表示 
满足 初始 条 件 200) =2, х (0)=—3 以 及 z(0)=2, 2700) =0 的 解 。 这 些 解 表明 硬 弹簧 上 质点 
的 运动 是 振荡 的 ， 而 在 软 弹 簧 上 质点 的 运动 不 是 振荡 的 . 但 是 我 们 在 依据 解 曲线 下 结论 的 时 候 
要 小 心 . 这 些 方程 的 解 曲线 更 完整 的 图 像 可 以 由 定性 分 析 得 到 ， 关于 这 部 分 的 讨论 将 放 在 第 
10 章 带 边界 值 问 题 的 微分 方程 . 


x'(0)= -3 


х(0)=2, 
x'(0)=-3 


b) йж 
5. 34 m 


非 线性 钟 摆 任何 来 回 摆动 的 物体 都 可 以 称 之 为 物理 钟 援 (Physical pendulum). 简单 钟 摆 
(simple pendulum) 是 物理 钟 摆 的 一 种 情况 ， 它 由 一 个 长 为 1 的 梯 和 一 个 系 在 棱 一 端 质量 为 m 
的 质点 组 成 。 在 描述 垂直 平面 内 简单 钟 摆 运 动 的 模型 中 ， 我 们 做 了 一 个 简单 的 假设 ， 即 棒 的 质 
量 忽略 不 计 ， 且 没有 外 力 施 加 于 整个 系统 . 钟 摆 的 角 位 移 9 用 其 偏离 垂直 方向 的 角度 来 度量 ， 
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如 图 5.35 所 示 ， 当 钟 摆 摆 到 ОР 右边 时 角 位 移 为 正 ， 摆 到 OP Z 
边 时 角 位 移 为 负 ， 半 径 为 1 的 圆 绝 ;所 对 应 的 圆心 角 为 9， 则 绝 长 
二 19， 因 此 角 加 速度 为 


20520140 
dt аг? 
由 牛顿 第 二 定律 ， 有 
F = ma = ml се, 
从 图 5. 35 中 可 以 看 到 ， 重 力 W 沿 运 动 轨迹 切线 方向 的 分 量 为 
mgsing， 加 上 方向 ， 这 个 分 力 可 以 写 为 一 mgsing， 因 为 它 是 指向 Н 5.35 


左边 的 ， 且 g>0， 车 指向 右边 时 ，b<<0、 切 线 分 力 的 两 种 不 同形 式 相 等 ， 所 以 可 得 ти g/d? = 
—məgsin0, 或 
S+ Esing = 0. (6) 
线性 化 ”因为 有 sing 存在 ， 所 以 模型 (6) 是 非 线性 的 ， 为 了 了 解 非 线性 高 阶 微分 方程 解 的 
性 质 ， 我 们 有 时 用 某 些 近似 项 代替 方程 中 的 非 线性 项 ， 例 如 ，sing 的 麦克 劳 林 级 数 为 


| @ 6 
sin0 = 0 31:51 ... 


若 用 яшдаг0-0/6 代入 方程 (6) ， 则 可 得 420/424-02/10--(4/6:00 二 0， 观 察 这 个 方程 ， 可 
EF m=1, k=g/l, b= — 6/61 的 二 阶 非 线 性 方程 (2) 类 似 . 但 是 ， 车 我 们 假设 位 移 9 足够 
小 ， 可 以 用 sing =< 6 代入 方程 ， 则 (6) 式 可 以 写 为 
40 
аг? 

请 参考 练习 5.3 的 习题 22， 若 令 过 一 &/L， 我 们 可 以 把 (7) 式 看 成 5. 1 节 中 的 微分 方程 (2)， 它 
是 线性 弹簧 /质量 系统 无 阻尼 振动 的 模型 . 换 句 话说 ， (7) 式 可 以 看 成 5. 2 节 例 2 中 讨论 过 的 基 
本 线性 方程 十 4y 二 0， 因 此 ， 我 们 说 方程 (7) 是 方程 (6) 的 线性 化 ， 因 为 (7) 式 的 通 解 为 0() = 
cicoswt 十 cssinwt， 所 以 此 线性 化 表明 ， (6) 式 描述 的 这 种 小 范围 振 葛 初 值 问题 的 钟 摆 运 动 是 周 
期 性 的 . 

两 个 初 值 问 题 

图 5. 36(a) 所 示 的 图 形 可 以 用 数值 求解 程序 绘 出 ， 它 表示 的 是 当 必 二 1 时 方程 (6) 的 解 曲 
线 ， 两 条 曲线 分 别 表 示 (6) 式 满足 初始 条 件 800) 一 1/2，l (0) =1/2 以 及 600) = 1/2, 0 (0) =2 的 
解 .第 一 条 曲线 表示 的 是 一 个 周期 解 ， 如 图 5. З6СЬ) ле, RHE, 它 的 振幅 ASL 第 二 
条 曲线 表示 0 随 着 时 间 的 增加 而 增加 ， 且 9 无 界 ， 这 种 情形 是 ， 钟 摆 在 某 个 初始 位 移 处 开始 运动 ， 
当初 始 速度 大 到 一 定 程度 以 后 就 会 超过 圆心 ， 也 就 是 会 绕 着 它 的 轴 心 转动 ， 如 图 5. 36 (c) 所 示 . 
在 无 阻尼 的 情况 下 ， 每 种 运动 的 连续 性 都 不 确定 . m 

悬 线 模型 ， 假 设 一 个 悬 线 在 只 受 自 身 重 力 的 情况 下 悬挂 在 两 个 固定 点 之 间 ， 如 图 5. 37(a) 
所 示 ， 这 种 情形 可 能 是 悬挂 在 两 个 电线 杆 之 间 的 电话 线 ， 我们 的 目标 是 要 建立 一 个 数学 模型 ， 
用 来 描述 这 种 县 线 的 性 态 . 


+ #0 = 0. (7) 
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0(0) = 1/2, 010) = 2 


=== 


27 — 
7 ” 
Ј / Pi x 
I ы 
. 7 | эх | 
0(0) = 1/2, 040) = 1⁄2 / pe a T. 
>С ИС ав" 28 ж, y 
Пол | 1-- -一 
x 27 
b) 80) =, о 00) = 5, 
а) , 
0'(0) =k 0'(0) = 
2 
图 5.36 
a) b) 


首先 ， 假 设 图 5. 37(b) 中 的 y 轴 通 过 曲线 的 最 低 点 Pio z WEP AFA a 单位 距离 处 . 
我 们 这 里 只 检验 悬 线 上 最 低 点 P, 和 任 一 点 P; 之 间 的 部 分 . 有 三 种 力作 用 在 悬 线 上 : P, P, В 
受 的 重力 ,在 Pi 点 的 张力 了 和 P, ARIKI T. Ж w 是 悬 线 的 线性 密度 (单位 为 lb/ft)，s 是 
P,P, 段 的 长 度 ， 那么 这 一 段 的 重量 为 ws. 现在 把 张力 T, 分 解 成 水 平和 垂直 方向 的 分 力 ( 都 是 
ЖЕ) Т,соѕ0 ЯП Т sin0. 因为 悬 线 是 平衡 的 ， 所 以 有 
| Т, |= Т, = Т,соѕӣ,иѕ = Т, ѕіп0. 
最 后 一 个 等 式 移 项 ， 可 得 tang 一 zs/ Ту. 然后 有 


dy _ ws 
= т (8) 
因为 P, 和 Р, Z 95445 

= i dy 

= | 1+ (5) де» (9) 

由 微 积 分 的 基本 定理 ， (9) 的 导数 为 

ds _ ау} 

s = 141221) а0) 
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对 (8) 求 关于 z 的 微分 ， 再 利用 (10) 式 ， 可 得 


Ty = m ЧЁ ЩЧ = г, 1+ (>). an 
由 图 5.37 可 得 的 一 个 结论 是 ， 悬 线 的 形状 近似 于 抛物 线 ， 下 个 例子 则 说 明 并 不 是 这 样 的 ， 
悬 线 的 曲线 称 为 悬 链 线 (catenary)， 在 解 这 个 方程 之 前 ， 可 以 观察 到 非 线性 二 阶 微分 方程 (11) 
БЭ Ех, у, у) =0 的 方程 ， 这 类 方程 我 们 在 4.9 节 中 讨论 过 .那么 就 可 以 令 u= y, № 
降 阶 法 解 这 个 方程 . 
一 个 初 值 问题 
从 图 5. 37(b) 中 у 轴 的 位 置 可 以 看 出 ，(11) 中 第 二 个 方程 的 初始 条 件 为 (0) 一 a，y (0) = 


0. ES x 一 yy ， 则 这 个 方程 可 以 写 为 4ди/ах= ViTw. 利用 变量 分 离 法 ， 可 由 


| qs = Z | de A sinh” Даллас 


y (0) =0 5 и(0) =0 等 价 . 因为 sinh '10=0, с =0, МУЖ u= sinh(zoz/ Ti). 然后 对 
dy san e. 
q sinh T” 
两 边 求 积 分 ， 可 得 
у= J x+. 
wW Т, 


若 把 у(0)=а, cosho=1 RA, #[#с;,=а—Т\/ш. 因此 ， ЖОЖ АК ИГИ ИТ aN E: 


у= сон Ezta i, я 


w 
在 例 3 中 ， 若 我 们 令 a 一 五 /ww， 则 这 个 问题 的 解 可 以 变 为 双 曲 余弦 函数 у= СТ, /xo)coshGaxm/ Т). 
火箭 的 运动 ”在 1.3 节 中 ,我 们 知道 质量 为 m 的 质 点 在 地 表 附 近 做 自由 落体 运动 的 微分 


方程 为 Уф 


45 z Е 44 — 
ту mg 或 简化 为 3 g> 


1 
! 
I 
其 中 * 是 物体 距 地 表 的 距离 ， 竖 直 向 上 为 正方 向 ， 这 里 有 一 个 基本 假设 ， 
物体 距 地 表 的 距离 s 与 地 球 半径 R 相 比 非常 小 ， 也 就 是 说 物体 与 地 心 的 距 À 
离 y 可 以 用 R 来 近似 ， 另 一 方面 ， 若 这 个 距离 y 与 地 球 半径 R 相 比比 较 T 
大 ， 例 如 火箭 或 空间 探测 器 ， 那 我 们 就 要 同时 用 牛顿 第 二 运动 定律 和 万 有 
引力 定律 来 推导 因 变 量 为 y 的 运动 微分 方程 . 
设 火箭 从 地 面 垂直 向 上 发 射 ， 如 图 5.38 х. 若 正方 向 为 竖 直 向 上 ， 
忽略 空气 阻力 ， 那 么 燃料 耗 尽 后 的 运动 微分 方程 为 
dy Mm 或 Ey _„М, (12) 
аг? у? 
其 中 大 为 比例 常数 ，y 是 地 心 与 火箭 的 距离 ，M КИО, m 是 火箭 
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的 质量 ， 当 y= R BF, A kMm/R' = mg З ФА = БЕМ 成 立 ， 因 此 ，(12) 中 的 后 一 个 方程 可 
以 写 为 


425828 (13) 
请 参考 练习 5.3 中 的 习题 14. 

可 变质 量 在 前 面 的 讨论 中 ， 我 们 给 出 了 火箭 在 其 燃料 耗 尽 后 的 运动 方程 ， 这 个 模型 中 将 
质量 ”看 成 是 一 个 常量 当然， 在 其 加 速 上 升 阶段 ， 火 箭 的 总 质量 随 着 其 燃料 的 消耗 而 改变 . 
牛顿 第 二 运动 定律 描述 了 当 一 个 质量 为 m 的 物体 以 速度 wv 通过 一 个 力 场 时 ,动量 随 时 间 的 改 
变量 等 于 作用 在 物体 上 的 合 外 力 Е: 

F = E mo). (14) 
若 m 为 常数 ， 则 由 (14) 可 得 一 个 常用 的 形式 下 二 mdv/dt 二 ma， 其 中 a 为 加 速度 ， 在 下 一 个 例 
子 中 ， 我 们 将 使 用 (14) 形 式 的 牛顿 第 二 定律 给 出 质量 m 可 变 的 运动 模型 . 

以 恒定 不 变 的 力 向 上 提 链 条 的 运动 

一 个 长 为 10ft 的 匀 质 链条 松散 地 盘 在 地 上 . 链条 的 一 端 被 大 小 为 51b 的 恒 力 垂 直 向 上 提 
起 ， 链 条 每 英尺 重 1lib， 求 1 时刻 端 点 离 地面 的 距离 。 请 参考 图 1. 32 和 练习 1.3 的 习题 19. 

解 ” 用 x=x(t) 表 示 链 条 被 提 的 一 端 在 t 时 刻 离 地 面 的 高 度 ，v 一 dx/dt， 正 方向 为 竖 直 向 
上 ， 对 于 上 时 刻 被 提起 的 链条 部 分 有 如 下 数量 关系 : 

重量 :本 一 (zft)。(1lb/ft) 王 7 
M: m=W/g= x/32, 
合 外 力 : F=5—W=5—r=. 


由 (14) 可 得 
4(20)-5 zx 或 zx 型 二 时 = 160 — 32a. (15) 
因为 v=dzx/d:， 所 以 后 一 个 方程 可 以 写 为 
rEZ (Y taze 一 160. ав 


非 线性 二 阶 微分 方程 (16) 是 形 如 F, z, 27) 0 的 方程 ， 这 是 4.9 节 中 所 讨论 的 两 种 形式 的 
/ d 
后 种， 可 以 用 降 阶 法 来 求解 ， 为 了 解 (16)， 我 们 回 到 (15) 式 ， 并 利用 ог AEREN = 


ЕТ с25”ж Л МИНЖ 


x ао уш = 160 — 32<x. (17) 
ах 


观察 这 个 形式 ， 发 现 (17) 不 如 (16) 式 好 处 理 ， 因为 它 不 能 用 第 2 章 所 讨论 的 一 阶 方程 分 类 . 但 
是 ， 通 过 把 (17) 写 成 微分 形式 Ma, vdr 十 NCx，v)dv 二 0 可 以 发 现 ， 尽 管 方程 

(1? + 325 —– 160) х + rvdv = 0 (18) 
不 是 很 好 解 ， 但 是 它 可 以 通过 积分 因子 变换 成 一 个 易 解 的 方程 . 由 (CM. 一 N.)/N=1/z， 我 们 
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可 从 2.4 节 (13) 的 积分 因子 为 ol” 一 ew 一 工 中 得 到 启示 ,用 wz)=x 乘 (18) 式 两 端 ， 所 得 到 
的 方程 就 比较 好 解 了 . (请 读者 自行 证 明 . ) 由 3 f/3 xr = xu 322° — 160r, 9 f/ дъ = а? о, 
以 及 2.4 节 所 述 ， 我 们 可 以 得 到 


Jav +322 — 802? = с. (19) 


因为 我 们 假设 开始 的 时 候 所 有 的 链条 都 是 在 地 上 的 ， 所 以 有 x(0) 一 0， 把 这 个 条 件 代 入 (19) 式 
可 得 c =0. Жаа 3212—8020, Дф о dz/dt>>0， 我 们 可 以 得 到 另外 一 个 一 阶 


微分 方程 
dr / __ 64 


这 个 方程 可 以 用 变量 分 离 法 来 解 ， 请 读者 证 明 


3 _ 64 1/2 _ | | 
— gs (160 sz) = t +c. (20) 
由 初始 条 件 z(0)=0 可 以 解 出 ¿= —3./l10/8. 最后， 对 (20) 式 两 端 求 平方 ， 解 出 +， 可 得 
_ 15 15 410 Y. 
20) = 12-5 (1 А ЭЕ (21) 
请 参考 练习 5.3 的 习题 15. п 
练习 5.3 
занй 


Ы. 在 习题 1 一 4 中 ， 所 给 出 的 微分 方程 是 无 阻尼 弹簧 /质量 模型 ， 其 中 如 (1) 的 回复 力 F(z) 是 非 线性 的 . 用 


数值 求解 程序 绘 出 每 个 方程 满足 初始 条 件 的 解 曲 线 .， 如 果 解 是 周期 性 的 ， 用 解 曲 线 计算 出 振荡 的 周期 T. 


2 
L 100, x(0)=1, x'(0)=1; 2000= 5: 


2 
2, ЧД + 4z— 1625 =0, z(0)=1, x (0) =15 100) —2, 1700)=2 


, х 00) = 1 


3. ČZ r-r =0, х(0)-41, х (0) =1; 200)= 2, x (0)=—1 
ағ 2 
4. ÉE greo, 200)=1, x (0)=1; x(0)=3, х 00) 一 一 1 
Ы. 5. 在 习题 3 中 ， 假 定 质 点 从 初始 位 置 z(0) 二 1 处 以 初始 速度 х' (0) 二 xz 开始 释放 .用 数值 求解 程序 计算 出 
质点 做 非 周期 运动 时 | х, | 的 最 小 值 . 
Ы, 6. 在 习题 3 中 ， 假 定 质 点 从 初始 位 置 z(0) = хо ЕЯ BE z'(0)=1 开始 释放 .用 数值 求解 程序 计算 出 
运动 振荡 的 区 间 a< >o Sb. 
7. 对 习题 4 中 的 微分 方程 做 线性 化 
Ы, з. 考虑 无 阻尼 非 线性 弹簧 /质量 系统 的 模型 ， 由 下 式 给 出 : 


2 
ва 6r + > = 0. 


用 数值 求解 程序 讨论 系统 对 应 于 不 同 初始 条 件 的 振荡 特性 : 
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z(0)= 1,х'(0) = 1; х(0) =—2,z'(0) = 0.5; х(0) = /2,z'(0) = 1; 
z(0)= 2,х'(0) = 0.5; x(0) 一 2,z (0) = 0; x(0) =—(/2,xz'"(0) =—1. 
Ы, 在 习题 9 和 10 中， 所 给 出 的 微分 方程 是 阻尼 非 线性 弹簧 /质量 系统 的 模型 ， 给 出 当 (一 十 co 时 每 个 系统 的 


ES. 用 数值 求解 程序 绘 出 每 个 方程 满足 初始 条 件 的 解 曲线 


а? , 
9. = Ї ЧЕ кй =0, z(0)=—3, х(0)=4; z(0)=0, х(0О)=—8 


d d ГА ГА 
10. 292—220, 200) =0, 200= 2, xz(0)=—1, x (0)=1 


Ы,!!. 无 阻尼 周期 受 迫 弹簧 /质量 系统 的 模型 mx 十 kz 十 kix? = Ре соза 被 称 为 Duffing 微分 方程 .考虑 初 值 


问题 Z” artk z2=5cost, 200) =1, z 0) 一 0 用 数值 求解 程序 考察 2-0 时 在 六 一 0.01 8) ki =100 
之 间 的 系统 特性 .解释 所 得 的 结论 . 
12, (а) А, «20 的 值 ， 使 得 习题 11 中 的 系统 是 振荡 的 . 


(b) 考 虑 初 值 问 题 x 十 x 十 kx = cos > z(0)=0, z (0)=0. Ж k <0 的 值 ， 使 得 系统 是 振荡 的 . 


非 线性 钟 摆 
Ы. 1з 考虑 自由 阻尼 非 线 性 钟 摆 的 模型 ， 由 下 式 给 出 
40-23 48 + ot sing = 0. 
388 3 8 ЛЭН 5 ЖЕЕ Б S| ЯЕА2--ай 270 ЯП 32-02 <0 两 种 情况 下 对 应 的 在 5. 1 节 所 讨论 的 过 阻尼 
和 无 阻尼 的 情况 .选择 合适 的 初 值 条 件 和 4，ow 的 值 . 
火箭 的 运动 
14. (а) o= 4у/а 代入 (13)， 解 出 用 y 表 示 的 v。， 假 设 火箭 在 燃料 燃 尽 时 的 速度 为 vu 二 ww， 在 这 一 阴间 
y~R， 证 明 积分 常数 < 的 近似 什 是 一 一 gR 十 去 吕 


(b 用 Ca) 中 解 出 的 证 明火 箭 的 脱离 速度 为 we = VZR. HER: Фу +оо, Wi оо 对 所 有 的 ? 
都 成 立 . ] 

(cb) 中 的 结果 对 太阳 系 内 的 任何 物体 都 适用 .用 g 一 32ft/s 和 R= 4000mi, 证 明 从 地 球 脱 离 的 速度 
(近似 ) 为 v =25 000mi/h. 

(d) 若 重力 加 速度 为 0. 165g，R 二 1080mi， 求 从 月 球 脱离 的 速度 . 


可 变质 量 
15. (a) 在 例 4 中 ， 以 直观 来 看 用 51b 的 常 力 可 以 提起 多 少 链 条 ? 
(b) 链 条 的 初始 速率 是 多 少 ? 


Ыы, сонет ВН 4 中 (21) 的 解 z(t)， 解 的 定义 区 间 是 什么 ? 链条 实际 上 被 提起 多 少 ? 解释 这 个 
答案 与 (a) 中 所 得 到 的 答案 有 何不 同 . 
16. 一 个 长 了 的 匀 质 链条 被 竖 直 提起 ， 其 长 度 用 英尺 度量 ， 使 得 低 端 刚好 接触 地 面 . 链条 重 为 Ын. 上 
端 在 :一 0 时 刻 由 静止 释放 ， 链 条 垂直 落下 . 请 见 图 1.33. 正如 我 们 在 练习 1. 3 的 习题 20 中 所 着 到 
的 ， 若 z( 世 表示 链条 在 上 时 刻 时 落 在 地 面 上 的 长 度 ， 空气 阻力 忽略 不 计 ， 正 方向 取 垂 直 向 下 ， 那 么 
d x E 
аг 
Ca) 解 出 用 工 表示 的 v， 再 解 出 用 上 表示 的 zx， 然后 用 t 表示 o. 


(L — х) 
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18. 


(b) 求 链条 完全 落 到 地 面 上 需要 多 少时 间 . 
(c) 由 (a) 中 模型 得 到 的 链条 上 端 接触 地 面 时 的 速度 是 多 少 ? 


. 一 个 长 8ft 的 匀 质 链条 一 部 分 松散 地 缠绕 在 水 平平 台 边 缘 的 鱼子 上 ， 链 条 余下 的 部 分 静止 悬挂 在 平台 


的 边缘 .假设 悬垂 的 部 分 长 度 为 3ft， 链 条 重 2 lb/ft. 在 一 0 时刻 ， 巧 垂 的 部 分 由 于 受 重力 影响 开始 

运动 ， 落 下 平台 ， 

(a) 忽 略 任何 阻力 ， 并 假设 正方 向 为 垂直 向 下 ， 如 果 ORRE > 0 时 刻 时 平台 外 面 悬 垂 部 分 的 长 
Ж, o= dzx/d:, Ж-Е v 和 的 微分 方程 . 

(b) 如 例 4 所 做 的 ， 通 过 求 积分 因子 ， 解 出 用 х 表示 的 vw. 

(c) 用 工 表示 出 时 间 上 ， 并 用 CAS 求 链条 落下 7ft 时 的 时 间 

一 个 长 8ft 的 匀 质 链条 在 一 个 水 平 高 台 上 拉 直 ， 链 条 剩 下 的 部 分 悬挂 在 平台 外 面 ， 如 图 5. 39 所 示 . 假 

设 悬 挂 在 外 面 的 部 分 长 度 为 3ft， 链 条 重 2 lb/ft. 链条 的 末端 在 平 

台 上 被 拉 着 ,在 :一 0 时 刻 由 静止 释放 ， 链 条 在 巧 挂 部 分 的 重力 影 

响 下 开始 滑落 平台 . 

(a) 忽 略 任何 阻力 ， 假 设 正方 向 向 下 ， 如 果 ORR > 0 时 刻 链条 
悬挂 在 平台 外 而 的 长 度 ，v= dx/dt， 证 明 © XF 的 微分 方程 
为 vdv/ dt 一 47. 

(b) 解 出 用 表示 的 w， 然 后 再 解 出 用 上 表示 的 zx， 最 后 用 上 表示 
H т. 

(c) 计 算 链 条 剩 下 的 部 分 滑 离 平台 需要 多 少时 间 . 求 出 链条 末端 离 
开平 台 边缘 时 的 速度 . 

cd) 假设 链条 长 Lft， 总 重 Wib， 如 果 t=0 时 悬挂 的 部 分 长 为 хон, 
那么 证 明 链 条 末端 离开 平台 边缘 时 的 速度 是 o (L) = 


图 5.39 
М0 = в). 


混合 非 线性 模型 


19. 


20. 


在 海军 的 军事 演习 中 ， 一 稻 潜 艇 S: 追 另 一 条 舰艇 S; mE 5.40 所 示 . 舰艇 5.16 1—0 时 刻 离开 点 (0， 
0)， 沿 着 直线 以 常 速率 运动 (y 轴 )， 舰 艇 $1 始终 在 潜艇 S$; 的 视线 范围 内 ， 图 中 用 虚线 表示 ， 同 
时 党 着 曲线 C 以 常 速 率 风 运动 . 假设 S: 在 :一 0 时 刻 开 始 在 点 (za，0)，"“ 一 0， L 5 C 相 切 ， 建立 一 个 
描述 曲线 C 的 数学 模型 . 求 出 微分 方程 的 显 式 解 ， 方 便 起 见 ， ЖХ ге о/о. R SA Se 的 路 径 在 


эгэл. 


在 另外 一 个 海军 演习 中 ， 毁 灭 者 50838-4838 S. Bit S 在 工 轴 上 的 (9， 0) 点 探测 到 5; 处 在 (0，0) 
的 位 置 ， 同 时 S: 也 探测 到 S. SKE S 的 舰 长 假设 潜艇 马上 开始 逃离 ， 并 推测 它 很 可 能 从 一 个 新 的 
неви LEK, РА 5.41 所 示 ， 当 S; 在 (3，0) 点 时 ， 它 开始 改变 朝 着 原点 的 直线 航行 而 改 成 曲线 
C 的 路 线 ， 假 设 毁 灭 者 的 速度 便 为 30mi/h， 潜 艇 的 速度 恒 为 1 5mi/h. 

(2) 解释 为 什么 舰 长 一 定 要 等 到 Si 到 达 (3，0) 点 时 才 下 令 沿 曲线 C 航行 . 

(b) 用 极 坐标 从 方程 7 = ТОӨЗ th С. 


(6 解释 为 什么 从 开始 探测 到 毁灭 者 拦截 下 潜艇 的 时 间 一 定 小 于 4a +e), 
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(9, 0)х 


讨论 题 
21. 讨论 为 什么 方程 (3) 中 的 阻尼 项 可 以 写成 
d 2 
8| 8 жав (92). 
Ы, 22. (ay HH W Ж-Л X 05:00,» 这 里 0 的 单位 是 弧度 ， 可 以 认为 sin9~9 是 一 个 很 好 的 近似 ， 用 绘 
图 工具 在 同一 坐标 系 下 0<<xz<x/2 区 间 上 绘 出 у=, y=sinz 的 图 像 . 图 像 和 用 计算 器 得 到 的 结 
果 是 一 致 的 吗 ? 
(Cb) 用 数值 求解 程序 绘 出 初 值 问题 的 解 曲线 : 
а? 


2 
T + sing = 0,000) = 6,0 (0) = 0 及 9 十 0 一 0,000) = 6,0 (0) = 0 


| 这 里 9 取 (a 中 区 间 000 上 的 几 个 值 ， 然后， 绘 出 和 在 6220, 上 取 值 的 初 值 问题 的 解 曲线 ， 
р 23. () 考 虑 一 个 非 线性 钟 押 ， 它 振荡 的 过 程 用 (6) 式 定义 。 用 数值 求解 程序 求 出 长 г ЕЕН EEA 
此 在 月 球 上 摆动 得 快 ， 用 同样 的 初 值 条 件 ， 但 是 对 这 些 初 值 条 件 有 所 选择 ， 使 得 钟 摆 可 以 保持 来 
回 振荡 . 
Cb) 钟 摆 在 (a) 中 的 什么 地 方 有 更 大 的 摆 幅 ? 
< 对 线性 模型 (7) 来 说 ， 从 (a) 和 (b) 得 出 的 结论 一 致 吗 ? 
计算 机 实验 作业 
24. 考虑 初 值 问题 


o, a ЭЭ 22:52:55 
да T sin0 = 0,0(0) = 1270 (0) = 


这 是 一 个 非 线 性 钟 摆 的 模型 ， 因 为 不 能 解 出 这 个 微分 方程 ， 所 以 我 们 发 现 这 个 问题 没有 显 式 解 ， 我 们 
想 求 出 时 间 0.220, ЕВИ 5. 35 中 的 钟 摆 从 初始 位 置 第 一 次 到 达 右 边 位 置 OP， 也 就 是 90(t) 二 0 
的 第 一 个 正 根 . 在 这 个 问题 和 下 一 个 问题 中 我 们 将 给 出 儿 种 求解 方法 . 


(a) 求 解 线性 问题 d0/dt +0=0, 0(0)—x/12, go =--> 近似 求 出 n. 


СОН! 4. 9 节 例 3 的 方法 求 出 非 线性 初 值 问题 的 泰勒 级 数 解 9(z) 在 中 心 £= 0 处 展开 的 前 四 个 非 零 项 . 
给 出 所 有 系数 的 精确 值 . 
(c) 用 (b) 中 泰勒 级 数 的 前 两 项 近似 求 出 n. 
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25. 


(d) 用 (b) 中 泰勒 级 数 的 前 三 项 近似 求 出 n. 

(е) Н CAS 的 求 根 程 序 ( 或 图 形 计算 器 ) 以 及 (b) 中 泰 园 级 数 的 前 四 项 近似 求 出 a. 

(在 这 部 分 中 ， 我 们 将 介绍 用 Mathematica 中 的 命令 来 近似 求解 根 a. 这 个 过 程 可 以 很 容易 修改 一 
F, 18 000) =0 的 任何 根 都 可 以 用 数值 近似 .、，( 如 果 没 有 Mathematica， 可 以 使 用 CAS 相应 的 语 
бу. ) 按 照 这 个 过 程 ， 依 次 执行 下 面 的 命令 ; 
sol= NDSolve [ f y'[t ] +Sin[ y[t]]==0, y[0]= =Рі/12, у[0]==—1/3}, 

у, (t, 0, 5))//Flatten 
solution=y[t]/. sol 
Clear[ y] 
УГ! ]: = Evaluate[ solution | 
УГЕ] 
егі = Plot[y[t], (t, 0, 5) ] 
root= ЕіпдВоо Гу] = = 0, (t, 1) 1 

Сод С rH ЕН j. ЖН ӨС) =0 接 下 来 的 两 个 正 根 . 

考虑 一 个 钟 摆 ， 从 初始 位 移 弧度 处 由 更 止 释放 ， 解 初始 条 件 为 OOS, (0) =0 的 线性 模型 (7)， 

其 中 9(1) =0,cos VB71t ， 由 模型 得 到 的 振荡 周期 是 大 家 所 熟悉 的 公式 T 一 2r/ g/l =2x (176. A 

意思 的 是 关于 工 的 这 个 公式 与 初始 位 移 0, 无 关 ， 也 就 是 说 ， 由 线性 模型 所 得 到 的 钟 押 从 初始 位 移 % = 

x/2( 二 90") 摆 动 到 一 x/2 所 用 的 时 间 和 从 二 x/360( 二 0. 5") 摆 动 到 一 x/360 所 用 的 时 间 相 等 .直观 上 

感觉 这 个 结果 是 不 合理 的 ; 实际 周期 必须 和 0926. 

如 果 我 们 假设 g=32ft/s , 1 二 32ft， 那 么 线性 模型 的 振荡 周期 为 T= 2л. 把 这 个 结果 和 用 非 线 性 模型 

м 名 二 x/4 时 得 到 的 结果 加 以 比较 .用 数值 求解 程序 可 以 产生 硬 数据 ， 近 似 求 出 


ËO | sing = = x - 
32 十 sing = 0,0(0) = 4 ,.0(0) = 0 


在 区 间 0 过 /过 2 上 的 解 ， 正 如 习题 24 所 示 ， 如 果 用 二 表 示 钟 摆 第 一 次 到 达 图 5. 35 中 OP 位 置 的 时 间 ， 
那么 非 线 性 钟 摆 的 周期 为 4 这 里 有 另外 一 个 解 方程 0G 一 0 的 方法 ，t 一 0 时 刻 开 始 进行 小 步 长 的 
实验 ， 随 着 时 间 的 增加 ， 直 到 二 2.， 从 硬 数据 中 可 以 观察 到 当 6(0) 第 一 次 从 正 变 为 负 时 的 时 间 与， 用 
г 的 值 求 出 非 线性 钟 摆 周期 的 真实 值 ， 计 算 用 T= 2x 估计 的 周期 的 相对 百分比 误差 ， 


第 5 章 复 习题 


不 看 教材 的 内 容 回 答 习 题 1 一 8 的 问题 . 填空 或 判断 对 错 . 

.如果 1015 01 3 dB 30 Ж НКЕ Т 2. 5ft， 那 么 3216 的 重 物 可 以 使 它 伸 长 ft. 

. 一 个 8lb 的 重 物 连 接 在 弹性 系数 为 6. 25 lb/ft 的 弹簧 上 做 简 谐 振动 ， 周 期 为 8. 

、_. 个 重 物 连接 在 弹簧 上 的 微分 方程 为 2174-16-40, ШЕ :一 0 时 刻 ， 重 物 从 平衡 位 置 上 方 Im 处 由 静 
止 释放 ， 同 时 具有 向 下 3 m/s 的 初速 度 ， 那 么 这 个 振动 的 振幅 是 m. 

. 完全 共振 在 有 阻尼 的 情况 下 不 会 发 生 . 


— ооо» 


оо 


. 在 有 阻尼 的 情况 下 ， 连 接 在 弹簧 上 的 重 物 当 t 一 十 co 时 的 位 移 总 是 接近 于 零 . 

.弹簧 上 重 物 的 运动 受到 临界 阻尼 的 作用 ， 可 能 通过 平衡 位 置 两 次 ， 

. 在 临界 阻尼 的 作用 下 ， 阻 尼 的 任何 增加 量 都 会 导致 产生 一 个 系统 . 

如果 简 谐 振动 用 х= (V3 /2) sin(21 十 $) 来 刻 划 ,那么 当 z(0)= — 1/2 和 xz (0) =1 86, ЖЯ $ 


是 
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9. 一 个 自由 无 阻尼 弹簧 /质量 系统 振 功 的 周期 为 3s。， 当 一 个 8lb 的 重 物 从 弹簧 上 移 除 后 ， 系 统 的 运动 周期 
变 为 2s， 那 么 刚 开 始 在 弹 徐 上 有 多 少 重 物 ? 

10. 一 个 121b 的 重 物 使 得 弹簧 伸 长 了 2ft， 这 个 重 物 从 平衡 位 置 下 方 10: 处 释放 ， 具 有 向 上 的 初速 度 4ft/s. 

”” (a) 求 描述 这 个 简 谐 运动 的 方程 . 

(b) 运 动 的 振幅 、 周 期 和 频率 分 别 是 多 少 ? 

(c) 在 什么 时 刻 重 物 回 到 平衡 位 置 下 方 1ft 处 ? 

(d) 在 什么 时 刻 重 物 向 上 通过 平衡 位 置 ? 什么 时 候 向 下 通过 平衡 位 置 ? 
(e) 重 物 在 1 二 3x/16s 时 的 速度 是 多 少 ? 

(人 ) 速 度 在 什么 时 候 为 零 ? 

11. 一 个 2lb 的 力 使 得 弹簧 伸 长 1ft， 一 端 圈定， 一 个 8lb 的 重 物 固定 在 另 一 端 . 系统 平 放 在 桌面 上 ， 它 对 
重 物 施 加 的 摩擦 力 等 于 3/2 倍 的 瞬时 速度 ， 初始 时 刻 重 物 在 平衡 位 置 上 方 4in 处 由 静止 释放 . 如 果 运 
动 发 生 在 水 平 直 线 也 就 是 zx 轴 上 ， 求 运动 的 方程 . 

12. 一 个 321b 的 重 物 使 得 弹簧 伸 长 了 6ft， 重 物 在 介质 中 运动 ， 介 质 所 施加 的 阻力 等 于 8 倍 的 瞬时 速度 . 
求 振荡 运动 系统 的 8 值 . 

13. 一 个 弹 筑 系数 为 & 一 2 的 弹簧 ， 悬 挂 在 液体 中 ， 液 体 所 施加 的 阻力 等 于 4 倍 的 瞬时 速度 ， 如 果 质 点 m 
悬挂 在 弹簧 上 ， 那 么 求 自由 运动 是 非 振荡 运动 时 的 m (ë. 

14. 连接 在 弹簧 上 重 物 的 垂直 运动 可 以 用 初 值 问题 


1 dz , dz / 
Т ч а 0,2:00) = 4,х (0) = 2. 


来 描述 ， 求 最 大 垂直 位 移 
15. 一 个 415 的 重 物 使 得 弹簧 伸 长 了 18in， 一 个 等 于 S0) = соѕуг + ѕіпуг 的 周期 力 从 :一 0 时 刻 开始 作用 在 
系统 上 .不 存在 阻尼 力 ， 当 y 为 多 少时 系统 处 于 完全 共振 状态 ? 
16. 求 dx/de 十 24dzx/dt 十 wx 一 A 的 一 个 特 解 ， 其 中 A 是 一 个 常 力 
17. 一 个 4lb 的 重 物 悬 挂 在 弹性 系数 为 3 1b/ft 的 弹簧 上 ， 整 个 系统 浸 在 一 种 液体 中 ， 这 种 液体 施加 的 阻力 
数值 上 等 于 瞬时 速度 ， 从 t=0 时 刻 开始 ， 一 个 等 于 ЛО е “的 外 力作 用 在 系统 上 若 重 物 从 平衡 位 
置 下 方 2ft 处 由 静止 释放 ， 求 运动 方程 . 
18.(a) 两 个 弹 筑 串联 在 一 起 ， 如 图 5. 42 所 示 . 如 果 每 个 弹簧 的 质量 可 以 忽略 ， 证 明 有 效 
弹簧 系数 不 为 1/k=1/bh +1/k. 
(b) 一 个 Wib 的 重 物 使 得 一 个 弹簧 伸 长 了 1/2ft， 使 另外 一 个 弹 答 伸 长 了 1/4ft 两 个 弹簧 
的 连接 如 图 所 示 ， 重 物 W 连接 在 第 二 个 弹簧 上 .假设 运动 是 自由 的 ,不 存在 阻尼 . 


如 果 重 物 从 平衡 位 置 下 方 1ft 处 释放 ， 具 有 向 下 -3 ft/s 的 初速 度 ， 求 运动 方程 


(0) 证 明 重 物 的 最 大 速度 为 也 ЗЕТ. 图 5.42 
19， 一 个 申 联 电路 的 感应 系数 为 上 一 1h， 电 容量 C 一 10-f， 电 动 势 EG 一 100sin50+:V， 初 始 电荷 9 和 电流 

i RAR. 

(a) 求 任何 时 刻 电荷 量 的 方程 


(b) 求 任何 时 刻 电流 的 方程 . 
(co) 求 电容 器 上 电量 为 零 的 时 刻 . 
20 (证明 LRC 串联 电路 中 电流 i OMERA DE LË i/d? 十 Rdi/dt 十 1/Ci 一 E(t)， 其 中 Е ORR 
Ес) й. 
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Ы, 


21. 


22. 


(b) 两 个 初始 条 件 iC0) 和 i(0) 赋 给 (a) 中 的 微分 方程 如果 200) =, 400) =9,, ЖА 100) 222/7 
考虑 边界 值 问 题 y'--Ay=0, y(0)=y(2xz), y (0)=y (25. 证 明 除 了 4 二 0 外 ， 相 应 于 每 个 特征 值 有 
两 个 独立 的 特征 函数 . 
一 个 珠子 沿 着 长 为 工 的 无 摩擦 杆 滑动 . 这 个 杆 在 垂直 平面 以 常 角 
速度 o 绕 着 杆 中 部 的 固定 点 P 旋转 ， 但 这 个 轴 可 以 让 珠子 在 整个 
杆 的 长 度 内 运动 . 令 (ti 表示 珠子 相对 于 这 个 旋转 坐标 系统 的 位 
置 ， 如 图 5. 43 所 示 . 为 了 应 用 牛顿 第 二 运动 定律 ， 作 用 在 珠子 
上 的 净 力 应 等 于 所 有 实际 外 力 ( 在 本 例 中 ， 外 力 是 重力 ) 和 惯性 力 
(地 球 自转 偏向 力 、 横 向 力 和 离心 力 ) 之 和 .数学 有 点 复杂 ， 所 以 
我 们 只 是 给 出 关于 ~ 的 微分 方程 
т = mw’ ғ — mgsinlwt). 

(a) 解 约束 条 件 为 ~>(0) 王 mm， 二 (0) 王 加 的 微分 方程 . 
(b) 求 使 得 珠子 做 简 谐 振动 的 初始 条 件 . 使 得 珠子 做 简 谐 振动 的 图 5.43 

最 小 的 工 是 多 少 ? 
(c) 对 于 (b) 以 外 的 初始 条 件 ， 这 个 珠子 最 终 都 会 飞 出 杆 . 用 (a) 中 的 解 "(四 解释 之 . 
(d)i w=1lrad/s， 用 绘图 工具 绘 出 初始 条 件 为 ~(0) 一 0， (0) 一 mm 的 解 ~(i 的 图 像 ， 其 中 分 别 为 0， 

10, 15, 16, 16.1, 17. 


(四 设 杆 的 长 度 工 -40ft， 对 (d) 中 的 每 一 组 初始 条 件 ， 用 求 根 程序 求解 珠子 停留 在 杆 上 的 总 时 间 . 


项 目 模型 : 塔 科 马 海峡 吊桥 的 场 塌 


1940 年 夏天 ， 塔 科 马 海峡 吊桥 正式 完工 ， 几 乎 就 在 同时 ， 
人 们 注意 到 有 时 候 风 力 会 引起 路 基 大 范围 的 垂直 振荡 .这 座 吊 
桥 以 振荡 而 闻名 ， 人 们 纷纷 前 来 观看 它 ， 有 时 还 会 在 上 面 走 一 
Ж. 终于, 在 1940 年 11 月 7 日 的 一 场 风暴 中 ， 桥 振荡 的 幅度 
超过 了 以 往 所 看 到 的 幅度 .不 久之 后 ， 在 向 下 看 路 面 时 ,垂直 
振荡 变 成 了 扭转 ， 整 个 跨度 最 终 被 强烈 的 振荡 给 震 断 了 ， 吊 桥 
ЭН Т. 

йш ETER, ХТҮЭЛӨ ЭН ОН, —#Fh 
普遍 接受 的 假设 是 由 共振 引起 的 .请 见 图 1. 但 是 如 从 5.1 节 
方程 (31) 中 所 看 到 的 ， 共 振 是 一 种 线性 现象 ， 此 外 ， 还 有 一 个 
共振 发 生 的 条 件 ， 就 是 外 力 函 数 的 频率 与 桥 的 固有 频率 恰好 一 


致 ， 更 深 -一步 地 说 ,整个 系统 必须 是 绝对 无 阻尼 的 ， 那么， 丝毫 不 奇怪 共振 不 是 桥 坊 塌 的 罪魁 
祸首 ， 如 果 不 是 共振 ， 那 么 是 什么 原因 引起 了 桥 的 拥 塌 呢 ? 在 最 近 的 研究 中 ， 数 学 家 Lazer 和 


McKenna 注意 到 了 非 线性 效果 才 是 引起 吊桥 大 幅 振动 的 主要 原因 ， 而 不 是 线性 共振 ”尽管 这 
个 理论 包括 了 偏 微分 方程 ， 但 是 可 以 构造 出 一 个 可 以 推 得 出 非 线性 常 微分 方程 的 简化 模型 ， 这 


© A. С. Lazer and P. J. МсКеппа, Large amplitude periodic oscillations in suspension bridges: Some new 


connections with nonlinear analysis, SIAM Review 32 (1990 # 12 H): 537-578. 
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个 模型 和 Lazer 和 МсКеппа 的 模型 不 完全 相同 ， 但 是 可 以 
推出 一 个 类 似 的 微分 方程 . 这 个 例子 是 全 新 的 ， 它 用 另 一 
种 方法 说 明了 振幅 是 可 以 增加 的 . 

考虑 吊桥 的 一 根 垂 直 缆 绳 ， 我 们 假设 它 如 同一 根 弹簧 ， 
但 是 在 张力 和 压缩 力 方面 的 特征 不 同 ， 当 缆绳 伸 长 时 ， 它 
如 同一 根 虎 克 常 数 为 5 的 弹簧 ， 但 是 当 它 压缩 时 ， 虎 克 常 数 
为 ac。 我 们 也 可 以 假设 当 它 压缩 时 ， 缆 绳 对 路 面 施加 的 力 比 
它 伸 长 时 对 路 面 施加 的 力 小 ， 因 此 有 0 二 a 二 6b. 令 连 到 缆绳 
上 的 路 面 垂直 弯曲 量 是 z(i)( 正 方向 是 垂直 向 下 ) ， 这 里 上 表 
示 时 间 ，z=0 表示 平衡 位 置 . 当 х:>0 时 路 面 在 外 力 (von 
Karman Ж) 作用 下 开始 振 葛 ， 缆 绳 具有 向 上 的 回复 力 ， ai 
大 小 等 于 br, х<0 时 产生 向 下 的 回复 力 ， 大 小 等 于 ах. 在 无 阻尼 的 情况 下 ， 这 个 受 迫 运动 
(请 见 5. 3 节 的 (1)) 的 非 线性 模型 为 

mz” + F(z) = g(t), (1) 


这 里 F(x) 是 分 段 函 数 


bz, z = 0 
F(x) = 9 
ах, = 0 


g(t) 是 外 力 ，m 是 路 面 的 质量 . 注意 微分 方程 (1) 在 任何 z 不 改变 符号 的 区 间 上 都 是 线性 的 . 
(1) 的 解 
现在 ,我们 来 看 看 这 个 问题 的 解 是 怎样 的 . 设 m=1, b=4, a=1, g(t) 二 sin4t， 初 始 时 
刻 路 面 在 平衡 位 置 处 具有 向 下 的 速度 之 0， 这 个 初 值 问题 为 


4х, T0 
Z + F(x) = sin4t,z(0) = 0,z'(0) = wy 其 中 F(x) = | š (2) 
2» х < 0 
注意 ， 外 力 函 数 g 的 频率 大 于 缆绳 张力 和 压缩 力 的 固有 频率 ， 因此 不 会 有 共振 现象 发 生 . 
请 读者 证 明 下 面 求解 (2) 在 区 间 [0，3x] 上 的 每 一 步 . 
因为 具有 正 的 向 下 的 初速 度 以 及 正 向 外 力 ， 我 们 先 解 zx 宇 0 时 的 (2). Xx 二 4r= sin4t, 


х(0)=0, х' (0) =а 的 解 是 
x(t) = sin2t[ + (+) соз? |, (3) 


注意 在 (3) 中 ， A z(t) 等 于 零 的 t 的 最 小 正 值 为 t= =/2. 在 这 个 时 刻 ，z 《x/2) 二 一 (a 十 2/3)<<0. 
也 就 是 路 面向 上 通过 平衡 位 置 . 因此 对 x 二 0 我 们 可 以 解 新 的 初 值 问题 x 二 r=sin4t, 207/2) =0, 
zn/2) 二 一 (a 十 2/3)， 这 个 问题 的 解 为 


x(t) = cost[ (+5) 车 sinteos2z |, (4) 


然后 ， 由 (4) 知 令 20059 ЖИК 1 tA 137/2. EXA, Z'Gx/2) =a +É >0. 
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用 这 种 方法 ， 我 们 可 以 得 出 结论 ， 路 面 在 时 间 区 间 [0，3r/2j 上 完成 一 个 周期 的 振动 : 路 
面 从 平衡 位 置 开 始 具 有 正 向 初速 度 向 下 运动 ， 然 后 回来 具有 负 向 速度 通过 平衡 位 置 ， 然 后 再 向 
下 具有 正 向 速度 返回 平衡 位 置 . 这 种 模式 持续 下 去 ， 每 个 周期 具有 3z/2 个 时 间 单 位 ， 我 们 把 
(2) 的 解 在 两 个 周期 上 的 情况 归纳 如 下 : 


каа к (а-у )—-рсоз?г |, 0о<г<-- 
第 一 周期 x(t) = 2. 1 (5) 
. 3 
cost| (8 + Ер Tgsintcos2 | ， 5 < г< > 
22 855) ёсонд |, ЭЖ < r< 2 
第 二 周期 xG) = (6) 


. 8 4 
sinz| (° + 7 4. cosrcos2 |, 2r < t < 3л 


直观 上 可 以 看 出 ， 第 二 个 周期 开始 时 具有 的 速度 为 a 十 2/15， 第 三 个 周期 开始 时 速度 为 a 二 4/ 
15. 事实 上 ， 每 一 个 周期 开始 时 的 速度 都 比 前 一 个 周期 开始 时 速度 大 2/15， 因 为 在 每 一 个 周期 
中 ， 解 的 振幅 与 每 个 周期 开始 的 速度 直接 成 正比 ， 所 以 振幅 随 着 时 间 的 增加 而 不 断 增 加 . А 
必须 牢记 一 点 ， 这 个 模型 是 非常 简化 的 一 维 模型 ， 没有 考虑 真实 吊桥 的 所 有 内 在 相互 影 
W. Bi, McKenna 修改 了 这 个 模型 ， 从 一 个 不 同 的 视角 ， 即 扭 振 的 视角 来 考察 塔 科 马 海峡 
吊桥 的 问题 .e 
对 外 力 条 件 下 桥 的 性 态 的 研究 还 在 继续 ， 这 些 模 型 可 能 被 不 断 地 修改 ， 一 些 新 的 观点 也 会 
从 这 些 研 究 中 得 到 提炼 . 然而 ， 应 该 清楚 的 是 引起 塔 科 马 海峡 吊桥 毁坏 的 巨大 振动 不 是 共振 的 
结果 . 
相关 练习 
1. (a) 用 4.3 和 4.4 节 的 方法 求 得 描述 路 面 第 一 个 振动 周期 的 (5) 式 . [提示 : 用 三 角 函 数 中 的 二 倍 角 
公式 .] 
(b) 证 明 路 面 在 第 二 个 周期 开始 时 的 速度 为 a 十 2/15. 
(c) 用 (b) 中 的 信息 求 得 描述 路 面 第 二 个 振动 周期 的 解 (6). 
(d) 用 绘图 工具 分 别 绘 出 a=1 和 a=2 时 ，x(?) 的 两 个 运动 周期 . 
2. 解 下 面 的 初 值 问 题 ， 并 绘 出 解 在 区 间 0а 6л 上 的 图 形 . 注意 第 一 个 问题 中 有 共振 现象 ， 但 是 第 二 个 
БИН. 
(a)x х= созі, z(0)=0, x (0) =0 
(Ъ) 2" Ех сав21, 200) =0, x (0) =0 
3. (a) 求 初 值 问题 


; r= 0 
47 3 F(x) = sin4t,x(0) = 0,x(0) = 1, 其 中 F(z) = 
х < 0 
分 别 当 28 一 1，a 一 4; bp=64, a 一 4; Ь=36, а= 25 时 的 三 种 情况 的 解 ， 注意 第 一 种 情况 中 0<а<5 


的 假设 不 满足 . 


G P. J. McKenna, Large torsional oscillations in suspension bridges revisited: Fixing an old approximation， 


American Mathematical Monthly 106: (1999): 1 一 18. 
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(b) 绘 出 (a) 中 解 的 图 形 . 每 种 情况 下 当 t 增 加 时 ，x(z) 是 怎样 的 ? 
(c) 车 初始 速度 为 z (0) 一 wa，a>>0， 每 种 情况 又 是 怎样 的 ? 读者 能 得 出 类 似 于 前 面 讨论 中 关于 解 在 长 时 
间 区 间 上 人 性 态 的 结论 吗 ? 
4. (a) 初 值 问题 
4xz,z Z 0 
х.х < 0 
中 的 项 Bx'(8 之 0) 表 示 阻 尼 . 解 三 种 情况 8p=0.01，p8=0.1，8=0.5 下 的 初 值 问题 . 
(b) 绘 出 (a) 中 解 的 图 形 ， 每 种 情况 下 ， 随 着 : 的 增加 xz (是 怎样 的 ? 


а" + Bz' + Flr) = sin4z,z(0) = 0,x (0) = 1, 其 中 F(x) = 


贝 塞 尔 函 数 的 图 像 ; 见 图 6.3 和 图 6.4 


第 6 章 线性 方程 的 级 数 解 


到 目前 为 止 我 们 已 经 初步 掌握 了 求解 二 阶 或 高 阶 常 系数 线性 微分 方程 的 方法 ， 唯一 的 例外 
是 柯 西 - 欧 拉 方程 ， 在 实际 应 用 中 ， 变 系数 的 线性 方程 至 少 和 常 系数 线性 方程 一 样 重要 ， 如 第 
4.7 节 中 所 提 到 的 ， 即 使 是 一 个 形 如 光 十 zy=0 的 简单 变 系数 方程 都 没有 初等 形式 的 解 ， 我 们 
可 以 求 出 yy 十 zy=0 的 两 个 线性 无 关 的 解 ， 但 正如 我 们 将 要 在 6.1 节 和 6.3 节 中 看 到 的 那样 ， 
这 个 方程 的 解 要 用 无 穷 级 数 来 定义 . 


6.1 平凡 点 的 解 


我 们 在 4. 7 节 中 提 到 ， 大 多 数 变 系数 的 线性 高 阶 常 微分 方程 不 能 利用 初等 函数 求解 ， 求 解 
这 类 方程 的 方法 是 先 假设 一 个 无 穷 级 数 形式 的 解 ， 然 后 做 一 个 类 似 于 待定 系数 法 (4,4 节 ) 的 求 
解 过 程 。 因 为 这 些 级 数 解 常常 是 震级 数 ， 所 以 我 们 先 要 列 出 一 些 关于 震级 数 的 性 质 ， 如 果 读 者 
想 对 这 一 理论 做 更 深度 的 复习 ， 可 以 参考 微 积 分 教材 . 


6.1.1 FAREM 
ЖЕМ ”关于 x 一 a 的 过 级 数 是 一 个 形 如 


со-Есу(ж— а) + c, (z — a)? 十 … = Уу c, (z — а)" 
的 无 穷 级 数 ， 这 样 的 级 数 也 被 称 为 以 a 为 中 心 的 震级 数 . 例如 寡 级 数 > (z+ 1)" 以 
4 二 一 1 为 中 心 ， 在 本 节 中 我 们 主要 讨论 关于 z 的 寡 级 数 ， 即 以 < 一 0 为 中 心 的 震级 数 . 
pl, У] 272" 是 一 个 关于 z HEAR. 


„жй H AMD У) сеа)" fE z 的 菜 个 取 值 处 是 收敛 的 ， 如 果 其 部 分 和 


(9,00) ВВ), lim буо) = lim У) с, а)" 存在 ， 如 果 极 限 在 处 不 存在 ， 


则 称 级 数 是 发 散 的 . 
。 收敛 区 间 “每 个 震级 数 都 有 其 收敛 区 间 . 收敛 区 间 就 是 所 有 使 级 数 收敛 的 实数 z 的 集合 . 
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。 收敛 半径 ”每 个 知 级 数 都 有 其 收敛 半径 R， 如 果 К>0, MERA > c, (< — a)" Ж 


| x 一 a | <Р KATE | x 一 a | >R HRE. 如果 级 数 仅 在 其 中 心 а 收敛 ， 则 R=0. 

如 果 级 数 在 所 有 的 z КЕК, ШАЛТАК Боо. MA | xz 一 a | <R 等 价 于 a 一 R< 
Zz 二 a 十 R， 一 个 客 级 数 在 区 间 端 点 a— R 和 a 十 R 处 可 能 收敛 也 可 能 不 收敛 . 

。 绝 对 收敛 ”一 个 寡 级 数 在 其 收敛 区 间 内 绝对 收敛 换言之， 如 果 x 属于 收敛 区 间 且 不 是 


区 间 端 点 ， 则 级 数 的 绝对 值 >, | сс а)" | 收敛 . 


жи Ч Ж > c, (z — a)" 的 收敛 性 可 以 用 比率 检验 来 判断 ， 假 设 对 所 有 的 半 有 
сон 


li Can (z а)" Cntl = L. 
по | c (х — а)" 


манна, # L>1 则 级 数 发 散 ， 而 若 工 一 1 则 检验 没有 明确 结论 ， 例 
如 ， 对 于 震级 数 >) 3 ， 由 比率 检验 得 : 


-|х-а| lim 


(х = 3y 
р | 200 шээг 
lm зу р=|х—3| 41) Tpz Th 
2"п 


4L раз | <1 | х-3| «2 或 1<z<5 时 级 数 绝对 收 仇 ， 最 后 这 个 区 间 是 收 伍 的 
开 区 间 ， 级 数 在 | z 一 3 | >2 时 ， 即 z>5 зб т 时 发 散 ， 在 收敛 开 区 间 的 左 端点 x 一 
1 处 ， 由 其 他 级 数 检验 方法 知 常数 级 数 У СС 1)"/m) 是 收敛 的 ， 而 在 右 端点 < 一 5 处 ， 


级 数 > а/т 是 发 散 的 调和 级 数 ， 因 此 级 数 的 收敛 区 间 为 [1，5) ， 且 收敛 半径 为 下 一 2 


。 用 震级 数 定义 函数 一 个 宕 级 数 定义 了 一个 函数 f(z) = У оа)", ДЯ ХВА 
级 数 的 收 伊 区间。 如果 收 伍 半径 R>0, Ml /在 区 间 (a 一 R，a 十 R) 上 是 连续 可 微 的 ， 且 
HE bk. Гсот | f(x)dz 可 通过 逐 项 微分 或 积分 求 得 ， 级 数 在 一 个 端点 的 收 俩 性 


可 能 会 因 微分 而 变 得 发 散 ， 或 通过 积分 而 变 得 收敛 ， 如 果 у = > сүх" 是 关于 z НЭРЖ 


数 ， 则 其 前 两 阶 导 数 分 别 为 = У пот M= Dna Da. 注意 到 一 阶 导数 的 


第 一 项 和 二 阶 导数 的 前 两 项 为 0. 我 们 省 略 这 些 为 0 的 项 ， 得 到 


y = У с.п") 和 y = У сп (п — 1) х". (1) 
п=1 п=2 
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这 些 结果 很 重要 并 和 且 很 快 就 会 用 到 . 


。 恒 等 性 质 шж 2 clx 一 a)" 一 0,R>0 对 任何 收 合 区 间 内 的 < 都 成 立 ， 则 对 所 有 的 
有 с„=0. 

。 在 某 点 解析 ”函数 f 在 某 点 a 解析 ， 如 果 其 在 一 正 的 或 无 穷 的 收敛 半径 内 可 被 表示 为 关 
于 x 一 a Ж. 在 微 积分 学 中 可 以 看 到 诸如 е", cos х, sin х, In(x— 1) BJ X РОН 
都 可 以 被 表示 成 泰勒 级 数 ， 例 如 ， 


е" = l+ у іал х 31751 ++ ,совл = 1 REY Eo (2) 
对 | х | < ооу. 这 些 以 0 为 中 心 的 泰勒 级 数 被 称 为 麦克 劳 林 级 数 ， 可 以 看 到 es, 
sin х, Ж cos х 在 zx 一 0 处 都 是 解析 的 . 
-RASER ” 宕 级 数 可 以 通过 加 法 、 乘 法 及 除法 运算 进行 合并 . 这些 运算 与 两 个 多 项 
式 的 加 法 、 乘 法 、 除 法 类 似 ， 即 把 具有 х 相同 次 宕 项 的 系数 相 加 ， 利 用 分 配 律 和 合并 同 
类 项 ， 以 及 长 除法 等 运算 进行 合并 ， 例如， 利用 (2) 中 的 级 数 ， 我 们 有 


КИ утул ү, тул _ = 
ersinz= (1а +t ++ ТЕ 6 1120 5010 КО”) 


2 2 _ l 10» 1 1 0 1 _ 1 1 5 

Sata +{ u ЯН +( + )z | (156 atza) ши 

эн 
HARRER с ЯШ sin л 都 在 | х | < 二 十 co 内 收敛 ， 所 以 乘积 得 到 的 级 数 也 在 这 一 范围 内 
收敛 ， 我 们 可 以 利用 CAS 解决 备 级 数 的 乘法 或 除法 问题 ， 

。 和 式 中 标记 的 转换 在 本 节 及 本 章 后 面 的 内 容 中 ， 化 简 两 个 或 更 多 由 求 和 符号 (sigma) 
表示 的 军 级 数 是 很 重要 的 ， 也 就 是 将 多 个 由 求 和 符号 表达 的 式 子 合 并 成 由 一 个 求 和 符 
号 表达 的 式 子 .如 接 下 来 的 例子 所 展示 的 ， 将 两 个 或 更 多 和 式 合并 成 一 个 和 式 往往 需要 
уе 即 改变 和 式 中 的 标记 . 

两 个 寡 级 数 相 加 


将 > п(т— 1)c,z"” + > сх" 写成 一 个 寡 级 数 . 


解 为 了 将 两 个 级 数 相 加 ， 我 们 需要 两 个 从 相同 数字 开始 的 求 和 标记 且 两 个 级 数 中 х Ж 
次 数 须 保持 “同步 ” 比如 说 一 个 级 数 从 z 的 一 次 宕 开始 ， 我 们 希望 另 一 一 个 级 数 也 从 相同 的 寡 次 
开始 ， 注 意 到 在 给 定 的 问题 中 ， 第 一 个 级 数 始 于 而 第 二 个 级 数 始 于 z. 将 第 一 个 级 数 的 第 
一 项 提出 和 式 ， 我 们 得 到 


3 
= r4 r? рг 


级 数 始 于 z 级 数 始 = 
a "4 20707 
2) an= Оо" цээж = 2 + lcr’ + Dez Эра" 
我 们 看 到 等 式 右边 的 两 个 级 数 以 Zz 的 相同 次 短 开 始 ， 即 т! ， 现 在 为 了 得 到 相同 的 和 式 标记 ， 
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我 们 对 过 的 宕 指数 做 一 改变 ;在 第 一 个 级 数 中 令 &=” 一 2， 同 时 在 第 二 个 级 数 中 令 & 一 “十 1 
等 式 右边 变 为 


相同 
1 0_ + 
2с; + У) (84-2368--19снах + У) сул“. (3) 
k=1 k=1 
Ї A 


相同 
考虑 到 和 式 的 标记 是 一 个 “ 虚 ” 变 量 ; 如 果 读 者 谨 记 和 式 标记 的 实际 值 ， 那 么 一 n 一 1 和 二 
n 十 1 就 不 会 引起 混乱 ， 在 两 种 情况 下 & 都 有 相同 的 连续 取 值 二 1，2，3，…， 对 于 二 n 一 1， 


п=2, 3, 4, "XIF k= n +1, п=0, 1, 2, .... 现在 我 们 把 (3 中 的 级 数 逐 项 相 加 得 : 
> п(п — 1)c,z" 2 + > сүх"! 一 2c + У) [А + 2) (6 + 1) сыз + сь lat. " 
n=2 n=0 k=1 
如 果 读 者 对 (4) 式 有 怀疑 ,可 以 具体 写 出 等 式 两 边 的 项 加 以 检验 . 
6.1.2 RARE 
假设 线性 二 阶 微分 方程 
а (х) у Ба (х) у +a (z)y = 0 (5) 
可 以 通过 除 以 第 一 项 的 系数 as(z) 变 为 标准 型 
y + P(z)y + 9(х)у = 0. (6) 
我 们 有 以 下 定义 ， 


平凡 点 和 奇 点 

点 工 二 xo 称 为 微分 方程 (5) 的 一 个 平凡 点 (ordinary point)， 如 果 标 准 型 (6) 中 的 Р(х) № 
Q(z) 在 二 xo 处 都 可 以 展开 .一 个 点 如 果 不 是 方程 的 平凡 点 ， 则 称 为 奇 点 (singular point). 

每 一 个 x 的 有 限 值 都 是 微分 方程 y Ч (еб) у 十 (sinz)y = 0 的 平凡 点 .特别 地 ，x 王 0 是 一 
个 平凡 点 ， 因 为 正如 我 们 已 经 在 (2) 中 看 到 的 ，e* 和 sinr 在 这 一 点 都 是 可 展开 的 .定义 6.1 的 
第 二 句 话说 明 ， 如 果 (6) 中 的 PCz) 和 QCz) 至 少 有 一 个 在 x 二 x。 处 不 可 展开 ， 则 二 xo 为 一 个 奇 
点 ， 注 意 x 一 0 是 微分 方程 十 (e')y 十 (lnz)y 一 0 的 一 个 奇 点 ， 因 为 Q(z) 二 lInz 在 xz 一 0 处 不 
连续 ， 所 以 其 无 法 表示 成 x WRR. 

多 项 式 系 数 ”下面 我 们 主要 考虑 当 (5) 有 多 项 式 系 数 时 的 情况 .多项式 在 z 取 任 意 值 时 可 
以 展开 ， 且 有 理 函 数 除了 其 分 母 取 0 时 之 外 都 可 以 展开 ， 这 样 如 果 alr), a F ae (z) é 
有 公 因 子 的 多 项 式 ， 则 有 理 函 数 P(z)=a(z)/a, (z) 3 Q(z) 二 ao (х) /а, (х) ТЖ а, (z) = 0 
时 之 外 都 是 可 展开 的 ， 所 以 若 有 ас (zo) 关 0 MJ z= 二 zo 是 一 个 平凡 点 ， 而 若 有 a, (zo) 一 0 则 z= 
六 是 一 个 奇 点 ， 例 如 ， 方程 C(x? 一 DY 十 2xy 十 6y 二 0 唯一 的 奇 点 是 zx? 一 1=0 0 х= 1. х 
的 所 有 其 他 有 限 值 9 为 平凡 点 .检验 柯 西 - 欧 拉 方 程 wz?y 十 bry 十 cy 一 0，z 一 0 为 其 奇 点 ， 奇 
点 不 一 定 是 实数 ， 方 程 ADY ay 一 y= 二 0 的 奇 点 是 x 十 1=0 ЮЙ, х= і. 工 的 其 他 


@ 〇 我 们 在 这 里 约定 ， 平 凡 点 和 奇 点 都 是 有 限 点 ， 实 际 上 一 -个 常 微分 方程 可 能 会 有 取 无 限 值 的 奇 点 
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所 有 实 值 和 复 值 都 是 平凡 点 ， 
我 们 不 加 证 明 地 给 出 下 面 这 个 判断 方程 是 否 存 在 短 级 数 解 的 定理 . 
寡 级 数 解 的 存在 性 


如 果 x 二 Xo 是 微分 方程 (5) 的 一 个 平凡 点 ， 那 么 我 们 总 可 以 求 出 两 个 线性 相关 且 以 x 为 中 
УЖИ, у= У сб ло)". 级 数 解 至 少 在 菜 区 间 | + 一 Xo。 | <R ЕЖА. ЖЕК 
是 xo 到 与 其 最 近 的 奇 点 的 距离 ， 

Ё у = 2) с„(ж— zo)" 的 解 称 为 关于 平凡 点 zo 的 解 (solution about the ordinary point 


=0 


.定理 6. 1 中 的 距离 R 是 收敛 半径 到 的 最 小 值 ， 例 如 ， 复 数 1 士 2i 是 方程 (x? 一 2x 十 5)y + 
ху ован, 但 因为 х=0 是 方程 的 一 个 平凡 点 ， 根 据 定 理 6. 1 我 们 可 以 求 出 两 个 以 0 


为 中 心 的 寡 级 数 解 . 即 解 的 形式 为 y 二 У) cvz"， 进 一 步 ， 不 通过 实际 求解 我 们 也 可 知 每 一 


数 至 少 在 |х|< 5 КЖ. ЭХ К =/5 是 复 平面 内 0 到 1 十 2i 或 1 一 2i 的 距离 。 然 而 微分 方程 
有 一 个 适用 于 x 的 更 大 范围 的 解 ， 实 际 上 这 个 解 在 (一 2， 十 co) 上 都 成 立 ， 因 为 这 两 个 解 中 有 
一 个 是 多 项 式 . 
+ 在 后 面 的 例子 和 练习 6.1 中 ， 为 简单 起 见 ， 我 们 只 求 关 于 平凡 点 z=0 6 3 Z 3 
解 ， 如 果 需 要 求 一 个 常 微分 方程 在 平凡 点 z 0 上 的 里 级 数 解 ， 我 们 可 以 对 方程 做 


简单 的 变量 代 换 1 一 x 一 Zo( 这 使 + 二 变 为 1 一 0)， 求 出 新 方程 形 如 y У) cw" 的 解 ， 

然后 再 用 1 一 Xx 一 Xo 回 代 . 

求 一 个 齐 次 线性 二 阶 党 微分 方程 的 震级 数 解 的 方法 称 为 "待定 级 数 系数 法 "， 因 为 这 一 过 各 
与 我 们 在 4. 4 节 中 所 做 的 非常 类 似 ， 简 言 之 ， 我 们 的 思想 是 : 将 y 一 > сл" 代入 微分 方程， 


如 我 们 在 例 1 中 所 做 的 那样 合并 级 数 ， 然后 列 出 方程 右边 所 有 的 系数 以 确定 с. 但 是 因为 方程 
右边 等 于 0， 最 后 一 步 根 据 前 面 提 到 的 恒 等 性 质 ，z 的 所 有 系数 都 应 等 于 0. 这 并 不 是 说 所 有 
系数 等 于 0; 这 没有 任何 意义 ， 毕 竟 定 理 6. 1 保证 了 我 们 可 求 得 两 个 解 ， 例 2 叙述 了 如 何 通过 


一 个 假设 > = > cz 一 co 十 cz 十 czzz 十 … 得 到 两 组 系数 ， 这 样 我 们 就 得 到 两 个 不 同 的 寡 级 


数 у (zx) 和 ys(x)， 它 们 都 是 关于 平凡 点 z — 0 НЭР 0. 微分 方程 的 通 解 为 > 二 Ciy (z) + 
р 实际 上 ， 可 以 证 明 С, =c, K С = а. 

FRKE 

RM у + ху = 0. 

解 ” 因 为 方程 没有 取 有 限 值 的 奇 点 ， 所 以 定理 6.1 保证 了 两 个 以 0 为 中 心 的 震级 数 解 存 


在 ， 且 在 х | <+о К. 将 y= У) сул" 和 二 阶 导数 y = 2, na Dar ӨВӨЛ) 
式 ) 代 入 微分 方程 得 
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y + ху = 2) can (n — 1) х" ЭЭ c z" == У сп (п 1) 27° + У) Сах". (7) 
在 例 1 中 我 们 已 经 通过 转换 和 式 标 记 对 方程 (7) 右 边 的 两 个 级 数 相 加 . 由 (4) 给 出 的 结果 得 


у ту = 20+ ГО4-1304-2)сныг Бс јх? = 0. (8) 


此 时 我 们 使 用 恒 等 性 质 . 因为 (8) 恒 等 于 0， 所 以 需要 х 的 所 有 次 宪 的 系数 都 等 于 0， 即 2c: =0 
(其 为 CHRO, K 

(+ 1) (k +2)ca2 су = 0,Ё = 1,2,3, . (9) 
现在 很 容易 由 20 =0 得 c = 0. 而 (9) 中 的 表达 式 称 为 一 个 递归 关系 (recurrence relation). R 
们 可 以 通过 选择 系数 集合 中 一 个 合适 的 非 零 子 集 来 确定 ce， 因为 对 所 有 & 有 (十 1) Ck 十 2) 隆 0， 我 
们 可 以 在 (9) 中 利用 cr-i RAR H с, 


сыз = арғу = 1,2,3,+®. (10) 
在 (10) 中 取 上 为 连续 的 整数 ， 则 我 们 可 以 连续 得 到 假设 解 中 的 系数 : 

k 1,сз TE 

Ë = 2с, =— s 

k= 3,cs r. s = 0, «с Р 
„= б EAA 

к= 5.0 ir 

k= 6,cs ший лт 0, -s PFF 

k = ?cs 67 a ss 
k = 8,60 3.16 EEE 
k = 9,81 一 一 oTi =0, 4-0 FF 


等 等 ， 现 将 上 面 得 到 的 系数 代入 前 面 的 假设 
у = со Бах сл + cs + c zt + cs zŠ + сол соз" Hesr? 4 сех? А сох Бен" Зэ 
我 们 得 到 


Co з _ “G r 6 
у = c +cez+0 5.35 21 1 totay; 3.5.67 
十 Cl 7 十 0 Co 9 | zi 十 0 十 … 


3.4.6.7 2.:3-5.6.:8.:-9. 3.4.6.7.9.10 
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在 合并 了 含有 co 和 ci 的 项 后 ， 我 们 得 到 у= су (х) +с у; (х), 其 中 


1 1 1 
(z)= 1 3 6 
жт 2737 9.3.5.6” 27.3.5.6.89^ 


саах 1) н 
2-2, 2.3-—-(3#Ё—1)(3Ё) ° 


1 
1 a 1 47 1 
3.4 3.4.6.7 3.4.6.79 • 10 


84-36 


x j... 


— 15 
Sat > 3. CT р 

因为 在 递归 关系 中 使 用 (10) 时 co 和 ci 一 直 未 被 确定 ， 所 以 我 们 可 以 任意 选择 其 值 ， 正 如 我 们 在 
这 个 例子 之 前 提 到 的 一 样 ， 线 性 组 合 y= 二 coy1(z) 十 ci ys(7) 实 际 上 代表 了 微分 方程 的 通 解 ， 根 
据 定理 6. 1， 我 们 可 知 每 个 级 数 解 都 在 | x | 二 十 co 上 收 僵 ,这 一 事实 也 可 以 通过 比率 检验 
证 明 . = 

例 2 中 的 微分 方程 称 为 气体 方程 (Airy's equation)， 它 被 应 用 于 光 或 声波 在 地 球 表面 的 衍 
射 、 空 气动 力学 ， 以 及 一 个 细 直 柱状 物体 在 其 自重 影响 下 的 弯曲 .其 他 形式 的 气体 方程 还 有 
уху = 0 A y Колу = 0. 请 参考 练习 6.3 中 习题 36 对 后 一 个 方程 的 应 用 . 

Жаби 

求解 (z Dy 十 xy —y = 0. 

解 ” 如 我 们 在 6.1.2 5, ЕН r— Li, HARA WAO 为 中 心 ， 


至 少 在 | x | «1 КОЖЕ, 这 里 1 是 复 平 面 内 0 到 i 或 一 i 的 距离 . вау Dor 
和 其 前 两 阶 导数 (请 参考 (1) 式 ) 有 | 
(х? + 1) У) nln — Iene”? +:У) nc z" 一 У сх" 


= У п(п — 1)c,z" + > п(п— 1)c,z" ° + > пс,х" 一 У! сл" 
n=2 n=2 л=1 n=0 


一 2cyx 一 cox Абсал сх сх + > п(п — 1)с„х" 
n=2 


k=n 


>æ со o 
+ > n(n 1)ce,z" 2 + > ис л 一 > 2554 
n=4 n=2 n=2 
ца 


` 


&==—2 k=n ken 


30, — co боол + S) TR — Do, + (k + 2) (k + Lcr F kc, — ce ја 


k=2 


20, — co бох + У) СЕ +1006 Der + (& T 2)(k + Desa 125 = 0. 


天 一 2 


由 这 个 恒等式 我 们 得 2c: 一 co 一 0， 6c; 一 0， 及 


(64-1) С — Der t СА T 2) (Ë ice = 0. 


所 以 
с; = 1. 
2 2 09 
ca = 0, 
1 一 
Ск? = рза = 2,3,4, 
将 大 一 2， 3，4， … 代 人 最 后 一 个 公式 得 
= 1, 1 211 
i 460 9640 2:21 
_ 2 
Cs s = 0, co FFE 
А 2-3, 2 3 с 1.3. 
8 6 2,466 213177 
4 
Ст 一 一 7 6% = 0, < 一 cs 等 于 零 
a = Эс, = 3。5 a =. 15355. 
8 8 2 .4.。6.。8” 241 ° 
Су 一 一 5с, = 0, c 等 于 零 
= To= 3.5.7 a 1131257, 
ю 10° 2.4.6.8.10 255! ° 
等 等 ， 所 以 
у= со + az + c. z2 Wa + c, zt + cs, z 十 Cox + c, z + ca z + сәл" + сох! + 
1 Жан 1.3.5 .ү,1 934.547,ю. .. 
= «+ - дух шил: 24005 777225 Faz 
= coy (z) + суг (2). 
方程 的 解 为 多 项 式 y; (z) = z MERA 
убо = tiet D Dl " 
n=2 . 


三 项 递归 关系 
对 于 微分 方程 
y —(1+ x)y = 0, 


КН у- D cz" ， 我 们 会 得 到 o To R SUNE £ 


ck 十 cei 
— , = 2 3 ，… 
cm = FDF 1 


这 一 公式 说 明 系 数 Сз» C4s С59 … 都 可 以 用 cl 和 co 表示 出 . 继续 下 去 ， 则 计算 变 得 有 些 麻烦 . 
为 简单 起 见 ， 我 们 可 以 先 令 со 0» сс 一 0; 这 使 得 一 个 解 的 系数 可 以 完全 由 co 表示 出 : 
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є = La 
2 $ 
c 二 co co __ 
° 2.3 2.3 697 
А ta = Со 
“73.1 2.3.4 24°? 
— G +c Ши: 1 1 1 
% сс 4 4657. 30:97 
等 等 ， 接 下 来 ， 若 选择 co=0, a40, M ci 表示 的 其 他 解 的 系数 为 ; 
с = +c = 0, 
с су 十 co Cl 2 1. 
8 2.3 2.36" 
c Gta СІ 1, 
| 3.4 3-4 1277 
c — G с _ сі _ 1 
s 45 4.5.6 120° 
等 等 ， 最 后 ， 我 们 得 到 方程 的 通 解 у= соу (2) с у(х), Ж 
= lao lay lay los... 
yi (z) l+ >z +z + 92 +252 十 , 
以 及 
2 lsg la 1 84... 
ys (z) 一 工 十 yT + 752 + +=. 
每 个 级 数 都 在 z 的 所 有 有 限 值 处 收敛. = 


非 多 项 式 系数 ”下面 一 个 例子 给 出 了 当 方 程 的 系数 不 是 多 项 式 时 ， 如 何 求 出 在 平凡 点 zo 一 0 
处 的 考级 数 解 的 方法 ， 在 这 个 例子 中 ， 我 们 将 看 到 两 个 徊 级 数 乘 法 的 应 用 . 

非 多 项 式 系 数 的 常 微分 方程 

求解 y + (cosz)y = 0. 

E “我们 看 到 zx 一 0 是 方程 的 一 个 平凡 点 ， 因为 我 们 已 经 知道 cosz 在 该 点 是 可 以 展开 的 . 


利用 (2) 中 给 出 的 cosz 的 麦克 劳 林 级 数 ， 并 根据 (1) 中 通常 用 到 的 假设 y = > c,z" 8148 


ын 2 4 6 2 
y+ Ccosr)y = > n(n — 10,2" жа-тат 20 с.х" 


п=2 ` n=0 


2 4 
= 20 + 6c, z+ 12c, 22 十 20csz 十 … 十 (1 -Z + 十 =) +c z+ c z Аса? tH) 
— ге а + (6a са + (де, + Loa + Обо, +a — уса += = 0. 
由 上 式 可 得 


2с› 十 co 一 0,6cs 十 cl = 0,12c, + с; —-у% == 0,20cs 十 cs = та = 0, 
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E 
ЭРЭ. ШИН а=, аа, asgo s= EAFA, апаран 
y== co y (z) +а y: (х), 其 中 


Sjel 18-44 
ул (2) = 1 55 + ToT : 


љб)= z= +> +5 =>, 
因为 这 个 微分 方程 没有 有 限 奇 点 ， 所 以 两 个 级 数 都 在 | х | < оо Fi. йй 
解 曲线 ”我们 可 以 通过 几 种 方法 获得 震级 数 解 y = 2, с.х" 的 近似 图 像 ， 通常 我 们 采用 级 数 


的 部 分 和 进行 绘图 ， 换 言 之 ， 就 是 绘 出 多 项 式 Sl) = >; сх" 的 图 像 ， 当 N 值 很 大 时 ，SN(z) 


给 出 了 y(z) 在 平凡 点 х=0 附近 的 性 质 . 我 们 也 可 以 用 在 4.9 节 中 所 做 的 那样 获得 近似 的 数值 解 
曲线 ， 例 如 ， 如 果 仔 细 观 察 例 2 中 气体 方程 的 级 数 解 ， 读 者 会 发 现 yi Са) Ж y (zx) 依次 是 初 值 
问题 
y + ху = 0,y(0) = 1,y (0) = 0, 
У ay = 0,y(0) = 0,y'(0) = 1 
ПОНЕ. 特殊 的 初 值 条 件 从 > 一 cy G) а у (xz) 中 “挑选 ”出 了 解 yi (zx) 和 уг Са), 而 解 在 形式 上 都 


应 符合 我 们 的 基本 假设 y= > са" B WE. y(0) = о M y (0) = aa. 现在 在 数值 求解 程序 中 利用 方 


程 组 ,将 y = «КЛ y +зу = 二 0 得 Y=W =— лу, 这 样 一 个 等 价 于 气体 方程 的 由 两 个 一 阶 方程 
组 成 的 方程 组 为 


(11) 


y = и, 
и 一 一 ху. 
(1D 中 的 初 值 条 件 对 应 到 方程 组 (12) 中 可 写成 0) 一 1，x(0) 一 0 和 y(0)=0, (0) 一] 图 6.1 
中 (2) 和 为 (z) 的 图 像 可 通过 数值 求解 程序 获得 ， 通 过 数值 求解 程序 绘 出 的 振荡 性 与 5. 1 节 中 形 
如 me” 十 tx = 0 的 气体 方程 一 致 ， 在 这 一 模型 中 弹簧 的 弹性 系数 KO =k 随 时 间 的 增加 而 变 大 . 


У 


(12) 


5: 07 Sk 


а) yi(X) 关 于 x 的 图 像 b) yz(X) 关 于 x 的 图 像 
图 6.1 气体 方程 的 解 
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注 在 后 面 的 问题 中 ， 不 要 期 望 在 任何 情况 下 都 可 以 用 和 式 来 表示 方程 的 解 ， 尽管 我 们 
可 以 通过 利用 递归 关系 或 例 4 那样 的 磁 法 求 得 级 数 y = > сох" 尽 可 能 多 的 项 ， 但 推理 
出 系数 c, 的 通 项 往往 是 不 可 能 的 ， 我 们 可 以 如 在 例 4 和 例 5 中 那样 ， 只 写 出 级 数 的 前 


LÄ. 
练习 6.1 
611 FAREM 
在 习题 1 一 4 rh R Hi ЕСИР ЖЕ ЖЕ НИК ПА. 
= >. _ | 
Ху тх 2. > чэ» 2552) 
3. > C Q5 4，》 AICz 一 功 


在 习题 5 和 6 中 给 定 的 函数 在 二 = 0 处 是 可 以 展开 的 . 求 出 宕 级 数 的 前 四 项 . 可 以 利用 前 面 学 习 的 级 数 乘法 徒 
手 计 算 或 利用 CAS 计算 ， 


5. sin т cos х 6. e * cos z 


在 习题 7 和 8 中 ,给 定 的 函数 在 x 二 0 处 是 可 以 展开 的 . 求 出 塞 级 数 的 前 四 项 . 可 以 利用 前 面 学 习 的 长 除法 徒手 
计算 或 利用 CAS 计算 .给 出 收敛 的 开 区 间 . 


са 8. 522 

在 习题 ЯП 10 中 将 给 定 的 表达 式 改写 成 一 个 单独 的 宕 级 数 ， 

9. Хан, z" + Ува" 10. Ури De +29 n= Daz aym, т" 
在 习题 11 和 12 中 用 代 信 法 直接 证 明 给 定 的 竺 级 数 是 微分 方程 的 特 解 

11.y = > CD ,rt DY ty =0 12. у= У ЭР 15 ХУ ан шу y + ay = 0 


612 ЛЫН 
在 习题 13~24 中 求 出 给 定 微分 方程 关于 平凡 点 х=0 HATERA. 


13. У жуг 0 14. у +z у=0 

15. y—2zy+ y= 0 16. У--ху +2y=0 

17. y Ба? у 十 zy 一 0 18. 光 十 2zy 十 2y 一 0 

19. (к-1) y +y 一 0 20.(z+2)y ху 一 > 一 0 
21.3 = (z+ 1)y —y=0 22. (а? +1) y" —6у=0 

23. (22 +2) у +3zy —y=0 24. (322—1) у ху 一 y 一 0 


在 习题 25 一 28 中 利用 考级 数 方法 求解 给 定 的 初 值 问 题 . 
25. (zr— DY ху +у=0, y(0)=—2, y (0)=6 26. («у (2-х) у y=, x(0)=2, y (0) 一 一 1 


27. У”-2ху +8y=0, y(0)=3, у (0)=0 28. (42-51) У/--2ху =0, y(0)=0, y (0)=1 
在 习题 29 和 30 中 使 用 例 5 中 的 求解 过 程 求 出 给 定 微分 方程 在 平凡 点 z=0 处 的 两 个 震级 数 解 . 
29. у + (sinz) y= 0 30.y +e y —y=0 

讨论 题 


31. 讨论 如 何 仅 利用 震级 数 方法 求解 诸如 一 zy 一 1 和 一 hxy’ — y = е 的 非 齐 次 方程 ， 通 过 求解 这 两 个 
方程 叙述 求解 思想 . 
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32. х=0 是 微分 方程 ху 十 (sinz)y = 0 的 平凡 点 还 是 奇 点 ? 利用 适当 的 数学 方法 证 明 所 得 的 结论 . 

33. 在 习题 12 中 给 出 的 特 解 在 z—0 处 是 可 以 展开 的 ， 尽 管 zx 一 0 是 方程 y ty 十 xy = 0 的 一 个 奇 点 ， 然 而 
我 们 知道 这 个 方程 有 另 一 个 在 该 点 不 可 展开 的 解 . 构造 一 个 线性 二 阶 微分 方程 ， 使 z 王 0 为 其 奇 点 ， 而 
方程 的 两 个 解 yy (z) 和 уг (zx) 都 可 以 展开 .不 要 把 问题 考虑 得 太 复杂 . 

34. 我 们 在 由 图 6.1 给 出 的 图 像 中 忽略 了 这 样 一 个 问题 . 如果 将 气体 方程 写成 y = ay , Н z2>0 Н уго 
或 z>0 且 y<0 时， 我 们 对 所 得 的 解 曲 线 可 以 做 怎样 的 解释 ? 

计算 机 实验 作业 

35. (a) 求 出 方程 у + zy' + y = 0 的 两 个 用 和 式 符号 表示 的 震级 数 解 y, (xz) 和 y> (22. 

(b) 利 用 CAS 绘 出 y (x) 的 部 分 和 Sv(z) 的 图 像 ， 取 N=2, 3, 5, 6, 8, 10. 对 x; (x) 的 部 分 和 SiO E 
复 上 述 过 程 . 

(c) 利 用 数值 求解 程序 求 出 解 曲线 并 与 (b) 中 得 到 的 图 像 进行 比较 取 初 值 条 件 为 у (0) =1, x (0) =0 
和 y: (03-40, y (0) =1. | 

(d) 重 新 考虑 (a) 中 的 yy (x)， 用 初等 函数 表示 这 一 级 数 ， 然 后 利用 4.2 节 中 的 (5) 求 出 方程 的 另 一 个 解 ， 
证 明 第 二 个 解 与 震级 数 y (xz) 相同 . 

36. (a) 在 例 5 中 求 出 解 (2) ffl yz (x) 一 个 以 上 的 非 零 项 . 

(b) 求 出 初 值 问题 少 十 (cosz)y = 0,y(0) = 1,y (0) = 1 的 级 数 解 y). 

(oo 利用 САЯ 绘 出 (b) 中 解 xz) 的 部 分 和 5, (7x) 的 图 像 ， 取 N=2, 3, 4, 5, 6, 7. 

(d) 利 用 数值 求解 程序 求 出 (b) 中 初 值 问题 的 解 曲 线 并 与 (c) 中 得 到 的 图 像 进 行 比较 . 


6.2 奇 点 的 解 


微分 方程 多 + zy = 0 Ы ay ty = 0 的 相似 之 处 在 于 它们 都 是 有 变 系数 的 简单 线性 二 阶 方程 . 
这 是 它们 仅 有 的 共同 点 ， 在 前 一 节 中 我 们 看 到 ， 因 为 х=0 是 第 一 个 方程 的 平凡 点 ， 所 以 肯定 能 
求 出 以 该 平凡 点 为 中 心 的 两 个 线性 无 关 的 矫 级 数 解 ， 反 之 ， 因 为 + 二 0 是 第 二 个 常 微 分 方程 的 奇 
点 ， 所 以 求 出 关于 该 奇 点 的 两 个 无 穷 级 数 解 会 比较 困难 ， 请 参考 例 4 和 例 5. 

规则 奇 点 和 不 规则 奇 点 ”线性 微分 方程 


а, (TY +a (z)y + ae (z)y = 0 (1) 
的 奇 点 x 二 zo 可 以 进一步 被 划分 为 规则 的 或 不 规则 的 . 这 一 划分 仍然 依赖 于 标准 型 
y+Plr)y + QG) y = 0 (2) 


中 的 函数 已 和 Q. 

规则 奇 点 和 不 规则 奇 点 

微分 方程 (1) 的 一 个 奇 点 称 为 规则 奇 点 (regular singular point), ， 如 果 函 数 p(a)=(z—s=)P(z)#e 
g(z) 二 (x 一 6)*Q(z) 在 zx 二 zo 处 都 可 以 展开 不 是 规则 的 奇 点 称 为 方程 的 不 规则 奇 点 (Cirregular 
singular point). 

定义 6. 2 中 的 第 二 句 指出 ， 车 函数 p(z) =(х—х)Р(х)ЯН дб) = (z to )2Q(Cz) 至 少 有 一 个 
在 zx 一 ze 处 不 可 展开 ， 则 z 一 闷 就 为 不 规则 硒 点 . 

多 项 式 系 数 welw, 我 们 主要 考虑 线性 方程 (1) 中 的 系数 az ба), а (о) Җа, сон нд 
因子 的 多 项 式 的 情况 ， 我 们 已 经 看 到 如 果 a, (zo) 一 0 则 z= 二 zo 是 (1) 的 一 个 奇 点 ， 因 为 标准 型 (2) 
Ф ЗЕ о Р(х) =а (х) /a, (x) 和 ОСх) =a (х) /а, Ga) Ж УЖ ЕВО ЖИ. {НИ a; (2) 
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一 个 多 项 式 而 z+ 二 zo 是 其 一 个 零点 ， 则 根据 代数 学 中 的 因子 定理 ，x 一 zo 是 wm (z) 的 一 个 因子 ， 这 
意味 着 在 a (z)/a, (z) fl a (z) /a, (zx) 化 为 最 简 形 式 后 ， 仍 然 会 保留 x 一 x。 这 个 因子 ， 这 一 因子 会 
以 正 整数 次 只 的 形式 出 现在 一 个 或 两 个 分 母 中 . 现 假设 x 二 zo 是 (1) 的 一 个 奇 点 ， 但 两 个 由 乘积 定 
义 的 函数 p(xz) 二 (x 一 xo)P(zx) 和 和 g(x) 二 (x 一 xo)Q(z) 在 x=zo 处 都 可 以 展开 ， 我 们 得 到 这 样 的 结 
0, 通过 给 P(z) 乘 以 x 一 zo 和 给 Q(z) 乘 以 (zx 一 xo)? 使 得 (通过 约 分 )x 一 zo 不 再 出 现在 分 母 当 中 ， 
现在 我 们 可 以 通过 检验 分 母 而 迅速 判断 x 二 zo 是 否 为 规则 的 ， 如 果 zx 一 zo 最 多 以 一 次 容 出 现在 
P(x) 的 分 母 中 且 最 多 以 二 次 究 出 现在 Q(x) 的 分 母 中 ， 则 z= 二 zo 是 一 个 规则 奇 点 、 此 外 ， 如 果 z 二 zc 
是 一 个 规则 奇 点 并 且 在 (2) 式 上 和 线 以 (x 一 x。)， 则 原 方程 变 为 
(ж— 20)? y + (z=— ro )b(z)y + q(z)y = 0, (3) 

Жр ра 在 x 二 zo 处 可 以 展开 . 

奇 点 的 分 类 

易 知 zx 王 2 和 <z 一 一 2 是 

(22 — 4) у + 3(2 — 2) у + 5у = 0 

HES ТЕГ И (22 4) = (2) (zx 十 2)* 并 将 系数 化 简 ， 可 得 


PG) = CGT ж Әс) = ТЕ Ta 
现在 我 们 在 每 个 奇 点 处 检验 PM Q(>). 
为 使 zx 一 2 为 一 个 规则 奇 点 ， 因 子 x 一 2 最 多 可 以 以 一 次 赛 的 形式 出 现在 P(z) 的 分 母 中 且 
最 多 可 以 以 二 次 者 的 形式 出 现在 Q(x) 的 分 母 中 ， 对 РО) Q(x) 的 分 母 检验 证 明 了 这 些 条 件 
都 可 满足 ， 所 以 z=2 是 一 个 规则 奇 点 ， 另 外 ， 我 们 也 可 以 通过 注意 到 有 理 函 数 


= (z 一 =— = (z — 2} = 
р(х) = (z — DP) = гуу Р! q(z) = (z — 2 Обл) 


在 х=2 处 都 可 以 展开 从 而 得 到 相同 的 结论 . 
因为 zx 一 (一 2)=z 十 2 以 二 次 军 的 形式 出 现在 PCz) 的 分 母 中 ， 所 以 可 以 得 出 结论 ，z 一 
一 2 是 方程 的 一 个 不 规则 奇 点 .我 们 也 可 以 通过 | 


— 2 3 
р(х) = (z+ 2) P(z) GDG?) 


在 х= —2 处 不 可 以 展开 得 到 相同 的 结论 . m 
在 例 1 中 ， 注 意 到 因为 z=2 是 一 个 规则 奇 点 ， 则 原 方程 可 被 写 为 


在 zx 一 2 处 在 x 二 2 处 
Pz) 可 以 展开 | OTARA 
(z=—2)2y" + (z 2) =: + рузи? = 
在 另 一 个 例子 中 ， 通 过 检验 方程 y —2ху 十 8y = 0 的 函数 Р(х) = 一 2/x? 和 Q(x) 二 8/z: 的 分 
母 ， 我 们 可 以 看 到 х--0 是 方程 的 不 规则 奇 点 ， 另 一 方面 ，z 一 0 是 方程 zy 一 2zy + 8y = 0 # 
规则 奇 点 ， 因 为 х—0 和 (z 一 0)? 并 没有 出 现在 函数 P(z) 二 一 2 和 0‹х)=8/х 的 分 母 中 ， 对 于 
一 个 奇 点 x 二 xo 来 说 ，P(x) 和 Q(z) 的 分 母 中 分 别 包 含 任意 Zz 一 zo 的 小 于 一 次 的 非 负 次 蜘 ( 即 0 


次 ) 和 任意 x 一 zo 的 小 于 二 次 的 非 负 次 短 ( 即 0 次 或 1 次)， 这 意味 着 z 一 如 是 一 个 规则 奇 点 ， 奇 


2032 
(х + 2)° 


0. 
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点 可 以 是 一 个 复数 ， 读 者 可 以 证 明 z 王 3 和 x= 一 3i 是 (zx? 十 9)y 一 3xy + (1 — х) у = 0 В 
个 规则 奇 点 . 

任意 二 阶 柯 西 - 欧 拉 方程 ar?y 十 bzy 十 cy 一 0,a,b,c 为 实数 ,有 规则 奇 点 x 二 0. 读 者 可 以 证 明 
柯 西 - 欧 拉 方程 22 y'— Злу’ + 4y = 0 在 区 间 (0, 十 ce) 上 的 两 个 解 为 六 = 2 ЖП y, = z 1а x. 如果 我 
们 想 求 关 于 规则 奇 点 x = 0 уж ЖО (Вр > = > cz"), 则 应 该 只 能 求 出 多 项 式 解 = Z. 我 们 无 
需 为 无 法 得 到 第 二 个 解 而 感到 奇怪 ,因为 In x( 相 应 地 y; = rln z) {Ех = 二 0 处 不 可 展开 , 即 у, B 
有 以 工 二 0 为 中 心 的 泰勒 展开 式 . 

弗 罗 贝 尼 乌 斯 方法 “为 求 出 微分 方程 (1) 关 于 规则 奇 点 的 解 ， 我 们 应 用 以 下 由 ( 弗 罗 贝 尼 乌 
斯 ) 给 出 的 定理 . 

弗 罗 贝 尼 乌 斯 定理 

如 果 z 一 zo 是 微分 方程 (1) 的 规则 奇 点 ， 则 至 少 存在 一 个 如 下 形式 的 解 


оо 


y= (х= 2) У) с. (х= хо)" = У) or— 20)", (4) 
n=0 


其 中 /是 一 个 待定 的 常数 ， 这 个 级 数 至 少 在 区 间 OCI rR kika. 
注意 定理 6. 2 中 第 一 句 的 “至 少 ”这 个 词 ， 与 定理 6. 1 相反 ,定理 6. 2 并 不 能 保证 可 以 求 出 
两 个 形 如 (4) 的 级 数 解 ， 求 关于 规则 奇 点 x 一 zo 的 级 数 解 的 弗 罗 贝 尼 乌 斯 方法 (method of 


Frobenius) 类 似 于 前 一 节 中 的 “待定 级 数 系数 法 ”， 我 们 将 y= >, оС za)" 代入 给 定 微分 方 


n=0 


程 并 利用 递归 关系 确定 未 知 系数 c,， 然 而 在 确定 系数 之 前 ， 我 们 还 有 另外 一 个 任务 ， 就 是 必须 


先 求 出 未 知 指标 MERED r 不 是 非 负 整 数 ， 则 相应 的 解 y = >, ol 一 xo)" ЖЖ 


级 数 . 
如 我 们 在 求 关于 平凡 点 的 解 的 讨论 中 那样 ， 为 简单 起 见 ， 我 们 总 是 假设 x 二 0 是 规则 奇 点 . 
两 个 级 数 解 
因为 x 二 0 是 微分 方程 
Зху j+ y —y = 0 (5) 


的 一 个 规则 奇 点 ， 我 们 试 求 其 形 如 у = > сах" 的 解 ， 现 有 


y = У) (пос Жу = У (2z 十 门 (2 十 r 一 1)cozr 2, 
л=0 — 
所 以 


Bay” + у —y= 35) m+ ғ) (пт Dor™™ 十 >, +002" 一 Ў) сш" 
п=0 п=0 "=0 


= >) (ntr) (Зп + 3r— 2) са" 一 > c tr 
n=0 m= 0 
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一 xz[r(3r 一 Dor’ + У) (п +0) (Зи 4 Зе 2) сахт 一 > од" | 
п=1 1=0 


үт 


1 k=n 
= xzLr(3r 一 2)coz + У) [a Tr T D GE 3r+ Dem — clx] = 0, 
k=0 
r(3r—2)c =0, 
(& 十 7 十 1)(3& 十 37r 十 1)con — с, = 0,2 一 0,1,2,… . 


因为 如 果 令 c。 二 0， 我 们 将 得 不 到 有 意义 的 结果 ， 所 以 必须 有 
r(3r—2) = 0, (6) 


= Ck = ... 
бө = REF DOLF PI S Oben. (7) 


当 把 满足 二 次 方程 (6) 的 两 个 + 值 r 二 2/3 和 7 一 0 代入 (7) 之 后 ， 得 到 两 个 不 同 的 递归 关系 


_ 7 2 Ck 一 ... 
n= C RF БЛОГ ЭЛЭ (8) 
2 2 C = ... 
T> О.Сюа СЕЗ-ТУС3ЕЛ-1375 0,1,2, . (9) 
由 (8) 得 由 (C9) 得 
— Со 一 Co 
атут атт 
а Со = G — Co 
ё-8.2 21558 %@ 2.4 211-4 


201022 Со C2 Co 
11:3 31548411 3.7 31 1-4-7 
C3 Co C3 Co 


44 4|5948911414 “21.10 411-4-7-10 


Со Со 


Ca nt 54811-4(30--23 Ca Te de 7 (dno). 


这 里 我 们 遇 到 了 一 个 在 求 关于 平凡 点 的 解 时 没有 发 生 过 的 情况 ;两 组 系数 看 似 不 同 ， 但 每 
组 系数 中 都 含有 co。。， 如 果 我 们 忽略 这 一 点 ， 则 级 数 解 为 


= 1 
— ,2/3 " 
уба) = х [+X п15 +8. 11 (39 +2)" | ч» 


æ 1 А 
xG) = °[1+ 5) nli + 42-7-0392 D Ї ар 


n=} 


由 比率 检验 知 (10) 和 (11) 在 xz RARER, 80 | x | 过 十 ce 时 都 收敛 ， 同 时， 由 这 两 个 解 的 形 
式 可 以 看 出 没有 哪个 解 是 另 一 个 解 的 常数 倍 ， 所 以 y, (xz) 和  (z) 在 整个 zz 轴 上 都 是 线性 无 关 
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的 . НЛ, у=С,у, (х) +С» у; (z) 是 (5) 的 另 一 个 解 . 在 任 一 不 包含 原点 的 区 间 上 ， 
如 (0， 十 oo)， 这 个 线性 组 合 代表 了 微分 方程 的 通 解 . = 
指标 方程 方程 (6) 称 为 问题 的 指标 方程 (indicial equation), H r, =2/3 Ж >, =0 RARA 


Xx 二 0 的 指标 根 (indicial root) 或 指数 (exponent)， 一 般 地 ， 在 将 y = У! са" 代入 给 定 的 微分 
л=0 


方程 并 化 简 后 ， 通 过 使 z 的 最 低 次 固 的 总 系数 等 于 0 可 以 得 到 关于 7 的 二 次 指标 方程 ， 我们 解 
出 r 的 两 个 值 并 将 其 代入 如 (7) 的 递归 关系 中 .定理 6. 2 保证 了 至 少 能 求 得 一 个 形 如 假设 的 级 
数 解 . 


在 将 у= У) cz" 代 人 微分 方程 之 前 就 获得 指标 方程 也 是 可 能 的 .如 果 х--0 是 (1) 的 规 


则 奇 点 ， 则 根据 定义 6.2，p (x) 二 xP(x) 和 和 g(x) 二 zx*Q(x)， 其 中 PP 和 Q 由 标准 型 (2) 定 义 ， 
它们 都 可 以 在 x=0 处 展开 ; ИН ЖЕҢ 
р(х) = хР(х) = а + az +a, z + A gla) = 7 Q(z) = bo 十 bz 十 pzz 十 … (12) 
在 一 个 正 的 收敛 半径 内 有 意义 ， 给 (2) 式 两 端 乘 以 z*， 我 们 得 到 形 如 (3) 式 的 形式 
zty + х{хР(х) ]у + (2002) ]у = 0. (13) 


将 y= У) ол" 和 (12) 中 的 两 个 级 数 代 入 (13) 并 进行 级 数 乘法 运算 后 ,我们 求 出 了 一 般 形 式 
的 指标 方程 
"(к 0) +a +b = 0, (14) 
НЭР айй b. WJ H (12258 X. WARRI 6. 2 中 的 习题 13 和 14. 
两 个 级 数 解 
求解 2zy 十 (1 十 z)y +y = 0. 


解 Уу = У c tr 代入 得 
уау +y= 20) tnDntr— Dear + У + Юс”! 


+ У) matras + 2 со" 
п=0 


п=0 


= У) aton- Ос" + 2 (atr Dor™ 
п==0 


п==0 


= z| rr- Daor’ -+ У! (п +) 0п + 27 1)c,z" 十 > (十 > 十 сл” | 


n=1 n=0 


kær] k=n 
= z[r@r— Dar + У) С++ DOE 2r + Den + ++ Da, Ja | 
k=0 


r(2r—1) = 0, (15) 
Ck 十 7 十 1) C2k 十 2r 十 Dean 十 (十 7 十 Dc = 0, (16) 
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k=0, 1, 2, +. 由 (15) 我 们 可 得 指标 根 为 7 二 1/2 ЯМ r, =0. 
对 于 7 二 1/2， 我 们 给 (16) 式 两 端 同时 除 以 上 十 3/2 得 到 


—_ G р ... 

Cetl 2063-1758 0,1,2, 9 (17) 
С = зт = 0,1,2, . (18) 

由 (17) 得 由 (18) 得 

а= 21 а= 

c _ a — Co —_ Co 

27242 2#.2| %@ 3 1.3 

c TC Co — 2. — Co 

377243 27.31 @ 5 1T.3.5 

c — ©з _ 00 — CG __ Со 

42.4 21544! 77  1.34597 

с _ (—1)"co — (—1)"co 

"nl ` б 1.3. 5. 7. (2n 1): 


这 样 对 于 指标 根 x = 1/2 可 得 解 
i A 0-1) (一 1)” хал 
xG) = 5143 2"n! а" |= > SI Элл | х", 


这 里 我 们 再 次 略 去 了 со. 级 数 在 2220 处 收敛 ;因为 有 г", 所 以 级 数 不 能 定义 在 z 为 负 的 区 
间 上 ， 对 于 7 二 0, 第 二 个 解 为 


L Ч (= 1)" n 
nalt > Tr | 9 
在 区 间 (0， +оо) Е, 通 解 为 у= Су (х) +C: уг Са). m 


只 有 一 个 级 数 解 的 情况 

Ф зу +у = 0. 

# 8 2Р(2) =0, FST, 0 #l z х0 处 的 寡 级 数 就 是 它们 自己 ， 所 以 我 们 有 
结论 ae=0 且 名 =0. 由 (14) 得 到 指标 方程 为 (一 1) 一 0， 读者 可 以 证 明 由 7 二 1 #l r; =0 对 应 
的 两 个 递归 关系 得 到 的 是 两 组 完全 相同 的 系数 . 也 就 是 说 ， 在 这 种 情况 下 用 弗 罗 贝 尼 乌 斯 方法 
只 得 到 唯一 的 级 数 解 

(= 1)" 


1 
-一 ntl 一 -一 — 
nD = 21 TGT DT сангын Бет К” = 


三 种 情形 ”为 讨论 方便 , -我 们 再 次 假设 z=0 овиди анне т r, HK 
,表示 较 大 的 那个 根 ， 在 应 用 弗 罗 贝 尼 乌 斯 方法 时 ， 我 们 常常 根据 指标 根 x 和 7 的 性 质 区 


оо 


8 


228 第 6% 
分 为 三 种 情形 . 


情形 1 如 果 ”与 靖 不 同 但 其 差 值 不 是 一 个 整数 ， 则 方程 (1) 存 在 两 个 形 如 y = У) oa 


的 线性 无 关 的 解 yy (x) 和 ys(z)， 例 2 和 例 3 都 属于 这 种 情况 . 
在 下 一 种 情况 中 ,我 们 看 到 当 指 标 根 m 一 rm 的 差 为 一 正 整数 时 ， 第 二 个 解 将 包含 一 个 
对 数 . 


情形 ”如果 о = М, Н N 为 一 正 整 数 ， 则 方程 (1) 存 在 两 个 形 如 


x (z) = У) со" ‚с, 0» (19) 
n=0 


у: (z) = Су. (z)]nz + У) Бах", Б Æ 0 (20) 
的 线性 无 关 的 解 . 其 中 C 是 一 个 可 为 0 的 常数 . 


当 盖 一 六 为 正 整数 时 ， 我 们 不 一 一 定 能 求 出 两 个 形 如 > 一 X) er” 的 解 。 这 一 点 我 们 无 法 预 
先知 道 ， 但 可 以 在 求 出 指标 根 并 仔细 分 析 定义 系数 c, 的 递归 关系 后 得 出 结 结论 ， 有 些 时 候 我 们 可 


以 得 到 两 个 仅 与 z KRKA KK., 即 一 D) с саз R яу, = Эван (C=0 时 


的 (20) 式 )， 请 参考 练习 6.2 的 习题 31. 另 一 一 方面 ， 在 例 4 中 我 们 有 六 一 mm 二 1， 为 一 整数 ， 利 
用 弗 罗 贝 尼 乌 斯 方法 就 无 法 得 到 第 二 个 级 数 解 . 在 这 种 情况 下 ， 方程 (20)，C 关 0， 给 出 了 第 
二 个 解 的 形式 ， 求 出 含有 对 数 项 的 第 二 个 解 的 方法 是 利用 
xG) = xG) | © ei az 

也 是 y + P(z)y' 十 Q(z)y = 0 的 一 个 解 这 一 事实 ， 其 中 y,(x) 是 已 知 解 (请 参考 第 4.2 节 中 的 
(5))， 我 们 将 在 例 5 中 说 明 如 何 使 用 这 一 公式 . 

最 后 一 种 情况 ， 当 指标 根 相 等 时 ， 第 二 个 解 总 是 包含 一 个 对 数 ， 这 种 情况 与 柯 西 - 欧 拉 方 
程 的 辅助 方程 具有 相同 根 的 情况 类 似 . | 

情形 下 “如果 产 一 一 ， 则 方程 (1) 总 存在 两 个 形 如 


(21) 


у(х) = > сыл"! ›су Æ 0, (22) 
п=0 
у (z) = у (z)]nz + > Бх" (23) 
-1 


的 线性 无 关 的 解 . (23) 中 的 解 у (z) 也 可 以 利用 (21)? 求 得 . 
利用 CAS 回顾 例 4 
求 方程 zy” + у = 0 的 通 解 . 
解 ” 由 例 4 中 给 出 的 已 知 解 
жб) = rtia +1 е 43-38, 


我 们 可 以 利用 公式 (21) 构 造 第 二 个 解 y: (z). иен Еи. 精力 和 耐心 的 人 可 以 通过 长 除 
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法 以 及 积分 等 方法 手工 求解 . 人 全 A 的 入 助 这 一 工作 会 变 得 相对 容易 些 ， 我 们 给 出 结果 ， 


(z)= yı (z) | dz 
у(х) = у nf от Ст Ур = x) | I, T, : 
[z+ 35 + 15Х + 42 шил 


5 3 + 


II 


Е 54440959 ши -KRE 


| 


манжин + 积分 后 


或 


уна) = уулаа tan- H үрг Түц + |. 

EREC, +оо) E, ЭВ у= Су (х) C,y (х). | m 
Ж (| ) 线 性 二 阶 微 分 方程 的 不 同形 式 ((1)、(2) 及 (3)) 被 用 来 进行 各 种 理论 上 的 讨 
论 ， 但 在 实际 应 用 中 ， 如 果真 的 要 利用 弗 罗 中 尼 乌 斯 方法 求解 微分 方程 ， 我 们 建议 利 
用 (1) 所 给 的 微分 方程 形式 . 

(Ci ) 当 指标 根 的 差 门 一 六 为 正 整 数 时 (ri 之 疡 )， 有 时 可 以 先 用 较 小 的 指标 根 т; £ 
递归 关系 中 进行 合 代 ， 请 参考 练习 6.2 中 的 习题 31 和 32. 
( 诈 ) 因 为 > 是 二 次 方程 的 根 ， 有 可 能 为 复数 ， 但 是 我 们 不 考虑 这 种 情况 . 


(iv z=0 是 不 规则 奇 点 ， 我 们 可 能 无 法 求 出 任何 形 如 ?一 У) cz" 的 解 . 


练习 6.2 ü 
在 习题 1 一 10 中 确定 给 定 微分 方程 的 奇 点 ， 对 每 个 奇 点 是 否 规 则 进行 分 类 . 
1. ху 42у 十 3y 一 0 2.z(Cz 十 3)2y 一 y 一 0 


3. (42-49) y" + (z+3)y' 十 27 一 0 Уу tyto y=0 


5. (° +4r)y —2zy 十 6y 一 0 6.32 (Cr 一 5)2 光 十 4zy tlr — 25) у=0 

1.(42--х-6)у--(2--3)у 十 (zx 一 2)y 二 0 8.zG2+1)2 y" y=0 

9. è (22 —25)(z—2)2y'+3r(z—2)y +7(z=+5)y=0 10. (а? — 2r 3х)? y +х(х—3)%у — (х1) у=0 

在 习题 11 和 12 中 将 给 定 的 微分 方程 在 每 个 规则 奇 点 处 写成 (3) 的 形式 . 定义 函数 pM ga). 

11. (22 一 1) 交 十 5(Cz 十 1)y +(2z2—z)y=0 12. zy 十 (z 十 3)y 十 7z2y 一 0 

在 习题 13 和 14 中 ，z=0 是 给 定 微分 方程 的 规则 奇 点 . 利用 (14) 中 给 出 的 指标 方程 的 一 般 形 式 求 出 奇 点 
指标 根 . 在 不 求解 方程 的 情况 下 ， 讨论 用 弗 罗 贝 尼 乌 斯 方法 可 以 得 到 级 数 解 的 个 数 . 


13. гу4(4ин2)У--рунд 14. ху +y +10y=0 


在 习题 15 一 24 h, z=0 是 给 定 微分 方程 的 规则 奇 点 .证 明 奇 点 的 指标 根 的 差 值 不 是 整数 .利用 弗 罗 员 尼 


乌 斯 方法 求 出 方程 关于 zx 一 0 的 两 个 线性 无 关 的 级 数 解 ， 给 出 方程 在 区 间 (0， 十 co) 上 的 通 解 . 
15. дху--у +2y=0 16. 2zy t5y 十 zy 一 0 


7. 4zy + 二 y 二 y=0 18. 27°Y zy + (x +1)y=0 
И 2 
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19. 3zy7+ (2—z)y —y=0 


20. = y — (--4-)»-д0 


21. 2xy ~ (3+-2z)y + y= 0 29. узу + (2-4 )y=0 

23. 92? y +92? y +2у=0 : 24. 2а? у --3ху +(2х—1)у=0 
Ы, 2208 25-306, z=0 аад. ШЕВ ата ИН PAR 602616 236 3k. НУДЕ 
方法 至 少 求 出 一 个 关于 z=0 的 级 数 解 ， 利 用 CAS 和 (21) 求 出 第 二 个 解 . 给 出 方程 在 区 间 (0， 十 ce) 上 的 通 解 . 


25. zy 十 2y 一 zy 一 0 2 , 1 
26. ху ху +(=——)y=0 


27. zy 一 zy 十 ?一 0 28. у+%у'—?у=о 

29. ту+(1—х)у—у=0 30. ту+у-+у=0 

在 习题 31 和 32 h, z=0 是 给 定 微分 方程 的 规则 奇 点 . 证明 奇 点 的 指标 根 的 差 值 为 整数 . 对 较 大 的 根 т, 
应 用 由 弗 罗 贝 尼 乌 斯 方法 找到 的 递归 关系 .可 以 求 出 几 个 解 ? 然后 对 较 小 的 根 应 用 递归 关系 ， 这 次 可 以 求 
出 几 个 解 ? 

31. zy+(r—6)y —3y=0 32. z=(z—1)y”"+3y 一 2y 一 0 

33. (а)х=0 是 微分 方程 ry +Hay=0 的 不 规则 奇 点 ， 证明 通过 代 换 :一 1/z 可 得 到 微分 方程 


dy 2 dy 2 
42 T + аА 9 


其 中 上 一 0 是 规则 奇 点 . 
(b? 利 用 这 一 节 中 的 方法 求 出 (a) 中 第 二 个 方程 关于 奇 点 :一 0 的 两 个 级 数 解 . 
(c) 用 初等 函数 表示 出 原 方程 的 每 个 级 数 解 . 
34. ҮЕ 5.2 节 的 例 3 中， 我们 看 到 当 一 个 恒定 垂直 压力 ， 或 载荷 P 施加 于 细 长 匀 质 柱 体 的 横 截 面 时 ， 偏 斜 
Ж >(z) 满 足 边界 值 问题 


2 
Е ФУ + Py = 0,y(0) = 0,y(L) = 0. (24) 


只 有 当 压 力 达 到 临界 载荷 P, 时 ， 柱 体 才 会 发 生 弯曲 或 偏 移 . 
Ca) 现 假设 长 度 为 上 且 其 横 截 面 为 圆 的 柱 体 ， 但 其 为 图 6. 2(a) 所 示 的 锥 形 . 如 果 柱 体 ， 即 一 个 被 截 短 
的 圆锥 ， 有 一 条 如 图 6. 2(b) 给 出 的 剖面 图 所 示 的 母线 у= ст, 横 截面 关于 垂直 于 zy 平面 的 轴 的 转 


动 惯量 为 I 一 n, 这 里 + 二 y 且 y 一 cx， 这 样 我 们 有 I= h/b EP h = IGO) = 


Lathi. 38 1(z) 代 人 微分 方程 (24)， 我 们 看 到 在 这 种 情况 下 偏 移 可 由 边界 值 问题 
x буду = 0, уба) = 0,y(b) = 0, 
描述 ， 这 里 = РЫ /ET， 利 用 习题 33 的 结果 求 出 该 锥 形 柱 体 的 临界 载荷 ЭН 利用 适当 的 恒等式 
将 弯曲 方式 y, 《zx) 表 成 一 个 单个 函数 的 形式 . 
Ы, (Ъ) 4 2=11 В а=1 时 利用 绘图 工具 绘 出 相应 于 欧 拉 载荷 Pi 的 弯曲 方式 у Сх). 
讨论 题 
35. 讨论 如 何 定义 线性 三 阶 微分 方程 
аз (х) у” +a lr)y Ба (z)y а (х) у = 0. 
的 规则 奇 点 . 

36. 微分 方程 za 多 十 ?一 0 和 zz yy+(8z=—1)y 十 ?一 0 都 有 不 规则 奇 点 zx 一 0. 讨论 用 弗 罗 贝 尼 乌 斯 方法 能 
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否 得 到 每 个 微分 方程 关于 х--0 的 一 个 级 数 解 ， 讨论 并 解释 所 得 的 结论 . 


a) b) 


37. 我 们 已 经 看 到 х--0 是 柯 西 - 欧 拉 方程 azz 光 十 bzy + zy= 0 的 规则 奇 点 . 柯 西欧 拉 方 程 的 指标 方程 
(14) 与 其 辅助 方程 有 关系 吗 ? 请 讨论 之 . 


6.3 两 个 特殊 的 方程 


下 面 两 个 微分 方程 
ry + zy + (а? — 2 )y = 0 (1) 
和 
(1 一 z2) 光 一 2zy +п(т+1)у=0 (2) 
经 常 出 现在 应 用 数学 、 物理 及 工程 方面 的 前 沿 研究 中 . 它们 分 别 被 称 为 贝 塞 尔 方程 (Bessel s 
equation) 和 勒 让 德 方程 (Legendre s equation)， 在 求解 (1) 时 我 们 假设 0220, 而 在 (2) 中 我 们 只 
考虑 为 非 负 整 数 的 情况 . 因为 要 求 每 个 方程 关于 z=0 的 级 数 解 ， 所 以 我 们 观察 到 原点 是 贝 
塞 尔 方程 的 规则 奇 点 ， 而 是 勒 让 德 方程 的 不 规则 奇 点 . 
贝 塞 尔 方程 的 解 ” 因 为 xz 二 0 ÆN 塞 尔 方程 的 规则 奇 点 ， 所 以 可 知 它 至 少 存在 一 个 形 如 


у = Y сол" 的 解 . 将 上 式 代 人 (1) 得 
n=0 
ry + zy' + (а? — 2) y 


к=, c.n + r) n + r — 1) z" + > c, (п) х" + >; сыл"? 一 J? 5; с.х"" 
n=0 n=0 n=0 0 


=al —r+r— Zar Ба У) с ах (п4-к-1) 5084: — Ja" + zD са"? 


n=1 n= 
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=c (2 — дл" НЭЭ с.[ (п + r)? — а? Да" +z У) сх". (3) 
n=1 п=0 
H (32211819 3Н r=, ЇЗЭЖ r= Nr = о. 34 r =o В, СЗОЛЕЖ 


БЭЭ can(n 20) 2" 十 my сыл"? 


n=1 n=0 


-а1(14 24)сүаг-- 5 сп (n + 20) х" + >; cae" ] 
n=2 п=0 
v wu 


k=n-2 k=n 


-а | (1-2:0сүх + У) [H22 +20) сы: Hele] = 0. 


k=0 
然后 我 们 得 (1 十 2vw)a 二 0， 以 及 
(Rk 十 2)(& 十 2 十 2v)cwz 十 ci = 0 
或 


一 ны = ... 
бөө = р ЕЕ" О т 


在 (4) 中 如 果 选 择 с ==0, 则 c =c =c =s =0, 所 以 我 们 再 令 R 十 2 一 27， n=l, 2, 3, … 后 ， 
XIF k=O, 2, 4, .... 有 


一 一 C2=—2 5 
бэл 22n( n + o) ` (5) 
因此 
— Co 
2, 1. (Fv) 
— C2 2 Со 
с 202.9. (00 0) 27.1 201460) 024+) 
C4 一 Со 
e 22 , 3(3 + x) 25.41.2.3(Ч41-0)(2--0)(3--0) 
Con C Dco = 1,2,3. (6) 


Эн S Fo To nv) 
而 标准 的 方法 是 选择 co 为 一 个 特殊 值 ， 即 
1 

PPA +o)’ 
其 中 PCL 十 ao) 为 伽 马 函 数 . 请 参考 附录 A. 因为 这 个 函数 有 很 好 的 性 质 T(1 十 a) =ar), RN 
可 以 将 (6) 式 分 母 中 的 乘积 化 简 成 一 项 ， 例 如 ， 

Patut D= Q+ oO + 2) 

Pa 4-04-2) = (+ 0Г(2--1) --(2--0)014-00Г(14-4). 
这 样 我 们 可 以 将 (6) 宇 成 


Co = 


_ C 1)" Ш (一 1)* 
co = этүү OT nt rT 22" ГО +o +n) 
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n=0, 1, 2, = 


第 一 类 贝 塞 尔 函 数 “” 利 用 刚才 得 到 的 系数 cv 和 一 w，(1) 的 级 数 解 为 ?= X) car. 这 
个 解 常用 J,(z) 来 表示 : 2 


оо 


Í (— 1)" = 2rr+v 
1,4)- У CE) 1 50) 
如 果 v 之 0， 则 级 数 至 少 在 区 间 [0， 十 co) 上 收敛 ， 另外， 对 于 第 二 个 指标 r 二 一 uz， 类 似 地 有 
(— 1)" = 2 一 v 
Е Pen era ; Ке 


函数 ЈС) ЈС) КУЗЕ Р o 和 一 v BJ # — Ж Ж Ж Aç sh Ж (Bessel function of the first 
kind). ЯЙ Е о 的 值 ， 它 可 能 包含 x 的 负数 次 寡 且 在 (0， 十 co) 上 收敛 . ° 

现在 我 们 必须 提出 在 写 (1) 的 通 解 时 要 注意 一 些 问题 ， 当 v 一 0 时 ， 很 明显 (7) 和 (8) 是 相同 
的 ， 如 果 020 Н п т о (о) 20 不 是 正 整 数 ， 则 根据 6. 2 节 中 的 情形 工 ， 有 J aA 
J_,(z) 是 (1) 在 (0， 十 co) 上 线性 无 关 解 ， 且 这 个 区 间 上 的 通 解 为 y= Ј.С) с Ј-, Са). 另 
外 我 们 由 6.2 节 的 情形 工 可 知 ， 如 果 7 一 r; 20 是正 整数 ， (1) 的 第 二 个 级 数 解 可 能 存在 . 我 
们 把 第 二 种 情况 再 分 成 两 种 可 能 . 当 v 一 mm 一 正 整数 时 ， 由 (8) 定 义 的 Ј„ (2) Уу Ј-„ О) RER 
性 无 关 解 。 可 以 证 明 J ,是 J。 的 常数 倍 (请 参考 贝 塞 尔 函 数 的 性 质 ( i D). 此 外 ， 当 wv 是 某 奇 
正 整 数 的 一 半 时 ,nn 一 rs 二 2v 为 正 整 数 ， 可 以 证 明 在 后 一 种 情况 下 J.C) #ll J_,(z) 是 线性 无 关 
的 ， 也 就 是 说 ，(1) 在 (0， 十 ce) 上 的 通 解 为 

у = ca J.G) + c. Ј-,(х),о Z Ж. (9) 

y= J (х) у--7уСлэ ЛЕВ 6.3 中 给 出 . 

通 解 : v 不 是 整数 的 情况 


ж = o=. 我 们 可 由 (9) 式 得 到 方程 o, 
ry +ху +(x’ 一 1/4)y 二 0 在 (0， 十 co) 上 的 通 解 为 y= 二 | 


cı Jiz (z) +c. J -172 (z). Ж 6.3 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 
第 二 类 贝 塞 尔 函 数 ” 如 果 v 尖 整数 ， 则 由 线性 组 合 (n=0, 1, 2, 3, 4) 
so ay == cosunJ, (x) — J-C) (10) 


Би 
定义 的 函数 和 函数 J,(z) 为 (1) 的 线性 无 关 解 . 所 以 (1) 的 通 解 的 另 一 种 形式 为 y 二 J,(z) 十 
Y.a), LE эзе. ШЖ оет, m 为 一 整数 ， (10) 为 不 定型 0/0. 由 洛 必 达 法 则 可 以 证 
明 limY, (x) 存在 . 进一步 ， 函 数 

т Y, (|=) = limY, (z) 
MJE y tary (2° -тЭул0 的 线性 无 关 解 . 所 以 对 于 v WEE, ODEO, +o) 
上 的 通 解 都 可 以 写成 


О ” 当 我 们 用 |z 1 代替 工时 ， 由 (7) 和 (8) 给 出 的 级 数 在 0 二 | х | <+co Ek ét. 


у = сЈ, (х) + c; Y, (z). (11) 

Y, z) 823 T v BJ # — 3 ЖОЛ šh Ж (Bessel function of 
the second kind). 图 6.4 给 出 了 Y, (xz) 和 YY (z) ЕХ. 

通 解 : v 为 整数 

通过 确定 = 二 9 及 v= 二 3， 我 们 可 由 (11) 式 得 到 方程 
ty try 十 (x 一 9)y 二 0 在 (0， 十 co) 上 的 通 解 为 у=а 7 Ох) 
十 csY (z). m 

有 时 候 我 们 可 以 通过 变量 代 换 将 一 个 给 定 的 微分 方程 图 6.4 第 二 类 贝 蹇 尔 函数 
转换 成 方程 (1). 然后 利用 贝 塞 尔 函 数 表 示 出 原 方程 的 通 (п=0, 1, 2, 3, 4) 
解 . 例 3 说 明了 如 何 使 用 这 一 技巧 . 

回顾 硬化 弹 禾 

回顾 5. 1 节 ， 我 们 看 到 一 个 物体 在 硬化 弹簧 上 做 自由 无 阻尼 运动 的 数学 模型 可 由 mz 十 


ke“z 一 0，a>0 给 出 ， 现 在 我 们 要 求 这 个 方程 的 通 解 ， 通 过 变量 代 换 。 - 2 Eee 将 硬化 
弹簧 的 微分 方程 转化 为 


52 т z Яа. == asi ж = 0. 
后 面 这 个 方程 可 以 看 作 是 o= 0 нарк, мэт z s 分 别 代替 了 y #f z. 新 方程 的 通 解 
为 x 二 a Jo(s) 十 csYo(s)， 如 果 我 们 回 代 *， 则 可 得 mz” "ke “z —=0 的 通 解 为 


X(t) = с} ( 2 /Ee ман BAE 2 /Ee на! 


请 参考 练习 6. 3 中 的 习题 25 和 35. ш 
在 5.1 节 里 讨论 的 另 一 个 模型 中 ， 弹 簧 特性 随时 间 变 化 的 方程 为 : mx + ktz=0. 在 方程 
两 边 同时 除 以 mwm， 我 们 看 到 该 方程 是 一 个 气体 方程 ，y алу 0. 请 参考 第 6. 1 节 中 的 例 2. 
气体 方程 的 通 解 也 可 由 贝 塞 尔 函 数 表 示 . 请 参考 练习 6.3 中 的 习题 25 27 和 36. 
参数 贝 塞 尔 方 程 ”用 Xx 替换 (1) 中 的 xz 并 利用 链 式 法 则 ， 我 们 得 到 贝 塞 尔 方程 的 另 一 种 形 
式 ， 即 参数 贝 塞 尔 方程 (parametric Bessel equation) : 
zy tary + (Оа? — 2) y = 0. (12) 
(1238 8 Л 
у = aJ, Ar) + c Y, Qz). | (13) 
© ЕШ {ПИШ т(т=0, 1, 2, …) 阶 贝 塞 尔 函数 一 些 有 用 的 性 质 : 
DJ-na) =D" m(x) 
Л, Сх) = (—1)"7, (ж) 
т2>0 
т=0 


27, СО) = ° 
ЦЭЭР: 1 


iv) lim Y, Сх) = —°° 
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注意 性 质 (ii 指出， 如 果 m ABAUJ.. OARA, ШЖ m 为 奇数 则 J. (2) АРРА. 
图 6.4 中 Yo(Cz) 和 Yi(Cz) 的 图 像 描述 了 性 质 (Civy): Y。(Cz) 在 原点 是 无 界 的 ， 这 一 性 质 在 (10) 中 
并 不 明显 . 不 过 可 以 通过 (10) 或 6.2 节 中 的 

Yo (zx) = 2160 -м21-23 CB (++ 231533 

在 => 0 ВГ ЕЭ ҮҮ ЕНД, y=0. 577 215 66… 是 欧 拉 常数 (Euler’s constant). 由 于 对 数 项 的 
存在 ，Yo (z) 在 х=0 处 不 连续 . 

数值 ”在 部 分 xz 处 的 J。Cr)、 帮 (zx)、Yo (zx) 及 Yi1(zx) 的 一 些 函 数值 在 表 6. 1 "Н. ЛС), 
Ji1(z)、Yo《z) 及 Y《z) 的 前 5 个 非 负 零点 在 表 6. 2 中 给 出 . 


表 6.1 1. Ji, Y, & Y, КН 


х J| (z) J, G) Yo (x) Yı Cx) 
0 1.000 0 0. 000 0 一 一 
1 0.765 2 0.440 1 0.088 3 —0. 781 2 
2 223 9 0.576 7 0.510 4 一 0. 107 0 
3 —0. 260 1 0. 339 1 0. 376 9 0. 324 7 
4 — 0. 397 1 — 0. 066 0 — 0.016 9 0. 397 9 
5 —0. 177 6 一 0. 327 6 — 0. 308 5 0. 147 9 
6 0. 150 6 —0. 276 7 — 0. 288 2 —0.175 0 
7 0. 300 1 — 0. 004 7 — 0.025 9 —0. 302 7 
8 0.1717 0. 234 6 0. 223 5 — 0. 158 1 
9 —0. 090 3 0. 245 3 0. 249 9 0. 104 3 
10 — 0. 245 9 0. 043 5 0. 055 7 0. 249 0 
11 一 0. 171 2 — 0. 176 8 — 0.168 8 0.163 7 
12 0.047 7 一 0. 223 4 — 0. 225 2 一 0.057 1 
13 0. 206 9 一 0.070 3 一 0.078 2 —0. 210 1 
14 0.1711 0.133 4 0.127 2 —0.166 6 
15 —0. 014 2 0. 205 1 0.205 5 0.021 1 


36.2 J. J. Y, Z Y, 9 


Jo) J. =) Y. (z) Y i (x) 
2.404 8 0.000 0 0.893 6 2.197 1 
5.520 1 3.831 7 3.957 7 5.429 7 
8.653 7 7.015 6 7.086 1 8.596 0 
11.791 5 10.173 5 10. 222 3 11. 749 2 
14. 930 9 13. 323 7 13.361 1 14. 897 4 


_ 4909 — 13337 ВА 


微分 递归 关系 不 同 阶 的 贝 塞 尔 函数 的 递归 公式 在 理论 和 实践 中 都 是 重要 的 在 下 一 个 例 
子 中 我 们 将 推导 微分 递归 关 系 (differential recurrence relation). 
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利用 级 数 定义 推导 
推导 公式 Jaa) =v], (r) zJ. (z). 
解 ” 根据 (7) 我 们 有 


, Е сс C D"(2n + ЁЗ ?п+® 
xJ (x) > ИРЕТКИ?) 


2 со (— 1)" x 2n+u °° 《一 D'n x 2п+ъ 
92) па oT (3) +22] ETETE, 


0 


vu 


_ (— 1)" т\т! 
ч, + z 2; бог 151553) 
аан 
_ со (— 1)* + ү! юэ 
uJ, (x) У rr TD ( 2 | = oJ æ) > zJ a б). m 


例 4 中 的 结果 可 写成 另 一 种 形式 ， 用工 去 除 JI ODS vJ,(z) 二 一 +J ,i1(7) 两 端 ， 得 
J (zx) 一 J.G) =— J un G). 
这 个 表达 式 可 以 看 成 是 关于 J.(z) 的 线性 一 阶 微分 方程 ， 在 方程 两 边 同 乘积 分 因子 хэй 
27] “(291 =— zr "J, z). (14) 
x 
类 似 地 ， 可 以 证 明 
dEr, a] = z"J, , (r). (15) 
ах 


请 参考 练习 6. 3 中 的 习题 19. 〈14) 和 (15) 中 的 微分 递归 关系 对 于 第 二 类 贝 塞 尔 函 数 Y,(z) 也 是 
适用 的 .观察 到 当 o=0 时 由 (14) 可 得 
Jol) 一 一 万 (z) Я Үү (х) =— Y, (z). (16) 

这 些 结果 的 应 用 在 练习 6. 3 中 的 习题 35 给 出 . 

球面 贝 塞 尔 函 数 ” 当 wv 是 某 奇 数 的 一 半 时 ， 即 ， 土 1/2， 土 3/2， 土 5/2，…， 第 一 类 贝 塞 
ЖАКИШ ЖЮ sin z. cos x K z ЖЭЛ. ХЭЛЖ ЛЕ ШП Жол ж Ж 
(Spherical Bessel function). 

о =1/2 时 的 球面 贝 塞 尔 函 数 

R Л. (z) 的 另 一 种 表达 式 . 

解 ” 当 w==1/2 时 ， 我 们 由 (7) 得 


со 


с— 1)" х 
09 0 ирк) 4 


2т+1/2 


现 由 前 面 提 到 的 性 质 PC(1 二 o) 一 aF(a) 和 了 (1/2)=Vr， 可 得 


rmo (itt) ат) 4 


r= n r(t $) irg) ha 


线性 方程 的 级 数 解 


237 
n=? г(14-4)- (9) ук — А5321 — 5! 
2 2 \2 23 Vm 23.4.2 х 去 21 УЛ, 
Е 7\、 ?7 /7\、 7-51 7.6.51 71 
= 3, i+ + L\= = 211 
" г(1+5) z (z) 22) УЛ ane pr Vx ЗҮ УХ 
一 般 地 ， 
1 2 1)! 
г(1+-у-+)= ад үх, 
所 以 
2 (— 1)" х үлэ 2 3 (— 1)” 
Лбх) = —— P =, | 21 
цан Хаад 3) 去 之 Cnt D!“ ` 
Ы 21811. 1 
因为 最 后 这 个 级 数 是 sin х 的 麦克 劳 林 级 数 ， 所 以 有 
J uz (z) = Z sina. Ш 


求解 勒 让 德 方程 因为 二 0 БООВ ОЛОХ, ПИШЕ у = У) сал RA, Rm 
式 标记 并 合并 级 数 后 得 
(1 一 好) 光一 2zy + п(п +1) у = [nln +1) + 2с; |+ [ (т — 1) (п 2)с, 十 6cs]z 


+ УУ) [ О +2)G + Ось + (т— j) (n + j + 1Dc,]= == 0, 
j=2 


п(п + 1)с + 2с; = 0 
(n—1) (п + 2с, + бєз = 0 
G +2)G + Ica + n—Jj)@n+ J+ 1D)c, = 
或 
” _n(n-+ 1) с, 
эр 
=) +2) 
3! 


(n—j)(n+j-+ D. f 
G+ 2)G + 1) 6 


如 果 我 们 分 别 令 7 二 2，3，4，…， 则 由 递归 关系 (17) 得 
(п — 2) nt 3). _ (п = 2)п(п + 0+3) 


J = 2,3,4, ***. (17) 


Со 


4 


4.3 4! 
m—3) 0н 4) (п — 3)(п— 1) (и Е 2) о +4). 
Gs 
544 5! 
| п 40) (+5) (л — 4) (п 2) пп 1) 0н 3) +5) 
% 6-5 6! 
(m—S (n +6). 


C7 


7.6 
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_ Сп 5) (п — 3) (п 1) (n - 2) (n T 4) (n 6). 
71 ! 


等 等 ， 这 样 我 们 至 少 在 | х | < 上 得 到 两 个 线性 无 关 的 军 级 数 解 : 
эд = i 0 „ олор ya 


41 
гн (18) 
о оа ЕЮ ә Эи s 
(0—5) (п — 3) (п – 1) (п +2) (044) (п 十 6) ， | 
71 Zz? 十 … |. 
注意 如 果 л 为 偶数 ， 则 第 一 个 级 数 有 限 ， 而 ys (x) 为 无 穷 级 数 . 例如 ， 如 果 ”一 4， 则 
у(х) = oli- +” „22457 5 : Tæ |= co| 1— 102 +], 
类 似 地 ， 当 ?为 奇数 时 ， 级 数 y. (x) 终止 于 x"; 即 当 nn 为 非 负 整数 时 ， 我 们 得 到 勒 让 德 方程 的 


一 个 n 次 多 项 式 解 . 

因为 常数 乘 以 勒 让 德 方 程 的 解 仍 是 方程 的 解 ， 所 以 我 们 仍 要 根据 n 是 奇 或 偶 的 正 整数 选择 
co 或 c 的 具体 值 ， 对 于 n= 二 0 我 们 选择 co 二 1， 对 于 nn 二 2，4，6,，…， 有 
руне 13и D, 


co = ( 


2. 4. n ' 
而 对 于 n=1 我 们 选择 cl 一 1， 对 于 я--3, 5, 7, сэ 有 
、 = (— 1y 1⁄2 1,3: 
Су ( 1) 2 n wr 


例如 ， 当 п=4 时 我 们 有 


— ( “iji 2 22) + а 2 
yi (z) = (— 1) 8141 1057-4205 z (352 302? + 3). 


WEWER UE n 次 多 项 式 解 称 为 勒 让 德 多 项 式 (Legendre polynomial) ， 且 用 Р, (х) Ж 
表示 ， 由 y ЭМ ys(z) 的 级 数 和 前 面 对 co 与 c1 的 选择 ， 我 们 可 求 出 前 几 个 勒 让 德 多 项 式 为 


P(x)=1 Р, (х) = < 
1 
Р,(х) = TGr —1) P, (z) = +(5z' — 32) a9 


1 
8 
WAE, PCa), Pila), Pila), PCr), RREMAN TE 
n= 0: (1—х)у —2zy' = 0 
n= 1: (1—хЭу — 2zy' + 2y = 0 
n= 2; (1 一 好 ) 光 一 2zy 十 6y 一 0 
n= 3: (1— 22) у — 25у’ + 12y = 0 


Р, (х) = 1(352* — 302 +3) Р, (х) = Но — 702: +152). 


(20) 
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的 特 解 . 
《19) 中 的 六 个 勒 让 德 多 项 式 在 区 间 一 1 委 z 委 1 上 的 图 像 由 图 6. 5 给 出 . 


їй ”读者 可 以 用 (19) 中 的 勒 让 德 多 项 式 证 明 以 下 
性 质 . 


(1)P,(~ z) = С 1)°Р„(х) 
СЇЮР,01) -1 CHOP. 1) = С)" 
(jy)P,(0) = 0,n 是 奇数 СУЭР”,С0) = 0,n EBA 


性 质 ( | ) 指 出 ，P, (zx) 的 奇偶 性 取决 于 n 是 奇数 还 是 偶数 ， 
如 图 6.5 所 示 . 


递归 关系 ”在 一 些 实际 应 用 中 ， 微 分 方程 不 同 次 数 的 勤 -1 0.5 1 
让 德 多 项 式 的 递归 关系 是 重要 的 .我 们 不 加 证 明 地 给 出 三 项 图 6.5 勒 让 德 多 项 式 
递归 关系 (n=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6) 
(А+ JP, , (z) — (2k 1) Р, (х) 4-3Р, 1029 = 0, (21) 


其 适用 于 k= 二 1，2，3，… 的 情况 ， 在 (19) 中 我 们 列 出 了 前 六 个 勒 让 德 多 项 式 . 如 果 我 们 想 求 
出 P,Cz)， 那 么 可 以 利用 &=5 时 的 (21) 式 求 之 ， 这 个 关系 可 以 用 已 知 的 PCz) 和 Р, (zx) 表示 
НР, 《xz)， 请 参考 练习 6. 3 中 的 习题 30. 

另 一 个 公式 虽然 不 是 递归 关系 ， 但 可 以 通过 微分 生成 勒 让 德 多 项 式 . 这 些 多 项 式 的 罗 得 里 
格 斯 公式 (Rodrigues' formula) 为 


Р„(х) = Б E a —1)",п = 0,1,2. (22) 
2"%п\ ал” 

请 参考 练习 6.3 中 的 习题 40. 
练习 6.3 

在 习题 1 一 8 中 求 出 给 定 微分 方程 在 (0， +оо) Е. 

1. ry tary +(= -4 )у=о 2. ху try +(а%*—1)у=0 

3. 42? y +4ху +r —25)y=0 4. 1622 у +16ху + (162? —1)у=0 

ГА , 4 22 
5. zy +y 十 zy 一 0 6. [zy ]+(z 一 二)>=0 
т. уху + 092? —4)у=0 8. 22у ху +(з6*—--)у=0 


9. 利用 变量 变换 y= x P uv(z) 求 微分 方程 
а?у + 2ху “十 和 revy 一 0， 工 二 0. 
的 通 解 . 
10. 证 明 y= 二 zx"J ,(z) 是 微分 方程 
ry 十 (1 一 2n)y +ху=0, «0. 
的 一 个 特 解 . 
11. 证 明 у= zr "J ,(x) 是 微分 方程 
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ху--(01420Уу +ху=0, 20. 
的 一 个 特 解 . 


12. ЕН у = Ух] Ar), A > 0 是 微分 方程 


zy + (А r= +--)у=0, х >> 0. 


的 一 个 特 解 . 

在 习题 13 一 18 中 利用 习题 10、11 和 12 的 结果 求 出 给 定 微 分 方程 在 (0， 十 ce) 上 的 一 个 特 解 . 

13. у+у=0 14. zy —y +zxy=0 

15. zy 十 3y +ху=0 16. 422 y + (162 十 1)y 一 0 

17. ху + (2° —2)у=0 18. zy —5y 十 zy 一 0 

19. (a) 利 用 例 4 的 推导 过 程 ， 证明 Joa) =ou aHa] a. [提示 : 利用 2n 十 v= 二 2(n 十 v) 一 vw.] 
(b) 利 用 (a) 中 的 结论 推导 (15). 


20. 利用 习题 19(a) 中 得 到 的 公式 推导 递归 关系 2u o) = rJ. (z) rJ,- C). 
在 习题 21 和 22 中 利用 (14) 或 (15) 推 出 给 定 的 结果 . 


21. [ооа = zJ1(z) 
22. G= J G= — J (x) 
23. 利用 例 5 的 推导 过 程 ， 用 cos z 和 xz WEER 712049. 


24. (a) 利 用 习题 23、 习 题 20 中 的 递归 关系 ， 及 例 5 中 的 结果 ， 用 sinz, cos z fll х RERI ШУ зу2 (z), 
J- з/2 (z) 和 Тал (z). 


Ы. 《〈b) 利 用 绘图 工具 绘 出 Лу (z), Јо Со). Jaz), J-a OF Ло OHER. 


25. AMERRE s= 2 |Ë Q 将 硬化 弹簧 的 微分 方程 m Hke 0, а220, RH 
а т 
5? g саро -一 мана х = 0. 
26. ща ЯВ w а С 1/9) 00, £>0 的 解 时 ， 证 明 уа о ( Бал") лг 


By +a ху=0, z=>0 的 解 . [提示 ; 在 进行 微分 、 代 换 和 化 简 后 ， Фа а", | 
27. 利用 习题 26 的 结果 ， 用 贝 塞 尔 函 数 表示 出 气体 方程 在 >00 时 的 通 解 . 
28. 可 以 证 明 通过 变量 代 换 ， 微 分 方程 xy 十 My=0 在 区 间 (0， 十 ce) 上 的 通 解 为 
у == а /zJ (2 МАЕ) + c үхҮү(2 МАХ). 
ЇЕХ-1 的 情况 下 ， 通 过 直接 代入 证 明 у = /zJ (2 Vz) 是 方程 的 - -个 特 解 . 
29，(a) 利 用 勒 让 德 方程 的 显 式 解 y, (z) У у; (z) DÀ Ë X co 和 ci 的 适当 选择 求 出 勒 让 德 多 项 式 Ps CDA P, (z). 
(b) 写 出 以 P, (x) 和 Pi(x) 为 特 解 的 微分 方程 . 
30. 利用 递归 关系 (21) 及 P, (z) =1 和 P, (z) = z 生成 后 面 的 六 个 勒 让 德 多 项 式 . 


31. 证 明 微 分 方程 
sinô £y 十 соз@ ду 十 n(n 十 1)(sin6)y = 0 
可 以 通过 代 换 r= cosh 转换 为 勒 让 德 方程 . 
讨论 题 


32. 在 该 题 中 我 们 忽略 图 6. 3 给 出 的 图 像 ， 利 用 代 换 y= w/ Vz 说 明 贝 塞 尔 方程 (1) 有 另 一 种 形式 
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这 与 习题 12 中 的 微分 方程 的 形式 一 致 ， 对 于 确定 的 v 值 ， 讨 论 如 何 通 过 这 个 方程 辨别 (1) 的 解 在 x-> 十 oo 
时 的 性 质 . 

33. 讨论 如 何 利用 Л С = ЈС) (习题 22) 和 微 积分 学 中 的 罗 尔 定理 说 明 J。(x) 和 J, 1Э лд 
出 现 的 ， 即 在 J,(x) 任 两 个 连续 的 零点 之 间 存 在 (xz) 的 一 个 零点 ， 请 参考 图 6. 3 和 表 6. 2. 


34. 当 wv 二 n,n 为 非 负 整数 时 ， 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 J OTHER J = 上 | cos( zsint — m) dt 表示 . 


х 
当 为 非 负 整数 时 ， 如 何 从 这 个 积分 得 出 对 所 有 的 有 | J.G) | «17 请 讨论 之 . 
计算 机 实验 作业 
35. (a) 利 用 例 3 中 给 出 的 通 解 求解 初 值 问题 


42 4 е "е = 0,х(0) = 1,7r (0) 一 一 4. 
并 利用 J Ge)= — бх) Yo (х) = —Y. (х), 根据 表 6.1 或 CAS 确定 其 系数 . 
(b) 利 用 CAS 在 区 间 0«0252200 上 绘 出 (a) 中 得 到 的 解 的 图 像 . 


36. (a) 利 用 习题 27 中 得 到 的 通 解 求解 初 值 问 题 
447 + tz = б,х(0.1) = 1,070.10) =— +. 


利用 CAS 确定 其 系数 . 
(b) 利 用 CAS 在 区 间 42620 上 绘 出 (a) 中 得 到 的 解 的 图 像 . 
37. 一 根 匀 质 细 柱 ， 垂 直 于 地 面 并 有 一 端 谎 人 地 面 . 如 果 其 长 度 远 远 超过 一 确定 的 临界 值 ， 那么 它 将 在 自 
重 的 影响 下 发 生 偏 移 或 弯曲 证明 在 点 P(z) 处 相对 于 垂直 方向 的 偏 移 角 90(z) 是 边界 值 问题 
EI © (L — 200 = 0,000) = 0,0(L) = 0, 


的 解 ， 其 中 五 是 杨 氏 模 量 ，[ 是 横 截面 的 转动 惯量 ，5 是 线 密度 常数 ，z 


юм 
НИКЕ ДОВ. MA 6. 6. 只 有 在 边界 值 问题 有 非 平凡 解 时 ү 
柱 体 才 会 弯曲 . il. 
Ca) 首先 进行 变量 代 换 :==L 一 x， 并 叙述 得 到 的 边界 值 问题 ， 然 后 利用 习 PO 
题 27 的 结果 ， 用 贝 塞 尔 函 数 表示 出 微分 方程 的 通 解 . i 
(b) 如 果 一 根 实心 铁 棒 半 径 г 0. Обіп, де = 0. 28Alb/in, E=2.6X 10? | | 
lb/i?, Ак, B 1= art, ЯН СА5 ЖН EE L. -oi ни 
38. 在 5.2 节 的 例 3 中 我 们 看 到 ， 当 一 个 垂直 的 常 压力 或 载荷 已 施 加 于 一 匀 — 
质 细 柱 的 横 截 面 时 ， 偏 移 量 >(z) 满 足 边界 值 问 题 | 
图 6.6 


а? 
ЕІ S2 + Py = 0,y(0) = 0,y(L) = 0. 


Cay hI E 25 jH 4 I + EI Ч х 成 正比 ， 那 么 上 ICz) 一 AZ， 这 里 为 正比 例 常数 .如果 ЕГ) == 
м А, WA k=M/L 和 且 EI1(z) 一 Mx/L， 利 用 习题 28 中 的 信息 求 出 
r dy 


M S+ Py = 0,y(0) = 0,y(L) = 0 


WIR. BEA NIY C Ах) 在 z= 一 0 时 不 为 0. 
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(b) 利 用 表 6, 2 求 出 柱 体 的 欧 拉 载荷 Pi. 
OAH CAS 绘 出 相应 于 欧 拉 载 荷 P, 的 第 一 弯曲 方式 y, (z) 的 图 像 ， 为 简单 起 见 假设 —1 B L=1. 
39. 利用 表 6.2 或 CAS 求 出 J。(x) 两 个 连续 零点 之 间 的 差 值 。 对 J, (zx) 做 同样 的 工作 . 利用 表格 或 CAS， 
对 J,(z) 重 复 同样 的 过 程 .试用 公式 阐述 所 得 推断 ， 讨 论 这 个 数据 和 习题 32 有 何 联 系 . 
40. 在 本 题 中 我 们 忽略 了 (19) 式 给 出 的 勤 让 德 多 项 式 列表 及 图 6. 5 给 出 的 图 像 . 
(a) 利 用 罗 得 里 格 斯 公式 (22) 生 成 勒 让 德 多 项 式 Pi), Pr), e, P(x). 利用 CAS 进行 微分 和 
化 简 . 
AM CAS H P, (х), Р, (х), 0, Р. (zx) 在 区 间 [ 一 1，1] 上 的 图 像 . 
OAM CAS 中 的 求 根 过 程 找 出 PC), Pelr), s PORRA. 如果 勒 让 德 多 项 式 是 CAS 中 的 
内 置 函 数 ， 那 么 求 出 更 高 次 勒 让 德 多 项 式 的 零点 ， 推 测 如 何 求 得 任意 勒 让 德 多 项 式 P, (zx) 的 零点 ， 
并 检验 这 个 推测 是 否 正确 . 


第 6 章 复 习题 


1. 假设 已 知 震 级 数 У) ce(z 一 久 在 z 一 一 2 ДАК, E z 一 13 处 发 散 ， 讨 论 级 数 在 zx 一 一 7?，0，”，10， 


11 处 是 否 收敛 ， 可 能 的 答案 有 收敛 、 不 收 仿 和 不 一 定 . 

2. 利用 sin x 和 cos х 的 麦克 劳 林 级 数 以 及 长 除法 求 出 函数 f(x) 二 sin z/cos х 的 罕 级 数 展开 式 的 前 三 个 非 
零 项 . 

在 习题 3 和 4 中 不 解 方程 ， 给 出 以 0 为 中 心 的 竹 级 数 解 收敛 半径 RR 的 最 小 值 . 

3. (z? — 2r +10)y +у = 0 

4. (1 — віпл) у + zy = 0 

在 习题 5 和 6 中 构造 具有 给 定性 质 的 线性 二 阶 微分 方程 . 

5.z=1 为 规则 奇 点 且 х=0 为 不 规则 奇 点 . 

6.z 一 1 和 х= —3 为 规则 奇 点 . 

在 习题 7 一 12 中 利用 适当 的 关于 z=0 的 无 穷 级 数 方法 求 出 给 定 微分 方程 的 两 个 解 . 


7. 2xy +y +y=0 8. y — zry — y= 0 

9. (z—1)y' +3y=0 10. уау +zxy=0 

11. zry (х+2) у +2y=0 12. (соѕх) у + у=0 

在 习题 13 和 14 中 求解 给 定 的 初 值 问 题 . 

13. У-ху +2y=0. y(0)=3, y (0) 一 一 2 14. (z+2)y'3y=0, y(0)=0, у (0) =1 


在 习题 15 和 16 中 检验 х=0 是 给 定 微分 方程 的 平凡 点 、 奇 点 ， 还 是 不 规则 奇 点 . [提示 : ИЙ созт ЯП e 
的 麦克 劳 林 级 数 . ] 
15. xy+(1—cosz)y +x’ у=0 16. (e—1—xz)y'T+zxzy=0 


17. 注意 到 z—0 是 微分 方程 y +r y t2ry=5— 2r H10 Ж. Ах, ЖН y = У) cx" 求 出 由 三 个 


以 z=0 为 中 心 的 吞 级 数组 成 的 通 解 ?> 一 多 十 yo， 
18. 一 阶 微分 方程 dy/dzx= 二 x? 十 y 不 能 利用 初等 函数 求解 . 不 过 其 解 可 由 贝 塞 尔 函 数 表示 . 


(a) 证 明 通过 代 换 y 一 一 过 4и 可 以 将 方程 变 为 迪 十 zx 一 0， 


(b) 当 四 是 贝 塞 尔 方程 Z u + zu +a — 1/16)xe= 0 的 解 时 ， 证 明 u= ze [+ z )# u+ u= 0 
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的 解 . 
(c) 利 用 6.3 节 中 的 (14) 和 (15) 的 如 下 形式 


J.G) = —J.G) Ла G) f JG) = 一 ZJ + Jm) 
W dy/dr= х* +y KASARAH 
Iu (3) (+=) 
Ju (е) (e) 


19. 我 们 知道 当 п=1 f, у(х) = x 是 勒 让 德 微分 方程 (1 一 x*)y 一 2xy 十 2y 二 0 的 解 . ШЕВА Е [18] — 1< 
х<1 上 的 另 一 个 线性 无 关 解 为 


y, (z) = 到 mn( 计 三) 一 1 


уг х 


20. (a) 利用 二 项 式 级 数 证 明 


(а—2х +) = DPO. 
n=0 
(b) 利用 (a) 中 结果 证 明 Р„(1)=1 和 Р„(—1)=(—1)". 


方形 函数 ; Г е 
第 7 章 ” 拉 普 拉 斯 变换 


在 物理 系统 的 线性 数学 模型 中 ， 例 如 弹簧 /质量 系统 和 串联 电路 ， 微分 方程 
та р ъд = ува) Чак 二 
的 右边 (也 就 是 输入 函数 ) 是 一 种 施 迫 函数 ， 表 示 外 力 f(z) 或 外 部 电压 E(z). 在 5.1 节 中 ， 我 
们 考虑 了 ME 是 连续 函数 的 情形 . 但是， 离散 的 施 迫 函数 也 是 很 常见 的 . 例如 ， 对 电路 作 
用 的 外 部 电压 可 以 是 分 段 连 续 的 ， 也 可 以 是 周期 性 的 . 在 这 种 情况 下 若 用 第 4 章 介 绍 的 方法 解 
电路 的 微分 方程 是 非常 困难 的 . 本 章 介 绍 的 拉 普 拉 斯 变换 是 简化 求解 这 类 方程 的 有 力 工具 ， 正 
如 7.4 节 所 介绍 的 . 


7.1 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 

在 初等 积分 中 ， 读 者 已 经 知道 了 微分 和 积分 是 一 种 变换 ， 即 这 些 运算 把 一 个 函数 变 为 另外 
一 个 函数 . 例如， 对 于 函数 SaS, 用 微分 和 积分 运算 依次 将 其 变 为 线性 函数 和 一 族 三 次 
方 的 多 项 式 函 数 : 48-22 R | az = atc. 此 外 ， 这 两 种 变换 都 有 线性 性 质 (linearity 
property); 即 函 数 线性 组 合 的 变换 是 变换 的 线性 组 合 。 对 常数 a 和 8B， 有 

Гаўса) АС] = af’ ба) + Bz G) 
及 
| [erco +æ 14е = af ЭЭР ГЭ: (1) 

成 立 ， 假 设 导 数 和 积分 都 存在 .在 本 节 中 ， 我 们 将 学 习 一 种 特殊 的 积分 变换 ， 称 为 拉 普 拉 斯 变 
换 (Laplace transform). 除了 线性 性 质 外 ， 拉 普 拉 斯 变换 还 有 很 多 有 意思 的 性 质 ， 这 些 性 质 使 


得 它 在 解 线性 初 值 问题 的 时 候 非常 有 用 ， 
积分 变换 “车 f(z,y) 是 一 个 双 变量 函数 ,那么 f 关 于 一 个 变量 的 有 限 积分 是 另外 一 个 变量 的 


函数 例如 ,把 看 成 是 常数 , 则 有 | 2zyzdz зу .类 似 地 ,我 们 定义 形 如 | Keep CD 中 的 积分 为 
把 变量 1 的 函数 了 变换 为 变量 s 的 函数 三 . 这 里 我 们 专门 讨论 积分 变换 (integral transform) , 
它 的 定义 区 间 为 无 界 区 间 [0， 十 oo)， 车 SOE NAEL MERRI | Кб.) 


可 以 定义 为 一 个 极限 : 


十 co 
| K(s,) rod = lim | KC) fdt. 
0 b—+eoJ 0 


如 果 极 限 存在 ， 就 说 这 个 积分 是 收敛 的 ;如 果 极 限 不 存在 ， 那 么 积分 是 发 散 的 ， 通常， 上 述 极 
限 只 对 变量 s 的 某 个 值 存在 ， 当 КС, OD =e" “时 给 出 了 一 个 非常 重要 的 积分 变换 . 

拉 普 拉 斯 变换 

£ 是 一 个 定义 在 it 之 0 上 的 函数 ， 则 积分 


十 oo 
ЖОРОО) = |, e“ fO) d: (2) 


称 为 上 的 拉 普 拉 斯 变换 (Laplace transform), іх #418440 ЖК šk 5. 
当 积 分 (2) 收 敛 时 ， 这 个 积分 是 s 的 函数 . 在 通常 的 讨论 中 ， 我 们 用 小 写字 母 表示 要 变换 
的 函数 ， 用 相应 的 大 写字 母 表示 拉 普 拉 斯 变换 ， 例 如 
Ef} = FCs), igw) =G), Qiya)? = ҮС»). 
定理 7. 1 的 应 用 


REI). 
解 由 (2) 知 ， 
Ф(1)- ЇГ е-"(й = lim | ed 
~ Jo b—+ooJ 0 
= lim = lim e 1 1 
bto S o bepo s s 
设 >0. EREK 52-0 BF, 3 5р 是 负 的 ， 并 且 当 b> 十 oo 时 ， e *—=0. 当 s<0 时 积分 是 
Ж ВЈ. | | 


用 极限 符号 表示 显得 有 些 繁琐 ， 因 此 我 们 用 | 表示 lim () |. йд, 


十 co 


— st 


十 co — 
em = f e*(1)dt = 2 


= 1 60. 
5 


在 极限 的 上 界 处 ， 我 们 知道 当 : 一 十 oo 且 >R, A e“. 
ШЫ = x 7. 的 应 用 
R$. 
; вш | e ишге“ =0, s>0 和 例 
解 ” 由 定义 7.1 可 得 多 {t} 一 | etdt， 再 由 分 部 积分 法 ， 并 由 Jimie 
1 的 结果 我 们 可 得 


一 te" |+ 175 y 1 211(13 1 
gi) = =EN +21 a= 1 #{1} (6) z = 
定义 7.1 的 运用 
KELT. 
Я ”由 定义 7.1， 可 得 
Ф (es ) = ЇГ e e *dr= ЇГ е“ 
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一 e +! 十 co 
5 十 3 | 
= s + 3 552—3 
这 个 结果 可 由 当 * 十 3 六 0 或 * 盖 一 3 В, lime»! =0 得 到 . m 
定义 7. 1 的 运用 
Ж (8211). 
解 ” 由 定义 7.1 以 及 分 部 积分 法 可 得 
十 co oo: 十 ee со 
Ф (8121) -| e *sin2tdt е “зїп? + 2 Ї e “cos2tdt 
0 5 0 5 Jo 
2 (1500 
= [Г е “со52141, 52 0 
lime“ cos2t = 0, s> 0 sin2z 的 拉 普 拉 斯 变换 
{ { 
мя +оо оо 
2 | e ” cos2z 2 N е“ sin2zar | 
5 5 0 S Јо 
-2 - £ Ф { ѕіп22). 
АК, SAAHA Ф ( ѕіп2:). 可 以 解 这 个 等 式 ， 得 到 
. 2 
© { ѕіп21) = трд’ s> 0. m 


了 是 一 个 线性 变换 ”对 函数 的 线性 组 合 ， 我 们 有 
Ї e [af G) + Ra GD Jd: = «| ЭН Єч (Ddr. 
对 52»с WW T yk Sk. 因此， 有 
Elaf O HRED) = a Ф СО) HBL) = aF(s) +G). (3) 
内 为 有 (3) 的 性 质 ， 所 以 岁 被 称 为 是 线性 变换 (linear transform). 例如 ， 由 例 1、 例 2， 有 


g0 +5) = #00 +590) = T+ Z, 
再 由 例 3、 例 4， 有 
Ф(4675--108021) = 4 @(e*) 一 10 Ф (sin2:) = 227. 
我 们 用 下 一 个 定理 来 把 前 述 例子 的 结论 一 般 化 .从 此 处 开始 ， 我 们 不 对 * 加 任何 限制 ;只 
要 ç 能 够 充分 保证 拉 普 拉 斯 变换 的 积分 是 收敛 的 就 可 以 . 


一 些 基本 函数 的 变换 
(а) (1) = 


5 


1 
wget, n=l, 2, 3, ““ (0) (е } = 
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А k 3 
(4) L sinkt) = улу Ce) {coskt} = т 


(D psinhkt) = —Ë (g) Ф {coshkt) = —š 


52 — р? 52 — р? 

ФОО) Е ХЕ та ВР А И — дЕ К. БИШ, Ф(1/:) 816!) 
都 不 存在 ， 和 (Fi 存在 的 充分 条 件 是 上 在 [0， 十 ceo) 上 分 段 连续 并 且 在 > T R E T8 3k 89. 
函数 f 在 [0， 十 co) 上 是 分 段 连续 的 (piecewise continuous)， 车 在 任何 区 间 Оа ев EKI t, 
二 1，2，…，n(tr-1<<&)， 使 得 ff 有 有 限 个 不 连续 点 ， 但 在 太 - 1 二 <4 上 是 连续 的 .请 参考 
图 7.1. 指数 阶 (exponential order) 的 概念 如 下 . 

指数 阶 

sh 3k f Ж 5 Ж c 阶 指数 的 (exponential order c)， 若 存在 常数 c, М0, T> 0, 使 得 
| Га) «Меў + Ft 88 го» T +5 %. 

如 果 上 是 增 函 数 ， 那 么 条 件 | ГО | SMe, >T RR f ТЕСТ, +оо) F BJ ЕЛЖ 
不 会 超过 指数 函数 Me“ ， 其 中 c 为 正常 数 . ЖЬ 7.2. KA f(2)=t,， РО) =e, РО) = 
2cost 的 指数 阶 均 为 c= 二 1，t>>0， 因 为 分 别 有 


|: |< е, | ez [< e, | 2cost | < 2e. 


ЖК) Me“ (c > 0) 


а) b) с) 
图 7.3 


形 如 f(t) = e° 的 函数 不 是 指数 阶 的 ， 因 为 如 图 7.4 所 示 ， 它 的 图 形 增长 比 e 的 任何 正 数 
ЗОВЖ ЭМ, t>c> 0. 
; 的 正 整 数 宕 函数 总 是 指数 阶 的 ， 因 为 c>0 Е, LT >T # 
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|" |< Me“ 或 


|м, t> Т f(D et, еа 


等 价 于 lime /е“ AR, п=1, 2, 3, +. 这 个 结果 可 以 用 2 次 洛 必 达 
法 则 得 到 . 、 

КЕЛИ 存在 性 的 充分 条 件 

ж /(1) 在 区 间 [0， 十 oo0) 上 是 分 段 连 续 的 ， 并 且 在 i> 本 时 是 c 阶 
指数 的 ， 则 多 { f(t)} 对 所 有 的 52»с38 8-8. 

证 LID) = «л/с |T efod = +. 


积分 开 是 存在 的 ， 因 为 它 可 以 写成 在 多 个 区 间 上 的 积分 的 和 ， 在 这 些 区 间 上 e " f G) RER 
的 . 对 s> c, # 


c 


图 7.4 


+оо 十 co 
\1;|< Г(е“/со1ёс«с mÍ e "est dt 
T T 
+оо 65—00: | 十 cc eto r 
一 мі е2 =— М — . 
T $C |T 5-0 


因为 ”Me -ed 是 收 伍 的， 所 以 通 过 广义 积分 的 比较 检验 法 可 知 积分 |，|e = ye [ar 也 是 
收敛 的 ， 这 说 明 当 :之 c 时 ,天 是 存在 的 . 石和 天 的 存在 性 说 明 当 > c BES (f Cr) = 
[T туса 是 存在 的 " 


(5) 5 分 段 函 数 的 变换 
0,0<:—< 3 y 
REYON ep O =LI, . ; 
解 ” 这 个 分 段 连续 函数 如 图 7.5。 因 为 f 是 分 两 段 定义 的 ， 
所 以 多 {f(2)}) 表 示 为 两 个 积分 的 和 : 
LFO) =| efod = | eroa [| Da 3 
+o 图 7.5 


- 


2 е“ 


5 


3 


一 35 
= 26 ， $> 0. = 


ik акъ, пене ЖЫ 34 3k k h 3k Apakri ЛОЙ 1ГЕ). R, Ж 
们 要 注意 这 些 条 件 是 拉 普 拉 斯 变换 存在 的 充分 条 件 而 不 是 必要 条 件 ， 函 数 SISI 
不 是 区 间 [0， 十 ce) 上 分 段 连续 函数 ， 但 是 其 拉 普 拉 斯 变换 也 存在 ， 请 参考 练习 7.1 
的 习题 40. 

练习 了 .1 
在 习题 1 一 18 中 ， 利 用 定义 7.1 求 多 {f(D)). 
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0<z<1 


—1, 
о шинэс 
1, 2231 „о | ‚ 122 
t 0<z#<1 
3. = | 4. fa) = Ma о<г<1 
， t>l 0, 121 
sint, OK< 
> го ` 6. f= [> CS 
0， tx cost, 12/2 
7. 8. 
Ди) (2,2) 
1 
1 t 
图 7.6 7.7 
9 10 t 
fD f(D 
c — 
! ' | 
| 1 a b ! 
图 7.9 
图 7.8 
11. Г/Од--е"" 12. f(t1)=—=e S 
13. fG) = te“ 14. fW = ёе 
15. Га)» =e sint 16. fF) = e' cost 
17. f(t) = tcost 18. f0) = tsint 
在 习题 19—36 中 ， 利 用 定理 7.1 求 多 (fC)). 
19. f(#)=2t 20. РС) = 
21. РС) = 4—10 22. 300) =7t+3 
23. РС) = +6t—3 24. РС) = — 402 +16t+ 9 
25. fü) =Gt+ 1) 26. fŒ) = (2t— 1)? 
27. р) =1+ e" 28. =P —е7* 十 5 
29. f(t)= (1+- e% ° 30. fa) = (e€ eT) 
31. f) = 402 —5sin3t 32. f(t)= cos5tt sin2t 
33. f(z) = sinhkt 34. f) = coshkt 
35. f) = esinht 36. f(t) = e ‘cosht 
在 习题 37 和 38 F, ШЕН =н К (70). 
37. f(t) = sin2tcos2t 38. f(t)=cos’t 


39. 在 6.3 节 中 ， 我 们 在 贝 塞 尔 方程 的 解 中 使 用 了 伽 马 函 数 . 这 个 函数 的 一 个 定义 是 无 穷 积分 Го) = 


+00 
f rle'dt,a > 0. 


0 


(a) 证 明 ГСа + 1) = ala). 
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40. 


(юз gie) = PRD a>. 


m r(A) = Vr 及 习题 39 求解 下 列 变换 ， 


(f= Ф) С) 00 (о) 0) =". 


讨论 题 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


尽管 定理 7. 1(b) 的 证 明 需 要 数学 推导 ,但 是 这 个 结果 可 以 简单 得 证 ， 证 明 多 {rr*) 二 二 史 {1'}。 当 
$ 


Жо НЗНН 1, 2, 3，… 时 看 看 会 有 什么 情况 发 生 . 

构造 一 个 指数 阶 函 数 ЕО), 但 СО = 二 FF (8) 不 是 指数 阶 的 .构造 一 个 非 指 数 阶 函数 了 使 其 拉 普 拉 斯 变 
换 存在 . 

ВФ (0) = Е, (9), sa, LahA F. (s), 520. ЖАВ ФЕР ОЪ } = Е Сә + 
FORAL? 

图 7.4 表明 函数 fO) = е” 不 是 指数 阶 的 ， 但 没有 严格 证 明 . HA 2 аМ-с, M>0, 充分 大 ， 如 
何 证 明 对 任何 c 都 有 À > Me“ ? 讨论 之 . 


利用 定理 7. 1 的 (0) 证 明 多 (6999) = 2—39, , upa fb 是 实数 ,一 一 1 讨论 如 何 使 用 欧 


拉 公 式 推导 结果 
at 2 s—a 
Le созт) = (з—а)* + b° 
在 什么 条 件 下 ， 线 性 函数 ГС) = mz 十 5，m 天 0 是 线性 变换 ? 


аса = b 
ME {e sinbi) = сууу 


7.2 道 变 换 与 导数 变换 


在 本 节 中 我 们 将 说 明 如 何 使 用 拉 普 拉 斯 变换 解 微分 方程 . 开始 我 们 需要 介绍 一 些 导数 
dy/d:, dy/dz2… 的 拉 普 拉 斯 变换 及 其 逆 变 换 的 概念 . 我 们 先 讲 拉 普 拉 斯 变换 F(s) 的 道 变换 . 
这 个 思想 是 ; Ф ЕС) 一 (一 2s 十 6)/(s 十 外 是 拉 普 拉 斯 变换 ， 求 一 个 函数 SO, WELS 
F(s)， 请 参考 例 2. 

ЖН Ф ЕС) ЖАЙ f(1) 的 拉 普 拉 斯 变换 ， ВФС) =F), RIRH SO E 
FCS) BJ ië 33438. 07 X 38 (inverse Laplace transform), 记 у= Ф. (ЕС). П, 7.1 节 中 的 例 
1、 例 2 和 例 3 的 逆 变 换 分 别 为 


十 


5 5 


1 -g| usap =з 


AMTET., РА ЭЙ ЛЕВ ВРА. 
一 些 逆 变换 


wisgai] 


s 


а 


сэг-ЖЭ 25) п=1, 2, 3, = сое“ =g | 1 | 


сфшайг-97 р | босон р | 
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52 — р? 
求 道 变换 时 ， 有 时 会 发 现 * 的 函数 并 不 和 表 中 的 拉 普 拉 斯 变换 下 (s) 的 形式 完全 一 致 ， 这 种 
情况 可 能 需要 令 s 的 函数 乘 上 或 除 以 一 个 适当 的 常数 . 
应 用 定理 7.3 


Ж Са) sfa) (b) 2 


. k 
CDsinhkt—g р) Өв совы | š | 


_—1 
ЖЕ! 

f (a) 为 了 和 定理 7.3 中 的 (b) 的 形式 保持 一 致 ， 由 观察 知 n 十 1 二 5， 即 ”一 4， 则 乘 以 并 
同时 除 以 41， 可 得 : 


1 1 4! 1 
al&l= + gonali |= 24 
sig] 9715) 24! ' 


(b) 为 了 和 定理 7.3 中 的 (d) 的 形式 保持 一 致 ， 由 观察 知 7, БИК E= V7 ， 我 们 乘 以 并 
同时 除 以 V7 8148: 


т! I = Lg 47 = 1 in 
£ (227) Ft |z) a Ци ы 
也 -! 是 线性 变换 “ 道 拉 普 拉 斯 变换 也 是 线性 变换 ， 也 就 是 对 于 常数 <、8， 有 
Ф LaF (5) T ВОСО) = a L {FO HRE (СС) ), a) 


其 中 下 和 G 是 某 个 函数 f 和 g 的 变换 ， 和 7.1 节 中 的 (2) 式 一 样 ，(1) 式 可 以 推广 到 任意 有 限 
个 拉 普 拉 斯 变换 的 线性 组 合 . 
逐 项 分 解 与 线性 性 质 


—2s+6 
解 ” 我 们 先 把 这 个 ; 的 函数 写成 两 个 分 式 和 的 表达 形式 ， 肯 由 (1) 式 可 得 : 
жил 线性 性 及 固定 的 常数 
рв 286 la sgal s l igul 2 
g| а |= = а) 19р рт) (2) 
=— 2cos2t 十 351021. < 在 定理 7.3 的 (e) 和 (d) 中 , 令 上 二 2 ш 


部 分 分 式 “ 部 分 分 式 在 求 拉 普 拉 斯 道 变换 中 起 着 重要 的 作用 .如 2. 2 节 中 所 述 ， 在 计算 机 
系统 上 用 简单 的 命令 可 以 快速 实现 有 理 分 式 的 分 解 、 一 些 CAS(computer algebra systems) 有 
专门 处 理 拉 普 拉 斯 变换 及 其 道 变 换 的 软件 包 . 但 是 当 不 能 使 用 这 些 软件 的 时 候 ， 我 们 就 要 学 习 
一 些 基 本 的 代数 变换 ， 用 来 处 理 拉 普 拉 斯 变换 F(s) 的 分 母 含 有 不 同 线性 因子 、 重 复线 性 因子 
以 及 没有 实数 因子 的 多 项 式 的 情形 . 尽管 我 们 在 本 章 会 逐步 展开 对 这 些 问 题 的 讨论 ， 但 是 读者 
最 好 还 是 先 参考 一 下 微 积分 中 的 有 关内 容 ， 以 便 对 这 部 分 内 容 有 一 个 完整 的 了 解 . 

下 一 个 例子 说 明了 在 F(s) 的 分 母 含有 不 同 线性 因子 时 ， 如 何 进行 部 分 分 式 分 解 . 

部 分 分 式 : 不 同 的 线性 因子 


52 十 6s 十 9 
RS стус уса) |" 


解 ” 这 里 存在 唯一 的 实 常 数 A、B、C， 使 得 
t+ 
5 А( 2906 4) ЕВО) КС DG — 2 
(5 1) (5 — 2) (5-4-4) ` 
因为 等 式 两 边 的 分 母 是 相同 的 ， 所 以 其 分 子 也 必须 相同 : 
24-684-9-- А(в— 2)(5-Е4) ЕВО — DG 4) HCG 1) 02). (3) 
比较 等 式 两 边 48 БОС X 3, ин ваат УЮУ, SARMA A, 
B. C. 但 是 ， 这 里 有 一 个 简单 的 方法 可 以 求 出 这 些 未 知 数 ， 若 令 (3) 中 的 s=1, s=2, s= —4, 
则 分 别 可 得 : 


16 = A(—1)(5), 25 = В(1)(6), 1=С(—5)(—6), 
所 以 有 А=— 16/5, В--25/6, С= 1/30. 因此 部 分 分 式 分 解 为 


2 +6s+9 16/5 , 25/6 | 1/30 


(s—1)(s—2)(s+ 4) s—1 s 5+5 H4’ (4) 
因此 ， 由 多 ~! 的 线性 性 及 定理 7.3 的 (c) 可 得 
_ 52 + 6s+ 9 16 2. 1 25 o 1 1 af 1 | 
ын сср) 5 (二 62 Чи 5 а 
16 , 25 z 1-4 (5) 
+ 6 Š + бе . = 


变换 导数 ”正如 本 章 引言 部 分 所 指出 的 ， 我 们 的 目标 是 用 拉 普 拉 斯 变换 解 微 分 方程 为 此 ， 
ЖП Р Ф(4у/4:) MEd у/42). 例如， 车 当 t 尝 0 时 ， 了 是 连续 的 ， 则 由 分 部 积分 得 


(700) = ЇГ ерда = e“ f (O К +J е“ ӨМ 


=— 00) +5 Ф{/0)) 
或 
EIFE A) y= sF(s) — fO). (6) 
这 里 假设 当 t> 十 co 时 有 e“f (20， 类 似 地 ， 由 (6) 可 得 ， 
LAEM ORI F e“ fdt = е" (t) w +f e f (ш 


=— (0) +s Lif GD) 


= s[sF (s) — f(0)] — f (0) — 由 (6) 式 得 
或 
Eia = ЕС) — 5700) f (0). (7) 
用 此 方法 可 以 得 到 
р) р SEG) — 8 fO) —5/'(0) — fo). (8) 


由 (6)、(7)、(8) 可 得 函数 f 的 导数 的 拉 普 拉 斯 变换 的 递归 性 质 . 下 一 个 定理 给 出 了 了 的 = И 
导数 的 拉 普 拉 斯 变换 .这 里 略 去 证 明 . 


O 1, 2, —4 都 是 使 得 分 母 (s- 1)(s 一 2)(s 十 4) 为 零 的 数 . 
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车 f，f，…，f” 在 [0， 十 oo0) 上 是 连续 的 ， 且 具有 指数 阶 ， 同时 著 fm (ti) 在 [0， 
十 co) 上 是 分 段 连 续 的 ， 则 
Фр 00) ) = SEC) — s fO) – 572 f O — 6 — fe (0), 


其 中 ЕСО- S$ /G)). 

解 线性 常 微分 方程 ”由 定理 7.4 所 给 的 一 般 结 果 可 知 ，3% (ауа) ҮС) = Ф (yC) Д 
及 ус) 1—0 处 的 n 一 1 阶 导数 有 关 ， 这 个 性 质 使 得 我 们 可 以 用 拉 普 拉 斯 变换 来 解 常 系数 线性 
微分 方程 的 初 值 问题 . 考虑 这 样 一 个 微分 方程 ， 它 是 >，y у. ，…，y5 的 线性 组 合 : 


ау 
5 de” dr 十 … 十 aoy 一 g(t), 


y0) = yo „y (0) = y pe y TDP (0) = Ymi’ 
其 中 а, 150, 1, ёл», Ж yos Yis Уг», “Ээ ys-1 均 是 常数 . 由 于 线性 性 ， 这 个 线性 组 合 的 
拉 普 拉 斯 变换 是 拉 普 拉 斯 变换 的 线性 组 合 : 


а, |а ж). ‘Fa ж (5) = ® (80). 09) 
根据 定理 7.4，(9) 可 以 写成 
a [sY Cs) — sr y0) — + — y) (0) ] (10) 
а [s С) 9 у(0) 一 … — у“ ® (0)] + == ау) = СО), 


НЭРФ(уС0)-ҮСЭ, Lia) =G). MAZ, Ж Ж Ж ЖИ 8 Ж RAR S ЫАЖ АХ Y (s) 
的 代数 方程 ， 如 果 解 一 般 变 换 后 的 Y(s) 方 程 (10)， 则 可 得 РСюҮС5--0605)--065), ЭС 


ү(5) = Q(s) + Сб) 


P(s) PO’ ар 
其 中 Pls) = а," Ка, 15+ а, Q(s) 是 ;的 多 项 式 ， 它 的 次 数 小 于 或 等 于 n 一 1， 是 由 系 
数 a;，i 二 1，…，n MIRR yo yo eo y 1 的 积 组 成 的 ，G(s) 是 g (4) 的 拉 普 拉 斯 变 


换 . 9 我 们 把 (11) 写 成 两 个 分 式 之 和 ， 然 后 可 以 进一步 把 这 两 个 分 式 分 解 。 最 后 ， 可 得 原初 值 
问题 的 解 y() 一 多-!1(Y(s))}， 其 中 逆 变 换 是 逐 项 进行 的 . 
这 个 过 程 如 下 所 示 . 


求 满足 
KEERN 
ЖАШЫ (4) 


变换 微分 方程 为 


М) 立 普 П: 4 
应 用 拉 普 拉 斯 变换 Р Ys) 的 代数 方程 


m 
B 


初 值 问题 的 解 X0 БУНУ ЛЫ ИЛ ЖЕТЕ. СР! 


ач 


解 变换 Ks) 的 方程 


下 个 例子 说 明了 如 何 用 上 述 方法 来 解 微分 方程 ， 同 时 也 给 出 了 当 YC 的 分 母 含 有 无 实 根 
二 次 多 项 式 时 部 分 分 式 分 解 的 情形 . 


O 多 项 式 P(s) 和 4.3 节 中 (12) 的 nn 次 辅助 方程 相同 . 


# $ ж 3 


255 
部 分 分 式 : 无 实 根 的 二 次 多 项 式 
用 拉 普 拉 斯 变换 解 初 值 问题 
ЧУ + 3y = 13sin2z,y(0) = 6. 
Я ”首先 对 微分 方程 逐 项 进行 变换 : 
903 #{(у)=13 L (80022). (12) 


ЊН (6) 148 Ф { 4у/ аг) = ғҮ(5) — у(0) = 5У(5) —6, НАЕ 7.1 (а) 8148 Ф (аш21)--2/(5--4), 
因此 (12) 为 


) = 6127 


解 后 一 个 Y(s) 的 方程 ， 可 得 


2 6s? + 50 
ҮС)» = st GTDC FD ct 
因为 二 次 多 项 式 5 十 4 没有 实数 因子 ， 部 分 分 式 的 分 子 是 s 的 线性 多 项 式 : 
6f +50 А Bs+C 
(s+ 3) (52 + 4) SS 十 3 52 +4 
对 等 式 右边 进行 通 分 ， 然 后 令 等 式 两 边 的 分 子 相 等 ， 可 得 6# 十 50 二 ACs 十 4) 十 (Bs 十 C)(s 二 3). 
二 一 3， 则 A 二 8， 由 于 分 母 没有 实 根 ， 所 以 “和 的 系数 相等 :6 一 A 十 B，0 二 3B 十 C. 由 
前 面 得 到 的 A 的 值 可 得 B= 一 2， 则 从 第 二 个 方程 中 可 以 得 到 C= 二 6， 因 此 


+50 8 一 2 十 6 
YG) = F pe FD 3433 8440 


到 这 一 步 还 没有 结束 ， 后 一 项 的 有 理 分 式 还 可 以 继续 分 解 成 两 项 之 和 ， 这 一 步 如 同 例 2 中 的 逐 
项 分 解 . 由 例 2 中 的 (2) 知 ， 


ya) = 8#— P Т 2 Ф Ё ETILA [кт 
由 定理 7. 3 的 (c) 、(d) 、(e) 可 得 初 值 问题 的 解 是 уб =Ве” “一 2cos2t 十 3sin2t. = 
解 二 阶 初 值 问题 
шу 一 3y + 2y = e“ ,y(0) =1,y (0) = 5. 
解 ” 如 在 例 4 中 我 们 对 微分 方程 进行 变换 一 样 ， 利用 (6) 和 (7) 可 以 把 它 写 成 每 一 项 的 变换 
之 和 ， 再 利用 初 值 条 件 和 定理 7. 3 的 (c) ， 解 了 (s) 的 方程 : 


s#|$2)- 382 21-2 #{у}= Ee) 


(13) 


s2Y(s) — sy (0) — у (0) — 3[sY(s) 一 y(0)]+ 2105) = 一 一 11 


(8 за У) = 211 


^+? 1 -> 十 6s 十 9 _ 14) 
YG) = ЫГ КЮ GGT 
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Y(s) 的 部 分 分 式 的 分 解 在 例 3 中 已 经 详细 讲解 过 了 .由 (4) 和 (5) 的 结论 ， 可 以 得 到 初 值 问题 的 
解 为 : 


一 一 1 16 г 25 21 1 一 4 
уб) g {Y(s)} setee 7306 . m 


例 4 和 例 5 说 明了 用 拉 普 拉 斯 变换 解 线 性 初 值 问题 的 基本 步骤 ， 但 是 这 些 例子 也 从 另 一 个 
侧面 说 明了 这 个 方法 并 不 比 2. 3 节 和 4. 3 一 4.6 节 中 的 方法 好 ， 不 要 仅 从 这 两 个 例子 中 得 出 任 
何 负面 的 结论 .这 个 方法 虽然 用 了 许多 代数 方法 ， 但 是 我 们 没有 用 到 常数 变易 法 或 待定 系数 
法 . 此外， 因为 这 个 方法 直接 把 初 值 条 件 代 和 人 求解 ， 所 以 不 需要 专门 把 初 值 条 件 代 人 微分 方程 
КІВ у= су Fc. y: 十 … 十 cuys 十 yp 中 去 求 特 解 的 常数 . 

拉 普 拉 斯 变换 有 许多 运算 性 质 ， 接 下 来 的 一 节 将 证 明 其 中 的 几 个 性 质 ， 看 看 它们 是 如 何 解 
更 复杂 的 问题 的 . 

我 们 用 一 些 与 常用 s 函数 类 型 相关 的 定理 来 总 结 本 节 内 容 . 下 一 个 定理 说 明 并 不 是 任意 一 
+ s 函数 都 是 指数 阶 分 段 连续 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 . 

КЕЕ 2405 一 十 -时 ，F(s) 的 性 质 

如 果 了 在 L0， 十 ceo) 上 是 分 段 连续 的 ， 且 当 三 工时 是 指数 阶 的 ， 则 有 Jim gif) =0 

证 因为 Fi 是 0 委 : 委 工 上 的 分 段 连续 函数 ， 所 以 在 这 个 区 间 上 有 界 ， 即 | f(z) | < 
M 王 Miex， 同 时 也 满足 | JO | SMe, HME > T ЙМ. # M 表示 (Mi ，Mi) 中 的 最 大 
值 ，c 表示 {0，Y} 上 的 最 大 值 ， 则 


+ +оо —(s— ct |+ со M 
ио T ло Там e etde = ме" M 
对 所 有 s 之 c RI. “ston, ЖЯ | LSO | —0, HEESE}. m 


作为 定理 7. 5 的 一 个 结论 ， 我 们 可 以 说 Fi (3 一 1 和 F, (s) =s/(s+ 1) X FE B5 s 函数 不 是 指 
ЖИЛЕ РД 0101 БУ ЛЕ, ВАЧ stookt, Е, (50750, Е, (57.0, 但 是 不 能 由 此 
得 出 Е.Я Е, s) KE hr u pi ВА. ЖАН Я К) РЁ ЖАШ. МЭХ Rh ЇЙ 01. 

ik (1i) 函 数 下 (5) 的 递 拉 普 拉 斯 变换 可 能 不 是 唯一 的 ， 也 就 是 说 有 可 能 存在 

Фл) Ф150), BANAR 这 点 不 是 我 们 要 关注 的 重点 .车 fife 户 是 [0， 十 co) 

上 的 连续 分 段 函 数 ， 并 且 是 指数 阶 的 ， 那 么 让 和 fh- RMF. 请 参考 练习 7. 2 的 习题 

41. 但 是 ,车 用 和 f; 是 [0， 十 oo0) 上 的 连续 函数 ， 并 且 有 多 {f1(1)} 一 包 {f2(1)) 成 立 ， 

则 在 这 个 区 间 上 f. = у. 

Ci 在 做 部 分 分 式 分 解 的 时 候 需 要 注意 这 条 注解 . 这 是 求 部 分 分 式 系数 的 另 一 种 

方法 ， 适 用 于 g{F(Gi))} 一 FG) 是 s 的 有理 分 式 的 情形 ， 下 的 分 母 是 不 同 的 线性 因子 的 

乘积 ， 我 们 重新 来 看 一 下 例 3， 假 设 给 下 列 分 式 分 解 的 两 端 分 别 乘 以 (5 一 1)， 


5 十 6s 十 9 _ А В С 
(s—1)(s—2)(s+ 4) IT sta 


化 简 后 则 有 s 二 1， 因 为 等 式 右 边 的 B 和 C 等 于 零 ， 可 以 得 到 


5 十 6s 十 9 :д 2416 
(5--23(5-54 ,1 ARA 57 


(15) 
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写成 另外 一 种 形式 为 
s +6s+9 _ 16 
Emene 
其 中 方 框框 起 来 的 部 分 ， 或 者 说 被 覆盖 的 部 分 在 给 两 边 分 别 乘 上 (5 一 1) 时 可 以 约 去 ， 
为 了 求 B 和 C 的 值 ， 我 们 可 以 依次 用 5 一 2，s 十 4 覆盖 求 出 (15) 式 左边 的 值 : 


5° + 65+ 9 235 р 5° 十 6s 十 9 1 
5—1)[5—2)|5+4], 6 # G DG 2 [G r W 


(15) 式 可 以 由 (4) 得 出 这 种 求 系数 的 特殊 方法 被 称 作 覆盖 法 (cover-up 
method). 

( 放 ? 这 条 注解 里 继续 介绍 动态 系统 的 术语 ， 因 为 (9) 和 (10) 的 性 质 ， 所 以 拉 普 拉 
斯 变换 对 线性 动态 系统 也 适用 . (11) 中 的 多 项 式 P(s) 一 as" 十 ao is 十 … 十 ao 是 
(10) Ф ҮСЭН АЖ, ЖЖ, А0, 1, “уу л 代替 微分 方程 中 的 dy/dt*， 简 化 微 
分 方程 的 左边 ， 通 常 把 P(s) 的 倒数 ， 也 就 是 W(s) 二 1/P(s) 称 为 系统 的 转移 函数 
(transfer function)， 把 方程 (11) 写 成 

Y(s) = W(s)Q(s) + W(s)G(s). (16) 
用 这 种 方法 ， 我 们 可 以 对 响应 函数 进行 分 解 ， 这 个 响应 函数 受 初 始 条 件 输入 函数 g 
(也 就 是 WC(sS)Q(Cs)) 的 影响 请 见 (13) 和 (14)， 因 此 ， 系 统 的 响应 y(t) 是 两 个 响应 的 
m, . 

уфа) = Ф (W(s)Q(s ) + $ 1 (W(s)G(s))—= yo (D + y(t). 

如 果 输 入 601) =0, NA AE yol DSL WOOR). AARAA A R 
ERA 0 (zero-input response). 另外， 函数 у (0) = $- (W (s)G(s)) Ж *F 8 + h 
入 g(1) 的 输出 ， 著 系统 的 初始 状态 是 零 状 态 ( 所 有 的 初始 条 件 为 零 )， 则 GS, A 
此 初始 问题 的 唯一 解 为 yna). 后 一 个 解 被 称 为 系统 的 零 状态 响应 (zero-state 
response). yo (1) 和 у. ODRA: yo (l(t) 是 初 值 问 题 的 一 个 解 ， 这 个 初 值 问题 由 相 
关 的 齐 次 方程 构成 ， 而 y1(t) 是 零 初 始 条 件 、 非 齐 次 方程 的 初 值 问 题 的 解 ， 在 例 5 中 ， 
由 (14) 可 知 ， 转 移 函 数 是 W(s) 一 1/(s' 一 3s 十 2)， 零 输入 响应 为 


8-2 — t 21 

0 = 27 | трос») зе ае, 
22 2 1 . 1 t 2: 1 ши 
nD = 1 тууа 59 26907209 ` 


БЭЭ БЛОГЭЛОГДЛТЭЛЛЛЛ 88 уб), 约束 为 y. (0)=1, yo (0)=5, 8 
时 у. (0)=0, у, (0)=0. 

练习 7.2 
在 习题 1 一 30 中 ， 利 用 定理 7. 3 求 所 给 的 逆 变 换 . 


Lg (二) TEES 
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21148 _ 2 1ү 
Е 5 | “491(17-5)| 
5. Ф-1 人 6. $~ или 
5 55 
/i ll (4 6 1 
Е 12 5 +=) 82 Тл 
- 1 _ 1 
э. £ т) 10. £ 1-3 
Ш 5 _ 10s 
11. Ф 172: 12. Ф КЕЕ 
_ 4s _ 1 
БЕ 17:41 м. атт) 
_ [2s—6 _ {s+1 
15. £ Е] 16. #11215) 
_ 1 _ | s+1 
17. Ф ДЕЯ 18. Ф а) 
19. £~ > 20 g=] 1 
s? +2s—3 3° +s—20 
-1 09 — + s o 
21. £ DC 5) 22. £ (er | 
рН ЛИН +M а Н 
23. £ ДЕТЕ те) 24. $ (урсар) 
-~f DeO s 
25. £ BEETA 26. Ф-1 аср) 
_ 2s—4 А 1 
27. Ж Грот) 28. £ 5) 
_ 1 _ 6s+3 
29. #7 (срср) шалгаа! 
在 习题 31 一 40 中 ， 利 用 拉 普 拉 斯 变换 求解 所 给 的 初 值 问题 . 
d d = =— 
31. 学 一 ?一 1， y(0) 一 0 32.2 他 十 y=0， y(0)=—3 
33. y +6y=e“, у(0) =2 34. y —y=2cos5t, y(0)=0 
35. y+5y +4y=0, y(0)=1, y (0) 一 0 36. У”-4у --6е"-3675, y(0)=1, y (0)=—1 
37. У + y=2sin (218 у(0)=10, y (0)=0 38. y+9y=e, y(0)=0, y (0)=0 


39. 2y” +3y"— 3y —2y=e7, y(0)=0, y (0)=0, у(0)=1 

40. У7--2У-у —2y=sin3t, y(0)=0, у (03-40, y'(0)=1 

讨论 题 

41. 构造 两 个 函数 上 和 8 ， 使 它们 有 相同 的 拉 普 拉 斯 变换 . 不 要 把 问题 考虑 得 过 于 复杂 . 
42, 练习 7.1 中 习题 45 结果 的 道 变换 是 


2 b 
g- (dz 二 ecosbt 和 £~ minx 


用 拉 普 拉 斯 变换 和 这 些 逆 变换 求解 y 十 y 一 e ”cos2t，y(0) 二 0. 
43. 回顾 本 节 内 容 中 的 注 ( 首 )， 求 习题 36 中 初 值 问题 的 零 输 入 和 零 状态 响应 . 


= e” sinbt. 
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7.3 平移 定理 


若 每 次 都 用 定义 7. 1 来 求解 函数 f(2) 的 拉 普 拉 斯 变换 是 很 麻烦 的 . 例如， 用 分 部 积分 法 计 
算 守 (ezsin3 是 非常 繁琐 的 .在 本 节 和 下 一 节 中 我 们 将 介绍 几 个 帮助 我 们 节省 计算 量 的 定理 ， 这 
些 定理 使 我 们 可 以 不 用 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 就 能 得 到 更 多 的 变换 形式 (请 见 附录 C 中 的 表格 ). 
7.3.1 沿 s 轴 的 平移 


若 已 知 多 {8} 和 多 {cos4t} ， 则 计算 形 如 久 {e*t;) 和 包 {e “cos41) 的 变换 是 相当 容易 的 .总 的 
来 说 ， 如 果 知 道 函 数 f 的 拉 普 拉 斯 变换 {fC1)} 一 F(s)， 那 么 只 要 借助 于 平移 或 移动 定理 就 可 
以 计算 出 f 的 指数 倍 函数 ( 即 {ee*f(2))) 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 即 从 FCs) 变 换 到 Faa) X 
结果 称 为 第 一 平移 定理 (first translation theorem) 或 第 一 移动 定理 (first shifting theorem). 

第 一 平移 定理 

如 果 多 {f(t1)) 二 Fl(s),，a 是 任意 给 定 的 实数 ， 那 么 

{ef(t)}=F(s—a). 
证 ”这 个 定理 的 证 明 是 直接 的 ， 由 定义 7.1 知 
2.(ес“ (у= | ее (а: = | еер) = F(s— а). | | 

如 果 * 是 一 个 实 变量 ， 那 么 FCs 一 a) 的 图 像 可 由 ЕС) НО s 轴 平 移 | a | 个 单位 得 到 . 
车 >й, ЕСУ ДЖ а 个 单位 ， 但 若 a 二 0，F(s) 则 向 左 平 移 | a | 个 单位 . 请 参考 图 7. 10. 

这 里 强调 一 下 ， 有 时 用 符号 

Ф {еч р) у= Ф(У0) |а 
表示 是 很 有 用 的 ， 这 里 s>s—a 表示 在 f (1) 的 拉 普 拉 斯 变换 
F(s) 中 ，s 一律 都 用 ;一 a 代 换 . 

使 用 第 一 平移 定理 

计算 (a) Ф (e), (b) Ф (e *cos4t) . 

解 ” 由 定理 7.1 和 定理 7.6 可 以 得 到 下 列 结果 . 

3! 2 6 


s—s—5 СЫ 5—0 5—5 (5— 50°” 


(а) Ф{еч?%у<= Ф 113) 


s+ 2 
(s+2)° +16 и 


定理 7.6 的 逆 形 式 为 了 计算 ЕС -а 38, 我 们 必须 先 找 出 FCs), 用 FCs) BJ ЗИ 
普 拉 斯 变换 求 出 f(z) ， 然 后 用 指数 函数 е“ ЖШ FCD， 这 个 过 程 可 以 用 下 面 符号 化 的 方式 


(b) # (e “cos4z) 一 £ (соза) | у—з—(—2) = s? + 16 | 


#@-A(FG—a)= Ф (ЕС) |) ee fO, (1) 
其 中 /00--4-1(ЕС0). 
下 一 个 例子 的 第 一 部 分 说 明了 在 Y(s) 的 分 母 含有 多 重 线性 因子 的 情况 下 如 何 进 行 部 分 分 
式 分 解 . 


260 £ 7 + 


部 分 分 式 : 多 重 线性 因子 
计算 (a) ga (oi), (b) ga [ГЕ 5). 
E (a) 多 重 线性 因子 形 如 (s 一 a)*"， 其 中 a 是 一 个 实数 ，n 是 一 个 大 于 等 于 2 的 正 整 数 ， 回 顾 
前 面 章 节 所 讲 到 的 ， 如 果 (s 一 a)" 在 有 理 分 式 的 分 母 上 ， 那 么 部 分 分 式 就 可 以 分 解 成 含有 7 个 常数 分 
子 的 分 式 ， 它 们 对 应 的 分 母 分 别 为 ;一 4a，(s 一 a 六 ，…，(s 一 a9)". 当 a 二 3, nn 二 2 时， 可 以 写 为 
2545 А B 
(s—3): s—3 (5—3) 
通 分 右边 的 两 个 分 式 ， 可 以 得 到 分 子 2s 十 5 二 A(s 一 3) 十 B， 由 这 个 等 式 可 得 А--2, B= 
11. Ж, 


28--5 2 11 


(3332 sat ay (2) 
2s+ 5 1 _ 1 
а (2) [stn руе). (3) 


1/(s 一 3)? 是 下 (s) 二 1/5* 向 右 平移 3 个 单位 得 到 的 ， ШД, 9-2 (1/5) 1» Н (15485) 


мэ 211 а 
£ | “2551-5722 == 
最 后 ，(3) 式 可 以 写 为 
一 2s+ 5 — зг ЁО 
ев + lle%r, a) 


(b) 观 察 二 次 多 项 式 十 4s 十 6， 它 没有 零 根 ， 也 没有 实 线性 因子 .在 这 种 情况 下 我 们 进行 
完全 平方 配方 : 


/2 十 5/3 _ s/2+5/3 
5 十 4 十 6 (十 2)2 十 2 


我 们 的 目标 是 把 等 式 右边 的 表达 式 写 成 拉 氏 变换 的 形式 F(s)， 并 用 * 十 2 来 代 换 其 中 的 s。 我 
们 所 要 做 的 工作 与 例 1 中 的 (b) 有 点 类 似 . (5) 的 分 母 已 经 是 我 们 所 需要 的 形式 了 ， 即 了 十 2 中 


的 * 已 经 用 * 十 2 代 换 控 了 然而， 我们 还 必须 对 分 子 进行 配方 : 去 * 十 号 一 去 (5 十 2) 十 本 一 


(5) 


21 2 
> 9 (s 十 2) 十 3° 
因为 &-! 是 线性 的 ， 所 以 可 以 逐 项 进行 变换 ， 由 定理 7.3 中 的 (e) 和 (d) 以 及 (1)， 可 得 


1 2 

5/2 十 5/3 _ 1 s+2 2 1 

(312543 (132742 2Об+2+2 3 G+2 +2 
/5/2+5/31_ 1%, s+2 2! 1 — 
| рЫ) = 55 Гета: EDES 


2-4 -1(--3-2 22. 一 1 V2 6 
ХЭГ ЛЭЭ |» | в) 
L loan V2 иш (7) 
= >° соз /2t + q ° sin /2t. = 
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15) 3 初 值 问题 
解 多 一 6y + 9у = Ëet,y(0) = 2,y (0) = 17. 
Я ”在 对 微分 方程 进行 变换 之 前 ， 注 意 它 的 右边 与 例 1(a) 中 的 函数 类 似 ， 利 用 线性 性 和 
定理 7.6 以 及 初 值 条 件 ， 我 们 可 以 把 方程 加 以 简化 ， 然 后 解 Y(s)= 2{f(2)): 
Eily — 6 Liy +I Ф(у)- Ф {е} 


YCS) — sy C0) — y 0) — GLY (9) — y0] IY O= 2: 
2 
2 __ - = —O 
(5 —6s+ 9)Y(s) = 25 十 5 十 (s — 33 
2 
— 2 = — — 
о 3YG(0= 25 十 5 十 二 
Үз) = 222—5 ф.2 


(5— 3)2 (s—3)5' 
右边 第 一 项 在 例 2 的 (a) 中 已 经 分 解 成 了 形 如 (2) 的 部 分 分 式 : 


_ 2 11 2 
ҮС) — 3 {3 tea 


因此 


1 1 2 91-44! 
yD -24ЖЭ 4 |9 ээ! (8) 
由 定理 7.6 的 逆 形 式 (1) 可 知 ，(8) 中 的 最 后 两 项 是 


g~ (2 \= іе ЖФ! [> 


$ 


= 4 зг 
因此 将 (8) 写 为 ya) = 2e” + 11ге” 十 pre. m 
初 值 问题 
解 多 十 4y + бу = 1-е, у(0) = 0,y (0) = 0. 
解 


8-85-3 


Ф{у'}+4 (у )+6 Ф(ун- Ф(1)+ S (e), 
1 1 
#Y(s) — sy (0) — y (0) + 4[sY(s) — у00)] + 6Y(s) = Pa + ҮҮЛ” 
244-1 


YG) ХҮР 456) 
因为 分 母 中 的 二 次 项 没有 分 解 成 实 线性 因子 ， 所 以 Y(s) 的 部 分 分 式 分 解 可 以 写 为 : 
1/6 у 1/3 _s/2+5/3 
8-1 si4s+6 
进一步 ， 在 道 变 换 的 准备 工作 中 我 们 已 经 把 最 后 一 项 变 为 形 如 例 2 中 (b) 所 需 的 形式 了 .因此 ， 
根据 (6) 和 (7) 的 结果 ， 我 们 可 以 得 到 解 


1 1 1 1 _ 1 s+ 2 | 2 =| V2 | 
хо-ФиЭЇ НУ эт) у “ОЕР ЕУ 55 (54 2) +2 


(52 十 45 十 6)Y(s) = 


Y(s) = 
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= + 3 e“ Le cos уй. — Ketsin /2r. m 


7.3.2 沿 上 轴 的 平移 


单位 阶梯 函数 ”在 工程 中 ， 有 一 种 项 数 起 到 “ 关 ” 和 “ 开 ” 的 作用 例如， 作用 于 力学 系统 的 
外 力 或 电路 的 外 加 电压 在 一 段 时 间 后 会 消失 .为 了 方便 起 网， 对 这 种 特殊 的 函数 进行 如 下 定 
义 ， 函 数 等 于 0( 起 到 “ 关 ” 的 作用 ) 直 到 时 刻 上 =<， 该 时 刻 以 后 函数 等 于 1( 起 到 “ 开 ” 的 作用 ). 
这 种 函数 称 为 单位 阶梯 函数 (unit step function) 或 海 维 赛 德 函数 (Heaviside function). 

单位 阶梯 函数 

单位 阶梯 函数 (unit step function) Ww (一 a) 定 义 为 

0, 0О<;г<а 
QL lt — a) = 1, та. 

注意 ， 我 们 只 在 : 轴 上 的 非 负 部 分 定义 Qu(t 一 a) ， 因 为 我 们 只 在 这 个 区 间 上 研究 拉 普 拉 斯 
FR. EE KELLA, ta 时 Q% (一 a) 王 0. ЗЬ (z — a) А т 7. 11. 

м аЬ (с-а) Е Е 220 上 的 函数 f 时 ， 这 个 单位 阶梯 函数 对 应 于 函数 图 像 上 
“ 关 ” 的 那 一 部 分 ， 例 如 ， 考 虑 函数 РО) 二 21 一 3， 对 应 于 f 图 像 * 关 ”的 那 一 部 分 ， 区 间 为 0< 
:二 1， 我 们 可 以 构造 乘积 (2: 一 3)%4 (1-1). 388. 7. 12. — Ы, ГО) w(t 一 a) 的 图 像 在 0< 
t<a 上 为 0 是 “ 关 ” 的 部 分 ,而 在 са 上 是 “ 开 ” 的 部 分 . 

y 


= 


图 7.11 图 7.12 


单位 阶梯 函数 也 可 以 用 更 简洁 的 形式 来 定义 分 段 函 数 . 例如 ， 若 考虑 区间 OKK, 2< 
1 二 3，t 这 3， 以 及 员 G 一 2) 秋 (1 一 3) 对 应 的 值 ， 很 明显 ， 如 图 7. 13 所 示 的 分 段 函 数 等 价 于 


A), 0 过 t<a 2 
fo = Ñ (9) 
А), і >а 


的 分 段 函数 都 等 价 于 
fO -60)-60)9Ь--4)-4-80) 90а). (10) 


类 似 地 ， 形 如 


# # 3 3 + 263 


0, О0О< г<а 
fO -leo а<1< 6 (11) 
0, 26 
的 函数 可 以 写 为 
fO = gW — а) — b (t — Б) ]. (12) 
分 段 函数 
用 单位 阶梯 函数 表示 sO = |” 0222 ， 给 出 它 的 图 像 
解 11 7.14 所 示 f 的 图 像 令 (9) 和 (10) 中 的 a 二 5，g(1)==201， АС) =0, W /(1)-- 
20#— 20: b (t—5). m 
考虑 在 1250 上 定义 的 一 般 函 数 y=. JYE: РЕЖ 
0, О«с га 
а — а) Qb(t— a) = | (13) 
f(t—a), t> a 


在 接 下 来 的 讨论 中 十 分 重要 .如 图 7.15 所 示 ， 函 数 у= /(т—а)%Ь(т—а){Е a2>0 上 的 图 像 和 
у= fG—a)#gE >а 上 的 图 像 是 一 样 的 ( 它 是 整个 y 二 了 (2) 的 图 像 沿 z 轴 向 右 移动 a 个 单位 得 到 


KD, BEE OSa 上 恒 等 于 0. 
бм 


ЧГ 
а) ДІ), t > 0 b) flt — a)%(t — a) 


图 7.14 7.15 


Р 
100 


正如 我 们 在 定理 7. 6 中 所 看 到 的 ， 太 指数 倍 的 变换 可 由 F(s) 沿 s 轴 平 移 得 到 . 作为 下 个 
定理 的 结果 ， 我 们 可 知 无 论 何 时 F(Cs) 乘 以 指数 函数 ee“ ，a>0， 乘 积 e-“F(s) 的 逆 变 换 是 函数 
f 以 图 7.15(b) 所 示 的 方式 沿 i 轴 平 移 得 到 的 . 下 面 直接 用 拉 氏 变换 来 说 明 这 个 结果 ， 它 被 称 
为 第 二 平移 定理 (second translation theorem) 或 第 二 移动 定理 (second shifting theorem). 

第 二 平移 定理 

ж ЕСО--Ф(ОРОО), a>0, WA 

E {fat—a) Wt—a)}= ee “ЕС. 


证 由 积分 的 区 间 可 加 性 , |” efaa W(t 一 a)dt 可 以 写成 两 个 积分 ， 


a 十 co 
gifa- wa) | є"ўа—а) а-а) a+ f e“fG— a) 0-а) dt 
тосса т 对 于 to 等 于 1 
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十 co 
一 | e*fG — а). 


a 


若 在 最 后 一 个 积分 中 令 v=t—a, dv=dt, M) 
十 ce Оо 
Фра) 90 —а)} = | eto fCv) dv = | efodu =e" E(f). W 


我 们 通常 希望 求 出 单位 阶梯 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 这 可 以 从 定义 7.1 或 定理 7.7 中 得 到 ， 
如 果 在 定理 7.7 H f=, WA faal, ЕС) = ж(1)=1/5, WA 


—аѕ 


Ф (90 а)) = *—. (14) 


例如 ， 利 用 (14)， 图 7.13 所 示 函 数 的 拉 普 拉 斯 变换 为 
Lf) = 2 (1) —3 Ж (90 — 2) + 9 (90 — 3) } 


= 2 1 一 3 e” е 
5 
定理 7.7 НМУ WESOLO FO), ЯВАХ асо 时 定理 7.7 的 道 变换 为 
Ф-Це“Е(С5у)- Ра) (0 —a), (15) 
使 用 公式 (15) 
计算 (a) Ч е^}, O) 2 маа! 
Ю (a) 令 4a 二 2， 则 F(s)=1/(s—4), Ф-1{Е(5)) =e", 由 (15) 式 可 得 


# | 1 e” ] = е2) Ф (2—2). 
s— 4 
(by а= п/2, ЕС5) = 5/05 +9), Ф-1(ЕС6) =соѕ31, Ш (15) 1749 


oe 


用 余 纹 函数 的 加 法 公式 可 以 简化 上 式 ， 证 明 简化 后 的 结果 为 一 sin3t W(t 一 /2). = 

定理 7.7 的 另 一 种 形式 ”我 们 经 常 遇 到 这 样 的 问题 ， 求 函 数 g 与 单位 阶梯 函数 ae Сга) 
积 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 其 中 函数 g 没有 写成 定理 7.7 中 f(t 一 a) 的 形式 . 为 了 求 EOW- DKW 
拉 普 拉 斯 变换 ， 需 要 通过 代数 运算 把 gC) 变换 成 f(t 一 4a) 的 形式 . 例如 ， 若 要 利用 定理 7.7 Ж 
94(1 一 2) 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 需 要 把 во 二 变换 为 f(t 一 2) 的 形式 . 请 读者 写 出 详细 过 程 并 
ПЕНЯ = (2—2) +402) +4. ВЖ 

фер 90 2)) = Ж (0 2) 90 2) 40 2) 0—2) 4-4 WT 2), 

等 式 右边 的 每 一 项 都 可 以 用 定理 7. 7 来 计算 . 但 是 因为 这 些 运 算是 非常 繁琐 的 ， 所 以 我 们 给 出 
定理 7.7 的 另 一 种 形式 来 简化 计算 .利用 定义 7. 1 和 W(t 一 a) 的 定义 以 及 代 换 “一 上 一 a 可 得 


оо +оо 
gD Waa) |. godi = |, ceo g(u + a)du, 


也 就 是 
Ф (600) (0 —а)) = е“ Ф (60 +а) }. (16) 
第 二 平移 定理 一 一 另 一 形式 
ЗН Ф { сові Wwa — х) ). 
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解 令 gG0=cost，a 一 rzr， 则 根据 余弦 函数 的 加 法 公式 得 g(t-+ x)= cos(t-+ x) = — cost. 
再 由 (16) ， 得 


оа ава 0) em бам) е . 
5 

初 值 问题 

Ry tyr, у(0)--5, ЗОВ 70-17 0< <r 


3cost, >x 
Я 8 f 可 写 为 f(t) 二 3cost w(t 一 x)， 再 由 线性 性 和 例 7 的 结果 以 及 一 般 的 部 分 分 式 可 得 
Liy )+ Ф (у) = 3 S (cost 9 (2 — п) }, 


sY(s) — у(0) +Y(s)=— 3 ——e =, 


s? +1 
35 
(sDY()— 5— 274 "° 
— 5 sf 1 aS 1 e e = 
Үз) = — 51 — "+= te 1 (17) 


然后 如 例 6 ВОЧ АТК, (15) апл, ја 5 ВИЗ у 


Ф зан ee pt— x), етте") sinG — к) %Ь(т— т), 


g- Газын | = соз(т— n) 0 я). 
因此 (17) 的 逆 变 换 为 


y(D= 5e“ + Se =» qp(t— к) — Зав — x) 0 к) — Ž cost — x) Ib (t — к) 


= 5e + > [em + sint + cost ] W (z — т) + 三 角 函 数 恒等式 


5e 上， 0О< т< т 
- 3 Но (18) 
5e + — >° сю + З sint + cost, t= x 
用 绘图 工具 可 以 绘 出 如 图 7.16 НИЛ = 


横梁 问题 在 5.2 节 中 ,长 为 工 的 匀 质 横梁 ， 每 单位 长 度 负重 w(x)， 它 的 静态 弯曲 形态 
>y(z) 可 以 用 线性 四 阶 微分 方程 


4 
ЕІ 25 = (х), (19) 


来 描述 ， 其 中 ЕИН, ГРИШИНА ЕЕ. H w(xz) 是 分 段 函数 时 ， 拉 普 拉 斯 变 
换 在 解 (19) 式 时 非 党 有用. 然而， 为 了 能 够 使 用 拉 普 拉 斯 变换 ， 我 们 必须 按照 惯例 假设 уса) я 
w(x) 均 定义 在 (0， 十 co) 上 而 不 是 (0，L) 上 .注意 ， 下 一 个 例子 是 边界 值 问题 而 不 是 初 值 问 题 . 
边界 值 问题 
长 为 工 的 横梁 ， 两 端 谋 人 在 支撑 物 里 ， 如 图 7. 17 所 示 . 当 负荷 为 如 下 所 定义 的 函数 时 ， 
求 横 梁 的 弯曲 形态 убт). 
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2 
о 1---г- ? 
wlr) = wl rz) 0о<хж<1/2- 
0, 1./2 «х «1, 


oY wa) 
4 
3 
2 
1 
t 

-1 
-2 

л 2n 3n 

图 7.16 图 7.17 


解 ” 因 为 横梁 的 两 端 嵌 人 在 支撑 物 里 ， 所 以 边界 条 件 为 y(0) 一 0，y (0) =0, у(1) =0, 
y (L) 二 0. 根据 (10) 式 ， 我 们 可 以 用 单位 阶梯 函数 表示 ш\л): 


ЕЕ ЕЕЕ 


对 (19) 式 做 关于 z 的 变换 ， 得 


ЕІ (5 У(5) — s? y(0) — s? y (0) — sy” (0) — y” (0)) = Zw» É 1 + 1 er | 


L s s 8 
或 
#Y(s) — зу (0) — у (0) = 27 р | ze], 
ES С 一 y C0) ,cs 一 y” (0), 则 有 
с C2 2w TL/2 1 Ї сыл 
ҮСӘ s? + Ён + 55 sê + Кы | 
因此 ， 
21 3! 
хөг өч чө 
2wo [L/2 o J4 1 (3! 1 51 ыг 
rm [Y (|| аре [ge] 
2 Су 2 C2 3 Wo 5L 45 _ L 5 — L 
25 十 6 + ЕБ?” 7 + (5 2) qp (z 2) 
НИ yd =0, у (L)=0 代入 以 上 结果 中 ， 可 得 一 个 关于 c 和 cz 的 方程 组 : 
12213 49uoL _ 
с у + у TaS20FET `° 


зж № 
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1? 85w L? 
L +c, — o 
а + © y + Чубук = ©: 
_ __ 23woL? Шин 901. 
解 之 ， 求 出 Cl 960ЕТ s C? 40ЕТ ` 因此 弯曲 量 为 
23w L Зоо L w 5L L x° L 
( ) = 0 2 0 3 0 | 4 5 — 二 + 
у(х) = ТО ОР” окт” Круз T + \® £) 98 2)| ш 
练习 7.3 

7.3.1 沿 s 轴 的 平移 
在 习题 1 一 20 中 ， 求 给 出 的 ЁСОН fO. 
1. Ф {те у 2. {te} 
3. ite”) 4. (nen 
5. Ф {ile Бе)? } 6. Ф {е2(2—1)° 》 
7. Ф {e'sin3t} 8. Ф (ег cos4t} 
9. Ф { (1—е -3е“ ) созѕ5і } 10. 46 (94-109 +) } 

_ 1 fl 
u. £ Ч єє) 12. £ сти) 

- 1 af dt 
13-22 0) 14. #7 ЕБ 

_ $ _ 2s+5 
15. 277 is | 16. £ ея) 

- 5 aJs 
17-29 СҮҮ | 18. £ б | 

_ 2s—1 IGED? 
19. 27 тст) 20. 22 ТШ 


在 习题 21 一 30 中 利用 拉 普 拉 斯 变换 解 所 给 的 初 值 问题 . 


21.у'-+4у=е “, y(0)=2 

23. y+2y +у=0, y(0)=1, y (0)=1 

25. У”-6у +9y=t, y(0)=0, y (0)=1 
27. 光一 6y +13y=0, y(0)=0, y (0)=—3 
29. У/-у =ecost, y(0)=0, y (0)=0 


22. у 一 > 一 1 十 te:，y(0) 一 0 

24. 光一 4y 十 4y 一 Be ，y(0) 一 0，y (03-40 
26. У”--4у H4y= č, y(0)=1, у (0)=0 
28.2У/4-20у +51у=0, y(0)=2, y (0) 一 0 
30. y — 2y t5y=1+t, у00) =0, y (0)=4 


在 习题 31 和 32 中 ， 使 用 拉 普 拉 斯 变换 和 例 9 中 的 方法 解 所 给 的 边界 值 问题 . 


31. y+2y +у=0. у (0)=2, у(1)=2 


32. 多 二 8y +20y=0, у(0)=0, y (z) =0 


33. 一 个 4lb 的 重 物 使 弹簧 伸 长 了 2ft， 这 个 重 物 从 平衡 位 置 上 方 18in 处 由 静止 释放 ， 这 个 运动 发 生 在 介 
质 中 ， 该 介质 所 施加 的 阻力 等 于 7/8 倍 瞬时 速度 ， 用 拉 普 拉 斯 变换 写 出 运动 x() 的 方程 . 

34. 回顾 在 LRC 串联 电路 中 ， 电 容器 上 有 瞬时 电荷 9(1) 的 微分 方程 可 由 

Фа 44 

ас dt 


描述 ， 请 参考 5.1 节 ， 当 L=1h, R=200, С--0.0051, Еб) = 150У, (290, q(0)=0, 100) =0 8, 
利用 拉 普 拉 斯 变换 求 9(1)， 电 流 i( 四 是 多 少 ? 
35. 考虑 一 个 恒定 电压 的 电池 ， 它 给 电容 器 充电 ， 如 图 7.18 所 示 . JH L 去 除 方程 (20) 的 两 端 ， 定 义 


24=R/L， wf 一直。 用 拉 普 拉 斯 变换 证 明 约束 条 件 为 4(0) —0, i(0)—008 Jr q+ 2g айа БІ 


LII RÉI + Eq = Eco. (20) 
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的 解 q (bb 为 
_ 二 3 . 
Ec 1 — e (cosh А “sh т) ), АТФ 
40) = < BC ee~ a+], A= оа 
ci Б-д А : 7—7 С 
Е, Ї e (соз о} t+ яаран w Xe) |, 1424 Щщ 7.18 
36. 用 拉 普 拉 斯 变换 求解 RC 串联 电路 中 的 电荷 g(t)，g(0) 一 0，E(1) = Е,е E, k>0. 考虑 两 种 情形 ， 
1.21 
к Re k= RC 
7.3.2 洛 ! 轴 的 平移 
在 习题 37 一 48 H, RENA FOR ГОО. 
37. {CG— 1) (0—1) } 38. #(e° (1—2) )} 
39. L(t (2—2) } 40. Ф{(3:+1) (1—1) } 
41. Ф cos2t Ф (1— лп) } 42. # {виш (2—7) | 
-|62 _ [Lte 
43. L (5) . “| =» ) 
2. е” _ ѕе *”? 
45. # (201) 46.3 т) 
ре? /ee f(D 
ат. жрт) 48. Ж т) 


在 习题 49 一 54 中 ， 对 给 出 的 每 个 图 像 在 (a) ~ (D rh 122 #| — A XJ М 89 ВА 3. 
0) 的 图 像 如 图 7. 19 所 示 . . 
(a) #020) — РСФ (r—a) (b) fG— b) (r—b) 


a b t 

(с) f(D Ma) Са» ГСО-- РОСЬ) 图 7.19 
Ce) ГО» (аг-а»- уа) Чг-0) Dfa) 4 г--0)-- (2-а) (Б) 
49. КО 50. О, 

| A 

! l I 

a b t a b t 

图 7.20 图 7.21 

51. 52. fÀ 


e 
~ 
- 


拉 普 拉 斯 变换 


53. pe 


图 7.24 


f(D 


在 习题 55 一 62 中 ， 用 单位 阶梯 函数 表示 出 每 个 函数 . 求 所 给 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 . 


2， 0<:<3 
55. ГО = |, >з 

0, 0=:<1 
57. РС) = И > 

t, 0о<т<2 
59. (0) = W Бэ 
61. 


和 矩形 脉冲 


图 7.26 


1, 

56. 00) = < 0, 

1, 

58. /( = | 
sint, 
_ sint, 

60. F) = N 
62. pe 


在 习题 63~70 中 ， 用 拉 普 拉 斯 变换 解 所 给 的 初 值 问题 . 


63.y 十 y 二 f(t)， y(0) 一 0， 其 中 ло | 
64. Уул #00), y(0) 一 0， 其 中 лө-| 
65. у 十 2y 二 f(t)， 20) =0, Rh лө-| 


66. У--4ул Р), уСО-50, у (0) 一 一 1， 其 中 ro= 1" 


67. y +4y= sint Ф (1—2), 
68. у—5у 十 6y 一 和 (一 1)， 


y(0)=1, у(0)=0 
y(0)=0, у (0)=1 


0<t<1 


1221 


0<:<1 


1221 


0<:<1 


1221 


1, 


0<z:<4 
4<г<5 
1225 
0<:<3x/2 
t23=/2 
0<{<2х 
1 之 2r 


0<z<1 
t 之 1 


0, 0<1<я 
69. УЛ у= ГОО, >yC0) 一 0， y(0)=1, 其 中 И) =4 1, х<<2х 


0, 


t 之 2r 


70. 十 4y +3у=1— 960—2) — #60:—4) 46:6), у00)=0, y (0) =0 
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Ы. 71. 设 一 个 32ib 8) 8 48 ЖН ЕТ 2ft， 如 果 重 物 从 平衡 位 置 处 由 静止 释放 ， 外 加 还 力 fO) = 20: 在 
0:5 时 作用 在 系统 上 ， 然 后 移 掉 ， 求 运动 z(t) 的 方程 (请 参考 例 5)、 和 忽略 任何 阻力 ， 用 绘图 工具 
绘 出 z(2) 在 区 间 [0，10] 上 的 图 像 . . 
72. 车 外 加 压力 fO = sint 在 0 所 :<2x 之 间作 用 在 系统 上 ， 然 后 移 掉 ， 求 解 习题 71. 
在 习题 73 和 74 中 ， 利 用 拉 普 拉 斯 变换 求解 RC 串联 电路 上 电容 的 电荷 9(z)， 受 给 定 条 件 的 约束 . 


73. 400) =0, R=2.50, 74. 40) =, К= 100, 
С=0. 081, ЕС) 7. 28 所 给 . С=0. И, ЕМШИ 7. 29 所 给 . 
ЕО) E(D) 


5 


图 7.28 图 7.29 


75.(a) 用 拉 普 拉 斯 变换 求解 单 回 路 LR 串联 电路 中 的 电流 ，i(0) 一 0, L=1h, R= 100, E(t) 如 图 7. 30 
所 给 . 

Wm. Cb) 用 计算 机 绘图 程序 绘 出 iC() 在 区 间 0«Сгс:6 上 的 图 形 . 用 图 像 估 计 i 和 is ， 即 电流 的 最 大 和 最 
小 值 . 


76. (a) 用 拉 普 拉 斯 变换 求解 RC 串联 电路 中 电容 器 上 的 电荷 9( 芒 ，9(00) 一 0， 玉 一 500， С--0.011, ECO П 
图 7.31 所 给 . 


E(t) 


Ы. baik E,=106V. 用 计算 机 绘图 程序 绘 出 осоЕ LLS 上 的 图 像 ， 用 图 像 估计 gmx， 即 电荷 的 


最 大 值 . 
17. 一 个 悬 辟 梁 左 端 嵌 入 在 支撑 物 内 ， 右 端 自由 运动 . 用 拉 普 拉 斯 变换 求解 弯曲 量 y(z)， 其 上 所 受 的 载荷 为 
Wo s <r L/2 
wlr) = | 
0, L/2 < х < L. 


78. 求解 习题 77， 横 梁 上 的 载荷 如 下 所 给 : 
0， 0 < z< 1/3 
wlz) e L/3 < z < 2L/3 


0， 2L/3 < «1. 


вниз 271 


79. 求解 悬臂 梁 的 弯曲 量 у(х), ЛН ЛЕСНЕ Ч, AmA Bima, 88131019 所 给 . 

80. 一 个 梁 的 左 端 嵌 人 在 支撑 物 内 ， 右 端 简单 支撑 .求解 弯 曲 量 y(z) ， 载 荷 如 习题 77 所 给 . 

讨论 题 

81. 讨论 如 何 改写 下 列 每 个 函数 ， 使 得 定理 7.7 可 以 直接 用 于 求 出 所 给 的 拉 普 拉 斯 变换 .用 本 节 的 (16) 式 


检验 所 得 的 答案 . 
(ау Ф(С2:::134 (4-3) (Ы) Ф (е 9(:—5)} 
(с) Ф (cost (1 — п) } (d) Ф((С2-3041 (44-22) 
82.〈a) 设 用 符号 三 代替 ae 后 ， 定 理 7.6 仍然 适用 ， 其 中 站 是 实数 , ë = —1. ERAS ие n 1 Н 
28-08 . 2 255 
(созы) = сту 和 Жо = cit py 


(b) 利 用 拉 普 拉 斯 变换 求解 初 值 问 题 x 十 wx 二 coswt，x(0) 二 0，x (0) =0. 
7.4 加 法 运算 的 性 质 


本 节 中 我 们 介绍 一 些 便于 运算 的 拉 氏 变换 加 法 运算 性 质 ， 我 们 将 求 一 些 特殊 函数 的 拉 普 拉 
斯 变换 ， 这 些 函 数 是 某 个 函数 与 上 的 正 整 数 次 赛 的 乘积 ， 或 者 是 与 某 个 积分 的 乘积 ， 或 者 是 与 
周期 函数 的 乘积 ， 在 本 节 中 ， 我 们 还 将 利用 拉 普 拉 斯 变换 求解 一 些 新 类 型 的 方程 
积分 方程 、 积 分 微分 方程 ， 以 及 施 迫 函数 是 周期 分 段 函数 的 常 微分 方程 . 

用 如 乘 以 函数 “函数 fb 与 上 乘积 的 拉 普 拉 斯 变换 可 以 通过 微分 了 (的 拉 普 拉 斯 变换 得 


到 .车 F(s) 二 多 {f/f(4)}， 并 假设 微分 和 积分 的 次 序 是 可 以 交换 的 ， 那 么 


d Чиг" © әр шк ута ef = 
4Fc) = 4f е оой = | 2 perfa] =- f fdt = E fO) }; 


也 就 是 ， 


Volterra 


жр) = (Р). 
БАШ ЕАК h РСВ S 3836 , | 
Фару) = Ll От Филсоу--4(-1 #079) £ PIFO). 
AAE H Ф#{т" f (2)) 的 一 般 结果 . 


197. 20055 
如 果 F(s)= Ф( fO), n=l, 2, 3, ~", 那么 有 


rf) = Са» FCs). 
使 用 定理 7.8 
ҮГ Ф (tsinkt}. 
解 令 УО) = sinti, Еб) =), n=1, FEF 7.8 得 
. d 01. ар k \__2Ь 
F {tsinkt } =— 4 4 (sinkt } = Тэр) ES ш 


EEA Ф (Pe sinkt} 9 {t sinkt), 我 们 依次 需要 做 如 下 事情 ， 先 对 例 1 中 关于 s 的 导数 
KRE, REES sinkt ATF s 的 导数 取 负 号 . 
注 求 函数 1"e”' 的 变换， 我 们 既 可 以 用 定理 7.6 也 可 以 用 定理 7. 8. 例如 ， 
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定理 7.6: Фе“ )= Lli} = b _— 1 ， 
s 5-85-3 (5 — 3)? 
й 4 d 1 _ 1 
# 7.8: 一 一 一 3 一 一 一 一 -一 — 22 
= Ф (те } 146) 4::-23 (5—3) СОЗУ 


初 值 问题 

fE x” 4- 162 = cos4t,z(0) 一 0,z (0) = 1. 

解 ” 这 个 初 值 问题 描述 了 弹簧 上 的 质点 在 受 迫 、 无 阻尼 的 情况 下 做 简 谐 运动 的 模型 .质点 
初始 时 刻 从 平衡 位 置 以 向 下 1ft/s 的 速度 开始 运动 . 

对 微分 方程 进行 变换 ， 可 得 


2 __ 5 н = 1 5 
(s +16)XG)= l+ те R XO ris G TL 16 
现在 ， 正 如 我 们 在 例 1 中 所 看 到 的 
и туе tsinkt , (1) 


(1) 中 的 k=4， 再 由 定理 7.3 的 (d)， 可 得 
_ 1а] 4 \ l gal 8 _ 
х(0-6 Кези 8 £ | 
241, l. 
= 49104 + g tsin4:. ш 


卷 积 “ 若 函数 上 和 g 在 [0， 十 co) 上 是 分 段 连续 的 ， 那 么 一 种 用 f x g 表示 的 特殊 乘积 定 
义 为 积分 


fx g = Ї Рода Ddr, (2) 
CRH fA g 的 卷 积 (convolution). 郑 积 f*g 是 上 的 函数 . 例如 ， 
e x sint = | e'sin(t — t)dr = r sint — cost + e'). (3) 
0 


请 读者 证 明 
Ї уюна — оф = | fü овоа; 
0 


В f x g= * [. 这 表示 两 个 函数 的 卷 积 是 可 交换 的 . 请 参考 练习 7. 4 的 习题 54. 

函数 乘积 的 积分 不 一 定 是 积分 的 乘积 ， 然 而 ， 特殊 积分 (2) 的 拉 普 拉 斯 变换 是 上 和 8& 的 拉 
普 拉 斯 变换 的 乘积 . 这 意味 着 可 以 不 通过 计算 (3) 中 的 积分 就 可 以 求 得 两 个 函数 卷 积 的 拉 普 拉 
斯 变换 . 这 个 结果 就 是 卷 积 定理 (convolution theorem). 

卷 积 定理 

如果 CD 和 &(D 是 [0， 十 co) 上 的 分 段 连续 函数 ， 且 是 指教 阶 的 ， 那 么 

g (fx g)= LIDL) = FOGO). 
证 Ф 
Fe) = Ф{#0)) = | e “fear, 


+оо 
СО) = #(g(D)= | ЖЭ 
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因此 ， 我 们 有 


FOGO = (| efod) (| севар) 


- К | erp FC) е С) сав 
= L KOLON eA g (B) dB. 
保持 z 固定 不 变 , $ t==t 十 8，dt 二 dB， 因 此 
FOGG = “4 гов eg (e =й, 
在 好 平面 上 ， 我 们 在 图 7. 32 中 的 阴影 部 分 上 进行 积分 .因为 f 


和 g 是 [0， 十 cc) 上 的 分 段 连续 指数 阶 函 数 ， 所 以 积分 次 序 可 以 
交换 : 


всовсо-| cd 人 
0 


- ig AT Сва тйс) а= # (fx z). BE 

卷 积 变换 

计算 «| esin(t — r)dr | : 图 7.32 

f S fOe, g= sint, HARER A / ЯП к 卷 积 的 拉 普 拉 斯 变换 就 是 它们 拉 普 
拉 斯 变换 的 乘积 : 

, es ha 1 
| ersin(t— Ddr)= £ {e}. # (9м) = — * гү (бу 1)С ED п 

定理 7. 9 的 逆 形 式 “ 卷 积 定理 有 时 在 求 两 个 拉 氏 变换 乘积 的 逆 变 换 时 是 非常 有 用 的 . 由 定 

理 7.9 可 得 


фэ(ЕСОССО)- f * g. (4) 
在 附录 C 的 拉 普 拉 斯 变换 表 中 ， 许 多 结果 都 可 以 用 (4) 式 推导 出 来 ， 例如， 在 下 个 例子 中 我 们 
可 以 得 到 表 中 的 第 25 项 : 
Ф (sinkt — ktcoskt }= — руг (5) 
作为 卷 积 的 逆 变 换 


ИЯ а, ру . 


解 < 
F(s) = G(s) = р 
因此 
ГО = во = tg 全 二 | 一 T sinkt . 
由 (4) 式 可 得 


1 


“сатсиз. p| sesio da аа 9 
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соѕ(А + В) = соѕАсоѕВ — sinAsinB, 
соѕ(А — В) = соѕАсоѕВ + яшАяшВ . 
用 第 2 个 等 式 减 去 第 1 个 等 式 ， 可 得 


sinAsinB = Z [cos(A — В) — cos(A + В) |. 
车 令 A 二 kr，B 二 k(t 一 tr)， 计 算 (6) 中 的 积分 : 
1 1 f: 
g~ ру |= Af [cosk(2r— t) — coskt Јат 


1Г1. : 
- зү рэн — t) — rcoskt |, 


_ sinkt — ktcoskt 
7 . 


2Ë 
给 等 式 两 边 乘 以 267, ВАГА СБ) ЕЕ. ш 
积分 变换 ще) =1, #1600) 二 G(s) 二 1/s 时 ， 卷 积 定理 就 给 出 了 三 积 分 的 拉 普 拉 其 
变换 


Ф(| лов) 9, (1) 


5 


(79 9 ХЭН 
[ов = e| (8) 


当 ?是 分 母 的 一 个 因子 ， 且 /0О2-94-1(ЕСО) 比较 容 易 积 分 时 ， 它 可 以 用 来 代替 部 分 分 式 . 
例如 ， 我 们 知道 当 = sint 时 ，F(Cs)=1/(2 十 1)， 再 根据 (8) 式 ， 可 得 


g~ razvi | sinrdr = 1 — cost, 
9 


£ 1 TD] |. (1 — соѕт) т = t— sint, 
5 0 


e2), 


1 
5052 + 1) 


$ '| = Ї (т — ѕіпт) т = +" — 1 + cost, 
0 


等 等 . 
沃 尔 泰 拉 积分 方程 ” 卷 积 定理 和 (7) 中 的 结果 有 助 于 解 一 些 其 他 类 型 的 方程 ， 在 这 些 方程 
里 未 知 函数 在 积分 号 下 .下 一 个 例子 我 们 从 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 中 解 出 SO, 


fO = 0 + | уоһа dr. (9) 


函数 gC0 和 上 大 (是 已 知 的， 注意 (9) 中 的 积分 有 形 如 (2) 的 卷 积 ， 只 是 用 符号 户 代 替 了 &. 
积分 方程 


А РО) = 3° — е" -f fedr НҢ fO. 


解 由 积分 学 可 知 h(t 一 r) 二 er 使 得 h(t) 二 ee 对 每 一 项 进行 拉 普 拉 斯 变换 ， 特 别 地 ， 由 
定理 7. 9 知 ， 积 分 变换 为 多 {f (2)} 一 下 (s) 与 多 {e'} = 二 1/(s 一 1) 的 乘积 : 


拉 普 拉 斯 变换 
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2 _ D 1 
FO = 3.a I FO 1 
从 此 方程 中 解 出 F(s) ， 并 进行 部 分 分 式 分 解 ， 求 得 
_6 6 1 2 
FCs) 8 5 8-1 
上 青 由 道 变 换 得 
а фа (211) фа [31 afls gaflt 
00 = 3 $ |> | £ [+ |+ # 232 ат) 
= 382 一刀 十 1 一 2e “. m 


串联 电路 ”在 一 个 单 回路 或 串联 电路 中 ， 基 和 尔 霍 夫 第 二 定律 说 明 电感 线圈 、 电 阻 和 电容 上 
的 电压 降 之 和 等 于 电路 的 外 加 电压 ЕС). 现在 分 别 知道 电感 、 电 阻 和 电容 的 电压 降 为 


di 5. 1f 
L 于 ,RiCD ,及 去 | Со) бе, 
其 中 i(2) 为 电流 ，L、R、C 均 是 常数 .电路 中 的 电流 如 图 7. 33 所 L R 


示 ， 由 如 下 积分 微分 方程 (integrodifferential equation) 确定 
L 9 + к) [оде ко). (10) 2 
积分 微分 方程 нз 
求 单 回路 LRC 83 ЭР 081 100), L=0.1h, R=20, C=0. 1f, (00) =0, 外 加 电压 为 
EG) = 120:— 120t (t — i). 
解 ” 利 用 题 中 的 数据 ， 方 程 (10) 可 以 写成 


0.1 + 2+ 10]; Сюе = 1202 120 UG — 1). 
0 


根据 (7) 式 得 «| оде) = 109/5, ҖЕ KC9) 一 史 {i(9}， 因 此 积分 微分 方程 的 拉 普 拉 斯 变 
换 为 


1. 1. 
0, 141 Сэ +216) + 10 169 --1201 5 Jele Р — 由 7.3 节 (16) 式 可 得 


给 方程 两 边 乘 以 10s, ЯН) 52-4-205--100--(5-4-1035, ЖЕҢ IO), 得 到 


I 1200 1 1 e — 1 е") 
G) = Kes; 4105 GFE | 
由 部 分 分 式 可 得 

1/100 _ 1/100 __1/10 _ 1/100 


ICs) =1200[ 5 54-10 (4-10)? 5 
1/100 2, 010 =l - 
то + Tl G 1085 Т 


根据 第 二 平移 定理 的 逆 形 式 和 7. 3 节 的 (15) 式 ， 最 后 可 得 
100) =12[1— Ua 1) 1 12[е79 – е0 4 0-1 
— 120ге! 一 1080G 一 1D)e (7 — 1). 
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用 分 段 函 数 的 形式 可 以 把 前 述 解 写 为 
| 12 — 12е-!% — 120e, 0<:—<1 
D = i 1267194-126:209-9---120:676-1080(1-1)6700-9, 221 
根据 解 的 上 述 形式 ， 利 用 CAS 软件 可 以 分 别 在 两 个 区 间 上 绘 出 i(z) 的 图 像 ， 并 将 两 个 图 像 合 
在 一 个 图 形 上 . 注意 在 图 7. 34 中 ， 尽 管 输入 E(z) 是 不 连续 的 ,但 是 输出 或 响应 i(t) 是 连续 
РАЖ. m 
周期 函数 的 变换 ” 若 周 期 函数 f 的 周期 为 TT，T>>0， 则 有 OAT =f). JAAR 
普 拉 斯 变换 可 以 通过 对 其 在 一 个 周期 上 进行 积分 得 到 . 
周期 函数 的 变换 
3: f(t) 是 [0， 十 co) 上 的 分 段 连续 函数 ， 且 是 指数 阶 的 ， 周 期 为 T, WJ 


1 T 
#(/ = т ef Ode. 


证 把 f 的 拉 普 拉 斯 变换 写成 两 个 积分 : 
{f(D}= J "уюй [7 e" f Өй. 
令 1 二 wu 十 TT， 最 后 一 个 积分 变 为 
ЇГ ef (йй = ЇГ D f(u + ТУйц = ЗЫн ef Ddu = e“ (100). 
T 0 0 
ВИ Ф(/00)- F ef (dite (70). 


从 这 个 方程 中 解 出 四 (FoD)》， 定 理 即 可 得 证 . m 
(3 7 周期 函数 的 变换 
求 图 7. 35 所 示 周 期 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 . 


图 7.34 图 


E шж E(1) 称 为 方 波 ， 周 期 为 人 ==2， 在 区 间 0 所 :<2 E, E(1) 定 义 为 
1，0 委 上 一 1 
0, 1<г<2 


这 个 区 间 之 外 的 部 分 由 fG+2)= СОЕ X. НАЕ 7.10, 


E(t) = 
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1 2 _ 1 1 2 
ФЖ(ЕОО)- | EO d = —1 Ї e“. 14+ | е“.ой] 
1—e 0 1—e“LJo 1 
1 l— e` 
= Te ç < 1—е? = (1+e)(1— e) 
=l (11) 
sda +e) и 


周期 性 的 外 加 电压 
单 回 路 LR 串联 电路 中 的 电流 ;ii 可 以 用 如 下 微分 方程 描述 


9 + к = EG). (12) 


REM, 4(0)-40, Е) 7.35 所 示 的 方 波 函 数 . 
解 ” 由 上 个 例子 中 的 (11)， 微 分 方程 的 拉 普 拉 斯 变换 为 


2111 4 ал .1 
15105) + RI (s) = Le 或 ICs) ХҮРЕЛУ Tc (13) 
为 了 求 最 后 一 个 函数 的 逆 拉 普 拉 斯 变换 ， 我 们 首先 使 用 几何 级 数 . S хэс”, 0, ЛИ 
-一 = 1— x+ =° — x° +. TUSH —— =1—e* фе — e + =. 
1 L/R L/R 、 N 
НЭГ БУГ) 5 ЕВУ 我 们 可 以 把 (13) 式 改写 为 
1⁄1 _ 1 2, Т НА 
IC 一 去 人 s RL) este шилэн 
1/1 et e>? е” ү 1 1 2 1 ш e: es ... 
= (5 5 + s 8 + ) RGTR sF R/L ЕЕ. РЕТ ): 
对 级 数 的 每 一 项 都 应 用 第 二 平移 定理 的 形式 ， 我 们 可 得 
0 Ба 94(:-41) TL G 2) — G — 3) +) 
1 


__ е^ __ е RL 2714) 22 1) + eTR ®/Ь 746) 22 2) 20 етЁЧ-Эл. Ult — 3) + НЭЭ! 
或 等 价 于 


十 cc 
iD = Баево р) Сан ео) — m. 
为 了 对 这 个 解 加 以 解释 ， 我 们 设 К=1, L=1, 0<:<4. 在 这 种 情况 下 ， 
IO -1-065-01-067)4 (-1)--(1--6779)4 (-2)-01-6 7934 0-3) 


换言之 ， 


n=1 


1-е, 0<t£—<1 
=e фе”, 16:22 
|—ез+е т» eer, 2<:<3 
一 er 十 ee 一 er етә, 3<1<4 


i(t) = 
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ЗО ТЕВС | 02:14 上 的 图 像 如 图 7.36 所 示 ， 可 以 用 CAS 绘 出 . 


2 
m 1.5 
练习 7.4 

在 习题 1-10, RE FO). 1 
1. Ф {1со521) 2. Ф {tsinh3t} 0.5 
3. {č sinh) 4. Ф {12 cost) t 
5. Ф {теѓ ѕіпбг) 6. Ф {ге cos3t) 
7. Ф{1+} 8. (É xte} 1 2 3 4 
9. Ф {е х etcost) 10. Ф(её x sint} 图 7.36 
在 习题 11 一 18 中 ， 不 用 积分 ， 计 算 给 出 的 拉 普 拉 斯 变换 . 
11. Ф (Ге) 12. £ (сове: 
13. Ф (f е созтйг} 14. Ф | rsinrdr | 
15. £ (| rear} 16. Ф (| sinreosc 一 odr} 
17. Ф(4| еде) 18. # |: се ас 


19. 用 (8) 式 计算 所 给 的 逆 变 换 . 


we (ат) Oe (zs) OL (me) 
20、 附 录 C 中 的 表 不 包括 下 面 的 项 
Ы, (3) 用 (4) 和 (5) 中 的 结果 计算 这 个 逆 变 换 。 用 CAS 计算 卷 积 积分 ， 
(pb) 重 新 计算 (a) 中 的 答案 .可 以 用 不 同 的 方法 得 到 这 个 结果 吗 ? 
在 习题 21 一 26 中 ， 利 用 定理 7. 10 求 给 定 周期 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 . 
21. 110) 22. 


23. fo 


2b 3b 4b Í 


锯齿 函数 
图 7.39 Ё 7.40 


#BT 33 & 
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25. fO) 26. 110) 
1 I 
x 2x Зл 4л t т 2л Зл 4r 上 
sint 的 整 波动 流 sint 的 半 波 动 流 
图 7.41 图 7.42 
在 下 面 的 习题 中 如 有 必要 可 以 使 用 附录 C 中 的 拉 普 拉 斯 变换 表 . 
在 习题 27—32 中 ， 用 拉 普 拉 斯 变换 求解 给 定 的 初 值 问题 . 
27. у 十 y 一 1sint，y(0) 一 0 
28.y 一 y 一 te'sint，y(0) 一 0 
29. y +9y=cos3ż, y(0)=2, y (0)=5 
30.y 二 y=sint, y(0)=1, y (0)=—1 
П , соѕ41, 0<1<х 
31. y +16у= 200), у00)=0, y (0) =1, ЖФ ло | 
， tn 
1, 0<:<x/2 


32. y +y=f@), y(0)=1, у (03-50, 其 中 sos] 


sint, 4227/2 
Ы, зз. 用 拉 普 拉 斯 变换 和 习题 20 的 结果 求解 初 值 问 题 y'-y=sint--:sint, y(0)=0, y (0) 二 0， 用 绘图 工具 
绘 出 解 的 图 像 . 
Ы. 34. 用 绘图 工具 绘 出 所 给 解 的 图 像 . 
(a) 习 题 31 在 区 间 0<г<2х 上 的 уб). 
(b) 习 题 32 在 区 间 О<ст< EKI уб). 
在 习题 35—44 中 ， 用 拉 普 拉 斯 变换 求解 所 给 的 积分 方程 或 积分 微分 方程 . 


35. 00 [а Ddr = 1 

36. 100) = 22— af пра odr 

37. fO) = te +f efa- Ddr 

38. FD + 2f focosa — йс =4e™ + sint 
39. ro + [feae = 1 


40. f(t) = сог + | ету — ode 


8 
3 


41. f) = 1+{ fe 1)? РС) da 
0 


42. t— 2f(t) = | (er—e')f(t— т) ат 
0 
43. у( = 1 一 sint 一 | убт, yO) = 0 
0 


44. ЧУ буб) tof ydr = 1, у(0) = 0 
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Ы. 在 习题 45 81 46 中 ， 解 方程 (10) ， 初 始 条 件 为 iC(0) 二 0，L、R、C、E(t) 如 下 所 给 .用 绘图 
к 0<:<3 上 的 图 像 . 

45. L=0. Ih, R=3Q, С==0.051, EG =100[%W% Ce 一 1 一 到 (一 2)] 

46. L=0.005h, R=1Q, C=0.02f, EG = 100[:— (2—1) (:—1)] 
El. 在 习题 47 和 48 中 ， 解 方程 (12)， 初 始 条 件 为 0S0, ECO MU F ЛТ. ВМ Y R 2 th ТЕ oK 
4 上 的 图 像 , L=1, R=1. 

47. E(?) 是 习题 21 中 的 曲折 函数 ， 振 幅 为 1，4 二 1， 

48. ECD) 是 习题 23 中 的 锯齿 РЕН. REA 1, b=1. 
Ы, 在 习题 49 和 50 中 ， 解 受 迫 有 阻尼 的 弹簧 /质量 系统 模型 


d d ; 
та FB t kz = f), 20) = 0, x(0)= 0. 


其 中 施 迫 函数 f 是 给 定 的 ， 用 绘图 工具 绘 出 DEREKA EHER. 
49.m=1/2, В-41, k=5, f 是 习题 21 ФТ, 振幅 为 10, a= x, 0121. 
50.m=1, B=2, k=1, f J 3J 22 ЕУ), Н 5, а=т, tAn. 
讨论 题 
51. 讨论 如 何 利用 定理 7.8 求解 


工具 绘 出 解 在 


уа) = ч [a 


52. 解释 :tx фа а) = aa)? 0а). 


53. 在 (6) 式 中 ， 我 们 看 到 的 结果 elf fdr) = Е(5)/5, ҖЕ ЕС) = РС) р, RTA H gG) = 1 时 的 


卷 积 得 到 ， 用 本 章 的 定义 和 定理 ， 用 两 种 或 两 种 以 上 的 方法 求 出 同样 的 结果 . 
54. 讨论 如 何 证 明 fx кдж f， 并 给 出 证 明 过 程 . 
55. 拉 普 拉 斯 变换 不 适合 解 变 系数 的 微分 方程 但 是 ， 它 可 以 在 有 些 特殊 情况 下 使 用 . 
(a) 拉 盖 尔 微分 方程 ty 十 (1 一 站 y 十 ny 一 0 有 多 项 式 解 ,， ”是 非 负 整数 .这些 解 自然 称 为 拉 盖 尔 多 项 
式 ， 用 p(t) 表示 .用 本 节 的 定理 求解 n 二 0，1，2，3，4 ВО Со), 已 知 у(0)=1. 


сон # | ёт эе = УС), Bth Ye) = 800), (是 (7 中 微分 方程 的 多 项 式 解 ， 可 得 


1,00 = L ir n= 0,1,2, 
由 这 个 关系 式 可 以 得 到 拉 盖 尔 多 项 式 ， 类 似 于 得 到 勒 让 德 多 项 式 的 罗 得 里 格 斯 公式 . 请 见 6.3 节 
ODÈ. 
计算 机 实验 作业 


56. 在 本 题 的 (a) 中 ， 我 们 使 用 Mathematica 命令 行 来 求解 微分 方程 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 并 通过 求 逆 变换 得 
到 初 值 间 题 的 解 。 在 Mathematica H, P% yb 的 拉 普 拉 斯 变换 可 以 用 Laplacelransform[ y[ t], t, sj 得 
到 .在 这 个 语句 里 ， 我 们 用 符号 Y 代 换 LaplaceTransform[ у), t, s]. (如 果 没 有 Mathematica， 就 
用 CAS 句法 中 相应 的 语句 代替 . ) 
(a) 考 虑 初 值 问题 
y + 6y 十 9y = tsint,y(0) = 2,y (0) =— 

加 载 拉 普 拉 斯 变换 软件 包 ， 按照 下 面 的 命令 行 依次 执行 . 拷贝 输出 或 打印 出 结果 . 

diffequat= y [t] +6y' [t] +9y[ t]= =tSin[ t] 

transformdeq = LaplaceTransform[ diffequat, t, 81/. {y[0]—>2, 
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y[0]—> —1, LaplaceTransform [y[t], t, s]— >Y) 

soln= Solve[ transformdeq, Ү |// Flatten 

Y=Y/.soln 

InverseLaplaceTransform[ Y, s, t] 
(b) 修 改 (a) 中 的 程序 ， 求 解 

y” +3y' — 4y = 0,y(0) = 0,y (0) = 0,у (0) = 1. 
(c) LC 串联 电路 中 电容 器 的 电荷 q(t) 由 如 下 模型 给 出 
qta = 1—40: — к) +6 960: —– Зк) ,400) = 0,g (0) = 0. 


修改 (a) 中 的 程序 求解 qa). ОЕ Mathematica 中 ， 单位 阶梯 函数 仅 (t 一 a) 写 为 UnitStep[t 一 a]. ) 绘 
出 解 的 图 像 . 


7.5 狄 拉克 ó 函数 


力学 系统 经 常会 асаана аа. 例如 ， 振 动 
的 机 辟 会 受到 闪电 的 电击 ， 弹 簧 上 的 质点 也 可 能 受到 球形 锤子 的 
猛烈 击 打 ， 一 些 球 (棒球 、 高 尔 夫 球 、 网 球 ) 当 受 到 某 种 球 棒 ( 棒 球 
棒 、 高 尔 夫 球 棒 、 网 球拍 ) 的 猛烈 撞击 时 会 被 击 飞 ， 请 参考 
图 7. 43， 我 们 从 考虑 一 种 函数 开始 我 们 本 节 的 讨论 ， 而 该 函数 可 
以 作为 这 种 外 力 的 数学 模型 . 

单位 冲 量 分 段 函数 


0， Оту 
0,0—4) = 2, t —а<1< 1 +a (1) 
0, tto Fa 


的 图 像 如 图 7. 44(a) 所 示 ， 其 中 а>0, 0, 对 于 很 小 的 一 个 a 
值 ， 85, (1 一 ) 是 一 个 很 大 的 常 函 数 ， 它 的 周期 很 短 ， KAE b, Ж 
A EH. 24 a—0 В, 5,(1 一 to) 的 形态 如 图 7.44(b) 所 示 . Р 
ж 83.4 一) 称 为 单位 冲 量 (unit impulse) ， 因 为 它 有 一 个 积分 性 质 W мэр 


狄 拉克 6 函数 ”在 实践 中 ， 用 另外 一 种 单位 冲 量 更 方便 ， 一 个 近似 于 6。(t 一 to) 的 “函数 ” 定 
义 为 极限 


7.43 ”网 球拍 受到 一 个 作 
用 在 球 上 的 短 周 期 强 外 力 


6(t— to) = ітд, (t — to). | (2) 
这 个 表达 式 不 是 一 个 函数 ， 它 有 两 个 性 质 
(1) óG —t) = а ай аг (12 Q lt — to)dt = 1. 
0, БЭР o 0 
单位 冲 量 6(1 一 to) 称 为 狄 拉克 6 АЖ. 
ВХ (902—2) ) = lim PLEG — t), 则 可 以 得 到 狄 拉 克 ó 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 
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# 7 * 
mat Еа 
| | 
to—a to tota t 
a) 602—1) 的 图 像 b) a—0 时 6, 的 形态 
图 7.44 
狄 拉克 ó 函数 
对 于 16290, 有 
Ф (060—1) } = ео. (3) 
证 首先 ， 由 ?7.3 节 的 (11) 和 (12)， 我 们 可 以 用 单位 阶梯 函数 表示 6, (1 一 to): 
8,006) = LUG (o — а) — UG C6 +a))]. 
再 由 线性 及 7. 3 节 的 (14) ， 这 个 等 式 的 拉 普 拉 斯 变换 为 
1 e st a) e oto — ast e 一 e= 
040.60 t)) A s s ] e ( 2sa ) (4) 
因为 当 a 一 0 时 (4) 有 待定 形式 0/0， 所 以 可 以 应 用 洛 必 达 法 则 得 : 
Ф(80:-12))-- lim E {8 (t — to) ) = e lim ( °° — )= ео, ш 
34 = 0 时， 可 以 从 (3) 式 得 到 
E (062) }= 1. 


这 个 结果 强调 (1) 不 是 我 们 前 面 所 考虑 的 一 般 类 型 的 函数 ， 因 为 由 定理 7?.4 Вр, 4 зоон, 
有 {f(t)}—>0. 

两 个 初 值 问 题 

# у у= 400 一 2x) ， 约 束 分 别 为 : 

(а) y(0) = 1,y (0) = 0 (b) y(0) = 0,y (0) = 0 

这 两 个 初 值 问题 可 以 作为 描述 弹簧 上 质点 在 无 阻尼 介质 中 运动 的 数学 模型 在 :一 2r 时 
刻 ， 质 点 受到 猛烈 的 撞击 ， 在 Ca) 中， 质点 在 平衡 位 置 下 方 1 单位 距离 处 由 静止 释放 ， 在 (b) 
中 ， 质 点 在 平衡 位 置 处 于 静止 状态 . 

E (а) 从 (3) 式 可 知 微分 方程 的 拉 普 拉 斯 变换 是 


2 一 = 216 тр = _ ЁСНЫ 
SYG) 一 s 十 Y(s) = 4e 2 ЖҮС5) үү 


Вент 
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利用 第 二 平移 定理 的 道 形 式 ， 可 以 求 得 
УС) = cost + 4sin(t — 2n) Ut — 2х). 
因为 sin(t 一 2r) 一 sint， 所 以 前 述 解 可 以 写 为 
， ox 2 
y = | 99% <: < iN (5) 


cost + 4812, 上 之 2x 
在 图 7. 45 中 ， 我 们 可 由 (5) 的 图 像 看 出 质点 在 做 简 谐 振动 ， 直 到 在 ;—2x 时刻 受到 撞击 运动 状 
态 改变 . 单位 冲 量 对 它 的 影响 是 使 振幅 增 大 到 了 V17 , > 2x. 
(b) 在 这 种 情况 下 ， 方 程 的 变换 可 以 简化 为 


Де 2 
Y(s) шин 52 + + 1 ? 
y) = 4sin(¿—2zx)% (t—2x) 


0, 0<1< 2л 

Е 4sint， 425227 ` 

如 图 7.46 所 示 (6) 的 图 像 ， 正 如 我 们 从 初始 条 件 中 所 期 望 的 那样 ， 质 点 直到 :一 2r 时 受到 
撞击 后 才 开 始 运 动 . 


(6) 


Ж (i) 若 SG 一 加 ) 是 通常 意义 下 的 函数 ， 则 有 本 节 前 面 所 述 的 性 质 ( | )， 也 就 意味 
着 | ”6 一 4)dt 一 0 而 不 是 | uwd. BARELO RERA -AE 
通 的 函数 ， 所 以 尽管 它 能 产生 正确 的 结果 ， 但 是 刚 开 始 的 时 候 却 遭 到 不 少数 学 家 的 置 
B. 然而， 在 20 世纪 40 年 代 ， 法 国 数学 家 Laurent Schwartz 在 他 的 著作 《La Theorie 
de distribution》 里 严格 地 证 明了 犹 拉克 的 这 个 有 争议 的 函数 ， 结 果 产 生 了 一 个 几 新 的 
数学 分 支 ， 称 为 分 布 理 论 (theory of distribution) 或 广义 函数 (generalized function). 
在 这 个 理论 中 ， (2) 不 是 6(t 一 to) 的 一 个 定义 ， 也 不 是 函数 值 取 十 ce 或 0 的 函数 尽 
管 在 这 里 我 们 不 打算 深入 讨论 这 个 话题 ， 但 是 狄 拉 克 8 函数 作用 在 其 他 函数 上 有 着 很 
好 的 性 质 ， 若 f 是 连续 函数 ， 则 

十 co 

| ёа = to)dt = fto) (7) 


可 以 认为 是 001—6) 05 Ж. ik À 85 j #k Е Ж Csifting property)， 因 为 SG 一 如 ) 可 
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以 从 了 在 L0， 十 co) 上 的 值 中 过 滤 出 РО). ФАО) СО = 1003) 000) =e “) 与 
(7) 是 一 致 的 . 

Ci )7.2 节 的 注释 说 明了 一 般 线 性 常 系数 区 阶 微分 方程 的 转移 函数 为 W (s) = 
1/Р(5), ЖФ P(s=a,s" ja, as tetan. 转移 函数 是 函数 w(t) 的 拉 普 拉 斯 变 
撞 ， 这 个 肖 数 称 为 线性 系统 的 权 函 数 (weight function). 但 是 w(t) 不 能 根据 下 面 的 讨 
论 米 确定 .简单 起 见 ， 我 们 考虑 一 个 二 阶 线 性 系统 ， 在 t 一 0 时 刻 的 输入 是 单位 冲 量 : 

агу ау tay = 0), y(0)=0, y(0)=0. 
AARBEI) = 1 证明 响 应 y @ Ж Л 153 3 


1 1 1 
Үү = 2 — w 有 - 2 
сю as? tais +a РС) (0, ВАЛу-2 ze ә. 


由 此 可 以 看 出 ， 一 般 地 , п ХОР Ж Жк) АЖ y =o (t) Ж, Ж 1% Ж 2440 229 Ж ОМ А. 
零 状态 响应 ， 出 于 这 个 原因 ，w(1) 也 称 为 系统 的 冲 量 响应 (impulse response). 
#k>J 7.5 
在 习题 1 一 12 中 ， 用 拉 普 拉 斯 变换 求解 给 定 初始 条 件 的 微分 方程 . 
1.у—3у=8(1——2), у(0)=0 2. у Бу= 801—1), у(0)=2 
3. у у= 80—20), 500) =0, у (03-41 4. y -16у=00— 2л), у(0) =0, у (0) =0 
5. УКу=8(—-ух)+8((—--х), 50000, у 0000 
6. у'-Ку=8(1—2х)+86(:—4х), yO =1, y (0) =0 
7. '+2у = 90-1), у00)=0, у (0) =1 
8. y} — 2y = 14-8022), у(0) =0, у (0) =1 
9. 多 十 4y 十 5y 一 8( 一 2r) y(0)=0, у (0)=0 
10. y +2y 二 y=6(t—1), y(0)=0, у (0)=0 
11. y+4y +13y=8t— r) +8 — 3r), 500) =1. y (0)=0 
12. У--Ту +6y=e 002—2) 801—4), y(0)=0. у (0)=0 
13. 长 为 上 的 匀 质 横梁 . 在 x 二 1/2L ARER A w. BEA ma ELEA, 右 端 自由 运动 ， 用 拉 
普 拉 斯 变换 从 


dy 2-4. 
Е 42% = (71:16: 2 L). 


中 求解 弯曲 量 уба), Ж у(0) =0, y(0)=0, y'(L)=0.y7”(L) = 0. 

14. 解 习题 13 中 的 微分 方程 ， 约 束 为 y(0)=0、> (L)=0, y(L)=0, 
y (1) =0. 在 这 种 情况 下 ， 横梁 两 端 都 柑 在 支撑 物 里 . 请 见 
图 7.47. 

讨论 题 

15. 用 拉 状 拉 斯 变换 求解 初 值 问题 а уг 800. y(0)=0, y (0) =0. 
这 个 解 有 什么 特点 ? 


верит эйе 


7.6 线性 方程 组 


给 定 初始 条 件 后 ， 常 系数 线性 微分 方程 组 中 每 个 方程 的 拉 普 拉 斯 变换 可 以 把 微分 方程 组 化 
成 一 组 同步 方程 ， 这 些 方 程 是 变换 后 函数 的 方程 ， 我们 从 这 个 方程 组 中 解 出 每 个 变换 后 的 函 
数 ， 然 后 用 一 般 的 方法 求 出 其 逆 变 换 . 

耦合 弹簧 ”两 个 质量 分 别 为 m 和 的 物体 连接 在 弹簧 A 和 B 上 ， 和 忽略 弹簧 的 质量 ,它们 
的 弹性 系数 分 别 为 kiA ёл. 两 个 弹簧 依次 连接 ， 如 图 7.48 
所 示 . S a WDA zz(t) 分 别 表示 两 个 质点 距 平 衡 位 置 的 垂直 
位 移 . 当 系 统 运 动 时 ， 弹 簧 B 受到 拉力 和 压力 的 作用 ; H 
此 ， 它 的 净 伸 长 量 为 rz. ВЮ, НЕЕ ВА, ЖЖ A 
和 B 对 mi 所 施 的 力 分 别 为 一 有 Zz! 和 k(xs 一 Xx1)， 若 没有 外 力 
作用 于 系统 ， 也 没有 阻力 存在 ， 则 作用 在 т 上 的 合 外 力 为 
= tk: (z; 21). 根据 牛顿 第 二 定律 ， 有 
223 
аг 

类 似 地 ， 作 用 于 mz 的 净 外 力 和 B 的 净 伸 长 有 关 ; 也 就 是 
ЗЭВ С ау), 因此 可 得 


mı 


=— Ry 3, + k, (z; — x). 


m; йл =— k: (2 — x). 
б? 图 7.48 
жу, ARRA zT НА 7 E 
тух =— Вуху + k; (z; — zi) 
т»„х'==— k, (z; — zi) (1) 


来 描述 . 
在 下 一 个 例子 中 ,我 们 假设 =6, k54, т =1, m. 一 1， 然后 解 (1)， 物 体 从 它们 的 平 
衡 位 置 开始 运动 ， 并 且 速 度 方向 相反 . 
耦合 弹簧 
解 
2 + 10z, — 4х: = 0, 
— 45 + Z”, + 42: = 0, 1 (2) 
ARRIEN zi (0) = 0,1 (0) = 1,200) 一 0,z (0) =—1. 
解 ” 每 个 方程 的 拉 普 拉 斯 方程 为 
8 Х, (s) — C0) — x, (0) + 10X, (s) — 4Х, (s) = 0 
— 4X, (s) + ê X, (s) — sz, (0) 一 zy (0) +4Х, (5) = 0, 
其 中 X (s) = Ф хү)» Х,(5) = Ф (2,01) ). 前 述 方程 组 等 价 于 
(52 4 10)Х, (5) — 4X2(s)= 1 
—4X, (s) + (ê 4) Х, (5) =— 1 (3) 
从 (3) 中 解 出 X (5), 并 对 其 进行 部 分 分 式 分 解 ， 可 得 
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Xi(s) = s __ 1⁄5 6/5 
37 (g T 2 (2 + 12) 8-2 8012 
因此 有 
s= l yl v2 6 12 
a= g 1 | -| 
! 5,2 $ 十 2 tomt 5° F12 
=— sin ++ Bein? M3. 
把 Xi(s) 的 表达 式 代 入 (3) 的 第 一 个 方程 ， 可 得 
X, (s) 22 5? + 6 2/5 3/5 
(52 2) (52 + 12) 5-2 52 412 
K 
__ 2 f| м 3 12 
Ө! g= -Š gu 
т 5.2 25) 5/1? || 
=- sin Ve — sin? Vai. 
最 后 ,方程 组 (2) 的 解 为 
200) =- Yasin /2t + YŠ sin2 3: 
(4) 
x; (t) —— 2 in Va — YSsin2 V3. 
在 图 7.49 dh, хүй zx: 的 图 像 说 明 每 个 物体 都 在 做 复杂 的 振荡 运动 . 
х1 22 X2 
0.4 0.4 m 
0.2 0.2 
t t 
-0.2 -0.2 
-0.4 -0.4 
2.5 5 7.5 1012.515 2.5 5 7.5 1012.515 
аух(0 关于 1 的 图 像 b) xA) 关于 上 的 图 像 
图 7.49 m 


电路 网 络 在 3.3 节 的 (18) 式 中 ， 我 们 看 到 如 图 7.50 所 示 的 电路 ， 包 括 一 个 电感 线圈 、 


г + Ri, = EQ) b 
di (5) (е) в c 
RC T tii = 0. 


来 描述 ， 在 下 一 个 例子 中 ， 我 们 用 拉 普 拉 斯 变换 解 这 个 方程 组 . 
图 7.50 
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电路 网 络 
解 (5) 的 方程 组 ， 条 件 为 ЕОО--60У, L=1h, К--500, C=10 f, ий iM ¿ 80571381 2028. 
E ”我 们 需要 解 


di; . _ 
4; + 502, = 60 


50(10 *) а а, — 11 一 0, 


约束 条 件 为 11(0) = 0,2, (0) = 0, 
对 方程 组 的 每 个 方程 应 用 拉 普 拉 斯 变换 ， 简 化 后 得 
51, (5) + 501,(s) = 5° 


一 2001, (s) + (s + 200)1,(s) = 0, 


Др 1 (в) = (40000), OSLA). MATEA, ALAL, PARIERI 
式 ， 得 


(= 605 12 000 _ 6/5 6/5 _ 60 
! s(s + 100)? s s 十 100 (s+ 100)? 
1, 69) 12 000 6/5 6/5 120 


s(s + 100)? s s 十 100 (84100)? . 
做 逆 拉 普 拉 斯 变换 ， 可 求 出 电流 为 


11000) 一 


Sew шеле 


6 
5 
1.00) = 3 


2 бето — 120ге 19 m 


注意 在 例 24334 г Боов i СОТ i СОР 已 /R 一 6/5， 进 一 步 ， 因 为 通过 电容 的 电流 为 
O= 0) 0 00 = 60ге 199, ИРИ 4 二 = 十 co 时 有 就 一 0， 
双 摆 ”如 图 7. 51 所 示 ， 一 个 双 摆 受 重力 作用 在 垂直 平面 内 做 摆 
动 ， 对 于 小 位 移 g Сот 9.41)， 可 以 用 描述 运动 的 微分 方程 组 来 表示 
(m, + mh? fa + mhl: + (т + ma) li 60. = 0 
т, 1,20", 4-21:4140 | + тг:1 0: = 0 
如 图 7. 51 所 未 ，b (单位 为 弧度 ) 为 整个 系统 偏离 轴线 的 角度 ，4 为 m. 
偏离 以 т 为 中 心 的 轴线 的 角度 ， 向 右 为 正方 向 ;向 左 为 负 方 向 ， 
NE 
请 读者 用 拉 普 拉 斯 变换 解 方程 组 (6)，m —3, m=1, һ=һ=16, 
000) =1, 600) = —1, M (0) 二 0，W (0) 一 0， 然后 可 以 求 出 
2 
有 


(6) 


十 : cos2t 


1 
0, (t) = 1 ©°5 
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=: 3. 3 
0, (t) 2 cos үс 2 cos2t. (7) 


两 个 物体 在 :一 0 及 以 后 时 刻 的 位 置 可 以 用 CAS 软件 绘 出 ， 如 图 7.52 所 示 . #25027 7. 6 的 
习题 21. 


а)1-0 b)t=1.4 c)t=2.5 


(2 
° 
d) t=4.3 0:-85 
图 7.52 m 
练习 7.6 
在 习题 1 一 12 中 ， 用 拉 普 拉 斯 变换 求解 所 给 的 微分 方程 组 . 
1. 罕 = 一 z+y 2. 罕 =2?+e 
4у—2 4У-8г-а 
z(0)=0, y(0)=1 200)=1, y(0)=1 
з. 4 -а-2» а. бна S= 
z(0) 一 一 1，y(0) 一 2 z(0)=0, y(0)=0 
5 233 22=1 6 至 +z 一 下 + =0 
8г-43-аг-3у-2 8г0У-2у-0 


z(0)=0, y(0)=0 z(0)=0, y(0)=1 


拉 普 拉 斯 变换 
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d. dz dr, d 
7 + =0 q x dr ау_ 
dg Т^? 8028 de 
d dy а d 
+ — =0 q y У ах. 
а > d 4 йо 
z(0)=0, х(0)=—2, х00)=1, z (0)=0, 
y(0)=0, y (0)=1 у00)= —1, y (0)=5 
dr dy d БЫ | 
9. Чч 423 10. rt баш 
Фх Фу. dz Фу. 
а а“ ra 
x(0)=8, х(0)=0, z(0)=0, y(0)=0, 
y(0)=0, y (0)=0 y (0)=0, y(0)=0 
бх. дура dr_ 4} — _ 
ll. 7+3 0+3=0 12, p S 4z—2y+2 0—1) 
2 
Tz 63у=лет ЧУ =зл—у+Ча—1) 


— , = юм 
х(0)-50, х (03-52, y(0)=0 20020, »00)=1, 


13. DRAA), ЖФА =3, b,=2, m, =1, m, =1, х\(0)=0, 2,00) =1, 2,00) =1, х. (03-40. 


14. 推导 一 个 微分 方程 ， 描 述 如 图 7. 53 所 示 的 双 弹 簧 垂直 振动 系统 ， 用 拉 普 


ЛЕНОК ЭТТ Н, k=l, k=l, k=l, m = 1, m = 1, "J 


х\(0)=0, х,'(0)=—1, х (07-50, xz, (0) =1. 
15. (a) 证 明 如 图 7.54 所 示 的 电路 中 描述 ¿ CO n i (2) 的 微分 方程 组 为 


Li di 4 Ri, + Ris = E) 


Їл dis + Ri, + Ri; = ЕС) 


(b) 解 (a) 中 的 方程 组 ，R=5Q，L =0.01h, 1, = 0.0125, E=100V, 
iz (0)=0, 400) =0. 
(c) 求 电流 a (0). 
16. (a) 在 练习 3.3 的 习题 12 中 ,证 明 如 图 7.55 所 示 的 电路 中 的 电流 ¿o CO 
和 i (2) 满 足 
diz 


La 


di . 
+L THR = EG) 


R, di +R, qi =0 


© 
Їр 
W 
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解 这 个 方程 组 ，R; =100, R,=5Q, L=1h, C=0. 2f， 
120, 0«(:412 
0, 22 
(0) = 0,400) = 0. 


EG) = 


(bK B 4 (Е). 
17. # 3.3 节 中 (17) 的 方程 组 ，R =60, R,=50, L, =1h, L, =1h, ЕСО--508ашУ, ¿(0)=0, i, (0)=0. 


18. 解 (5) 式 ，E 一 60V， L= h, К--500, С--107Ч1, 400) =0, ¿(0)=0. 


19. 解 (5) 式 , E=60V, L=2h, ЕЁ--500, С=107*#, 4 (0) =0, ¿(0)=0. 


20.(a) 证 明 描 述 如 图 7.56 所 示 的 电容 上 的 电荷 9(t) 和 电路 中 的 电流 i (2) 的 微分 方程 组 为 
dq 
dz 

LË + Ri -44 = 0. 
(b) 求 电容 器 上 的 电荷 ， 工 =1h，RR =10, R,=10, C=1f, (е) 
0, 0<2<1 
50е, 1 之 1 


R, +q + Riis = ЕЧ) 


~ 


EG) = 


i (0)=0, q(0)=0. 
计算 机 实验 作业 
21. (a) 用 拉 普 拉 斯 变换 和 例 3 中 的 信息 得 到 〈6) 中 方程 组 的 解 (7). 
(b) 用 绘图 工具 在 垢 平面 上 绘 出 01() 和 (4) 的 图 像 ， 哪 一 个 物体 有 和 较 大 的 最 大 位 移 量 ? 通过 图 像 估 
算出 每 个 物体 第 一 次 通过 平衡 位 置 的 时 间 . 讨论 钟 摆 的 运动 是 否 具有 周期 性 . 
(оне CD 和 见 ( 在 08 平 面 上 的 参数 方程 的 图 像 .参数 方程 所 定义 的 曲线 称 为 Lissajous 曲线 . 
Cd) 物体 在 上 ==-0 时 刻 的 位 置 如 图 7. 52(a) 所 示 . 注意 1 弧度 这 57. 3`， 用 计算 器 或 CAS 的 表格 应 用 程序 
H =l, 2, +, 10s 时 Я 0, 09 8 8 Ж. 然后 绘 出 这 两 个 物体 在 这 些 时 刻 的 位 置 . 
СОН CAS 求 出 第 一 次 由 一 入 时 的 时 间 ， 并 计算 相应 的 角度 . 绘 出 这 两 个 物体 在 这 些 时 刻 的 位 置 . 
(DH САЗ 绘 出 近似 描绘 钟 摆 的 曲线 ， 如 图 7. 52 所 示 . 用 САЗ 软件 模拟 双 钟 摆 从 :一 0 到 ¿— 10 时 刻 
的 运动 过 程 ， 时 间 增 量 为 0. 1. [提示 : 写 出 物体 mm 和 m: 的 坐标 (zi 00» уб), (б), ya (0), 
分 别 用 ЖОЕ 0, G) т. 1 


第 7 章 复 习题 
在 习题 1 和 2 中 ， 用 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 求 L (fco. 
< 0, 0<:<2 
1. у= й Бин 2. 23: 2<—<4 
2—1, 21 0, 4 


在 习题 3 一 24 中 ， 填 空 或 判断 对 错 . 

з. 如 果 ЖГ, +оо) КЮЛЕ, ЖА ФОО ТАЕ. 

4. 函数 С) = (e' 0 НИЮ. 

5. ЕС) = # /2 十 4) 不 是 某 个 分 段 连续 指数 阶 函 数 的 拉 普 拉 斯 变换 . 

6. Фу) ЕС), Lle) =G), АФ FOGG) = f(t)gC0. 
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Т. Ф {e } = - 8. Ф {te } = 

9. Ф (sin2t) = 10. Ф (e *sin2t) = 

11. Ф (tsin2t ) = 12. Ф {sin2t (1 — п) ) = 
(20). af i = 

13. Ф-! 56 | — 14. #7 1) 一 
afol 1 _ 112 

15-23 сг») — 16: 37 
_ s _ -1e 一 

17. 23 ртр шинийн 18. £= 5? ) 一 

十 _ 1 
19. Ф-1 рте = 20. ~ L Fn 
21. 当 > ВФ (е) fr. 


22. ЖУ (ГО) = ЕС), BRZ (сечу) } = . 
23. 1425 (fO O)= ЕС), k>0, ВА [e= рв) UW k) = 


24. (| её) = 然而 # {«“, Коё) = 
在 习题 25—28 H, НАИВ ВАО НН у= 621: 3 28 B9 КЕЙН Л E, Ed 
像 如 图 7.57 所 示 ， 图 7.57 
25. 26 y 
图 7.59 
27. 28. 


|7 
在 习题 29—32 中 ， 用 单位 阶梯 函数 表示 /, КОРСО (Є f (D). 
30. КО, 


у . 
22 | 
to t t t 
图 7.58 
! 
| 
1 
to t 
图 7.60 


ка 
31 32 
ғ 
1 
1 2 t 
图 7.65 
在 习题 33 一 38 中 ， 用 拉 普 拉 斯 变换 解 所 给 的 方程 . 
33. У-2у +y=e, y(0)=0, у (0)=5 
34. У-8у +20y=te', у(0) =0, y (0)=0 
35. 多 十 6y +5y=t—t 901—2), y(0)=1, у (0) =0 
; 8. OK< 
36. у —5y= 0). ЖФ лө-| ‚ y(0)=1 
0, 1221 
37. y (1) = сове + | убо) созбо — т) йе, у(0) = 1 
38. f rosa — Ddr = 6 
在 习题 39 和 40 中 ， 用 拉 普 拉 斯 变换 求解 下 列 方程 组 . 
39. 2 Булч 40. з TY = 
4х+у =0 24 +y" =e” 
200) =1, у(0)=2 200) =0, у(0) = 0, 


z'(0)=0, y (0) =0 
41. RC EE р Най (ЮРЕ F 8 09 812 Л ЖАШ 


Ri + 去 | idr = EG), 
Th 


其 中 EO) 是 外 加 电压 . 200, R=100, C=0. 5f, EG) =2( +2). 


42. 一 个 串联 电路 包含 一 个 感应 器 、 一 个 电阻 器 和 一 个 电容 器 ， L= h, R=100, С=0. 01. Ж 
10, 0<:1<5 
ЕЧ) = | 
, Z= 5 
施加 在 电路 上 . 求 :>>0 时 电容 器 上 的 瞬时 电荷 уб), 900) =0, q (0)=0. 
43. 长 为 上 的 匀 质 量 辟 横梁 左 端 谋 在 支撑 物 内 (z=0)， 右 端 自由 运动 ， 求 其 弯曲 量 y(x)， 每 单位 长 度 的 
载荷 为 


wlr) = Ёл НЫ (4-4)4(--201 


/Ү9221:4:1:1:1:1:3:3:3:5:18 11:23 усо EA 


4 
ЕІ + by = (xz), 


其 中 是 座 基 的 弹性 模 量 ， 一 ky 是 与 载荷 w(x) 方 向 相反 的 座 基 
回复 力 ， 请 参考 图 7. 66， 为 了 计算 方便 ， 我 们 把 描述 这 个 现象 的 
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微分 方程 写 为 


4 (z) 
qa F aty = = . 


Epas (25) » В, а=1. РАНЕ К, RERS AR CO. 
Ca) 横梁 两 端 受 简单 支撑 ， 常 数 载荷 wu 均匀 分 布 在 横梁 上 . 

Cb) 模 染 两 端详 在 支撑 物 内 ，w(z) 是 集中 加 载 在 x 一 x/2 处 的 载荷 

[提示 ， 在 这 个 习题 的 两 个 部 分 中 ， 用 到 了 附录 C 中 拉 普 拉 斯 变换 表 的 第 35 和 36 项 . ] 
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我 们 已 经 在 3.3、4. 8 以 及 7.6 节 见 到 过 微分 方程 组 ， 并 学 习 了 利用 消 元 法 或 拉 普 拉 斯 变 
换 求 解 一 些 方程 组 ， 在 本 章 中 我 们 集中 考虑 线性 一 阶 方程 组 ， 虽 然 我 们 考虑 的 大 多 数 方程 都 可 
以 用 消 元 法 或 拉 普 拉 斯 变换 求解 ， 但 我 们 将 讨论 关于 这 类 方程 组 的 一 般 理论 ， 当 方程 组 的 系数 
为 常数 时 ， 我 们 将 给 出 一 种 基于 矩阵 基本 概念 的 解法 我们 将 看 到 这 种 基本 理论 和 求解 过 程 与 
4.1, 443 及 4.6 节 中 求解 线性 高 阶 微分 方程 类 似 ， 这 些 都 是 分 析 非 线性 一 阶 方程 组 的 基础 . 


8.1 基本 理论 


{Е 4.8 节 中 ， 我 们 说 明了 如 何 利用 消 元 法 求解 形 如 
Р, (Р) +P (0), +: + Pi, (D)=, =b, б) 


Р, (0) х. +Р, CD) zy +. +P (D) х, =b; (t) 


ху 平面 上 线性 方程 组 解 族 的 图 像 被 称 为 相 图 ; 如 图 8. 2 所 示 


(1) 


P. (D)z=, + Pr (р) х +---+ P,, (D) £, =b, Ct) 
的 含有 交 个 未 知 量 并 由 于 个 线性 微分 方程 构成 的 方程 组 ， 其 中 Ps 是 微分 算 子 D 表示 的 各 次 多 
项 式 . 本 章 我 们 的 研究 仅 限于 方程 组 的 特殊 情况 ， 即 具 有 正规 形式 (Normal form) 
dzi 


q m Жүз op 059 La) 
S g(t, Tis. Sua 3 =, ) (2) 
баа g, (t, Lis T23 ""Э 22.05 
的 方程 组 . H n 4 一 阶 方程 构成 的 方程 组 (2) 称 为 一 阶 方程 组 (first-order system). 
线性 方程 组 当 (2) 中 的 每 个 函数 g1，g;，"…，8, 关 于 独立 变量 z!，z:，*…，Z, 都 是 线性 


的 时 候 ， 我 们 可 以 得 到 线性 一 阶 方程 组 的 正规 形式 : 


ас = an (t) 21 十 aiz (Өх; + + а, Ct) En 十 f (2) 


dx; 


Е = Q21 (2) 21 + az (t) х + е 十 azn (1), 十 ТӨ)! 
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ах, _ (3) 
q ат (х,у +a, (t)z; + * + ам Ох, + f, Ct). 
ЖЭПЕ ОЗ) 541 PA RA incar system). 我 们 假设 系数 ay 和 函数 广 在 一 个 普通 区 间 工 上 连 
续 ， 当 /,( 0, i=l, 2, ч 


次 的 холин . 


‚ п, 2 ЛЖ Н СО A К 4 (homogeneous), 17 ДІК A ЭЭР 


线性 方程 组 的 矩阵 形式 WRX, AG K ЕСКЕ 


туб) Q(t) a С()*ба(Ф) 12843) 
н 200 ЗАС) 2 an (Das (0) таз, (D FC) _ цэн | 
=, (t) aa Оа, ОО гах (t) f. GD 
则 线性 一 阶 微分 方程 (3) 可 以 写成 
21 an ар (t) ain(t) Tı f. (t) 
а (2 azı (#)а» (2) а, (2) 22 felt) 
下 | ; | 二 : 十 | . |] 
t : : 
х, ал (Lan (О) а, (z) ) Lz, ШӨ 
或 简写 成 
Х'=АХ+Е. (4) 
若 方 程 组 是 齐 次 的 ， 则 其 矩阵 形式 为 
Х'= АХ. (5) 
用 和 矩阵 记号 表示 方程 组 
(ma x= (5), ， 则 齐 次 方程 组 
dz = Зх + 4y 3 4 
的 矩阵 形式 为 X' = [ х. 
dy 一 9 之 一 7y 5 Т 
dt 
Ж 
(b) 如 果 х= |y| ， 则 非 齐 次 方程 组 
Ж 
gz = блу + 
t 6 1 1 t 
党 = 8z 十 7 一 = 十 10! 的 矩阵 形式 为 X' = 8 7 —1|X+ |10:]. 
4 2 9 —1 бї 
2 
q 220977516 | 
解 向 量 


区 间 工 上 的 解 向 量 是 任意 在 该 区 间 满 足 方程 组 (4) 的 列 给 阵 
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К (t) 
x (t) 


3 


zx, (t) 

其 元 素 都 是 可 微 函 数 ， 

当然 ，(4) 的 解 向 量 等 价 于 个 标量 方程 z =$ G), х,=ф (0), +, хф, 00), “Z thn] 
以 在 几何 意义 上 解释 为 空间 曲线 的 参数 方程 系 .， n= 2 是 比较 重要 的 一 种 情况 ,方程 x 一 
$ (D) ,zs 二 加 (1) 表示 xi zs 平面 上 的 一 条 曲线 ,我 们 通常 称 平面 上 的 这 条 曲线 为 轨迹 
(trajectory) ， 并 称 zx1xs 平 面 为 相 平 面 (phase plane). 我 们 将 在 下 一 节 继 续 讨论 这 些 概念 . 

解 的 检验 

证 明 在 区 间 ( 一 cc， 十 ce) 上 ， 


l e 3 Зеб 
s (ets eer (e Ge) 
— 1 — e 5 Sest 


是 
‚пз 
маг ° 
的 解 
解 由 X=( „)ю х. (1). 我 们 可 得 


1 3 е2 e” — Зе? — 2e , 
< С 8) 
5 -3/31-ев 9 бе 2 一 3e 2 2e 
AX. = Ë ЭХ)» | МОНИ 

° 15 3/ 1569 1565-1565 


很 多 关于 个 线性 一 阶 微分 方程 组 成 的 方程 组 的 理论 与 线性 阶 微分 方程 都 是 类 似 的 . 
初 值 问 题 ” 设 六 为 区 间 工 上 的 一 点 且 


1 
—h 
[45] 一 
© бо 
m 25 

2 е 
— 
| 
мал 


zi (to) y 

ZX2 (to) y: 
XG) = ` | x, = 

T, (to) Үл 


这 里 y G=, 2, ну пов. TÆ 
求解 : Х-АСОХ--ЕС) 
约束 : ХО) =Х, (7) 
是 该 区 间 上 的 初 值 问 题 Ginitial-value problem). 
唯一 解 的 存在 性 
иш A(1) 和 F(1) 中 的 元 素 都 是 在 包含 to 的 区 间 了 上 和 连续 的 函数 ， 则 该 区 间 上 存在 初 值 
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问题 (7) 的 唯一 解 . 

齐 次 方程 组 在 下 面 的 几 个 定义 和 定理 中 ， 我 们 只 考虑 齐 次 方程 组 .以 后 我 们 将 不 再 特别 
WAH, ay 和 /都 是 某 普 通 区 间 工 上 的 连续 函数 . 

叠加 原理 下 面 的 结论 是 线性 方程 组 解 的 登 加 原理 (superposition principle). 

йл 


Ж Ху, X, ++, X. 2 Fk ЛЖ (58 E ГЕ йе, Ш 132 
Х- сїХ, + c; X; 十 … +сХ,, 
其 中 Cis (2-1, 2, +, kk 为 任意 常数 ， 也 是 该 区 间 上 的 解 . 


由 定理 8. 2， 线 性 一 阶 齐 次 微分 方程 组 的 解 乘 以 一 个 常数 ， 结 果 仍 是 该 方程 组 的 解 . 
全 加 原理 的 使 用 
首先 读者 可 以 证 明 ， 两 个 向 量 


cost 0 
X, = соз + ysin ЖХ, = N 
— cost — sint 9 
都 是 方程 组 
1 0 1 
X=| 1 1 olx (8) 
一 2 0 一 1 
的 解 。 再 由 又 加 原理 ， 线 性 组 合 
cost 


1 cost 十 : sint |+ c; 


X = c,X, + c. X, = G 2 


0 
et 
. 0 
— cost — sint 


也 是 方程 组 的 一 个 解 . = 

线性 相关 与 线性 无 关 ”我 们 首先 考虑 齐 次 方程 组 (5) 的 线性 无 关 解 . 

线性 相关 /无 关 

设 XX, ，XW,，…，Xi 是 齐 次 方程 组 (5) 在 区 间 1 上 的 一 组 解 向 量 ， 我 们 称 这 组 解 向 量 在 该 区 
间 上 线性 相关 (linearly dependent) ， 如 果 存 在 不 全 为 0 的 常数 cl ，cz tts Co A 

c X, + c, X, 十 … 十 ce 一 0 

对 区 闻 上 的 所 有 上 都 成 立 . 如 果 向 量 组 在 区 间 上 不 是 线性 相关 的 ， 则 称 为 是 线性 无 关 的 
(linearly independent). 

k= 的 情况 比较 简单 ， 两 个 解 向 量 X, 和 Xs: 是 线性 相关 的 ， 如 果 其 中 一 个 是 男 一 个 的 常数 
音 ， 反 之 也 成 立 ， 对 于 8282, 一 组 解 向 量 是 线性 相关 的 ， 那么 至 少 有 一 个 解 向 量 可 由 其 他 解 
向 量 的 线性 组 合 来 表达 . 

朗 斯 基 行 列 式 ” 和 前 面 讨论 单个 常 微分 方程 理论 一 样 ， 我 们 这 里 引入 朗 斯 基 (Wroskian) 行 
列 式 的 概念 ， 它 可 以 用 来 检验 线性 无 关 性 .我 们 不 加 证 明 地 给 出 下 面 的 定理 , 
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线性 无 关 解 的 判别 
设 
Xıl 212 Tin 
X 一 ни » Х, = =н ‚се, X, и 
Tal 2,2 Жап 
是 齐 次 方程 组 (5) 在 区 间 上 的 n 个 解 向 量 ， 则 这 组 解 向 量 在 1 上 线性 无 关 当 上 且 仅 当 朗 斯 基 行 列 式 
Xl Жу ”An 
ҮГСХ,, Xo е, x= | о (9) 
Ха. Ж х 


对 区 间 上 的 所 有 上 都 成 立 、 

可 以 证 明 如 果 Х,, X,, ++, X, СН fg s| Br, HXI hhg bka REWA, X, +з, 
Х,)550 EK W(X,, X,, +, Х„)=0. 所 以 如 果 我 们 能 证 明了 中 的 一 些 t。 满 足 W 关 0， 则 对 所 有 
都 满足 W 取 09， 所 以 解 在 区 间 上 线性 无 关 . 

注意 ,与 4.1 节 中 定义 的 朗 斯 基 行 列 式 不 同 ， 这 里 (9) 中 的 行列 式 并 没有 微分 . 

ШЕ 线性 无 关 解 


1 3 
在 例 2 中 我 们 看 到 天 一 ( |)e “和 XX 一 ()e* 是 方程 组 (6) 的 解 ， mj X A X 在 区 间 
(一 oo， 十 oo) 上 线性 无 关 ， 因 为 没有 一 个 向 量 是 另 一 个 向 量 的 常数 倍 ， 此 外 ， 我 们 有 
ҮСХ ХЭ = | Se |=8e 0 
一 e 2: 5e% 
对 所 有 的 实数 + 都 成 立 . ш 


基本 解 组 

齐 次 方程 组 (5) 在 区 间 上 的 任意 n 个 线性 无 关 的 解 半 | Х,, сз, XX, 称 为 该 区 闻 上 的 基本 
解 组 (fundamental set of solution). 

ККЖ 基本 解 组 的 存在 性 

齐 次 方程 组 (5) 在 区 间 1 上 的 基本 解 组 是 存在 的 . 

接 下 来 的 两 个 关于 线性 方程 组 的 定理 与 定理 4.5 和 定理 1. 6 等 价 . 

通 解 一 一 齐 次 方程 组 

设 浆 ,， 贸 , ，…， 关 ,为 齐 次 方程 组 (5) 在 区 间 了 上 的 基本 解 组 ， 则 方程 组 在 该 区 间 上 的 通 解 


(general solution) 为 


x = cI X, + c; X, + ... +с,Х,, 
ik # с,(а=1, 2, “су п) ЮЖ % 3. 
方程 组 (6) 的 通 解 


її? 我们 知道 入 (ее ятх, = (JE 是 (8) 在 (一 =， 二 +o) 上 的 线性 无 关 解 ， 所 
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以 X, ЯМ XX, 构成 了 该 区 间 上 的 一 个 基本 解 组 ， 则 方程 组 的 通 解 为 
1 
X = c, X, + c; X; =a [ DETINE (10) 
一 1 5 m 
方程 组 (8) 的 通 解 
向 量 
cost 0 sint 
X, = — cost + sint , X, = |1|e’,X = — $ sint — Z cost 
— cost — sint 0 — sint + cost 
是 例 3 中 方程 组 (8) 的 解 (请 参考 练习 8.1 中 的 习题 16)， 现 有 
cost 0 sint 
1 1. А 1. 1 
У(Х, ,Х,,Х,) = | 一 > cost + sint e 5 sint 7 cost| = е Z= 0 
— cost — sint 0 — sint + cost 


对 所 有 的 实数 RRL. RIAA, X, XA X. IJ JÑ Y (—co, Боо) LE Bj АЖ. 
所 以 方程 组 在 该 区 间 上 的 通 解 为 线性 组 合 X=c,X, +c, X, 十 cs Хз; 即 


cost 0 sint 
x 1 cost + 1 sint | 十 cs |lle'+ c, ] — L sint — 1 cost 
TH 2 2 2 ИЕ 2 ”| 
. 0 . 
— cost — sint — sint + cost = 


非 齐 次 方程 组 ”对 于 非 齐 次 方程 组 ， 区 间 1 上 的 特 解 (particular solution) X, EKSA 
Жош. ЖЖ ДЕЙ ENEH (4) РАЖ. 

通 解 一 一 非 齐 次 方程 组 

设 时 ,是 一 个 给 定 的 非 齐 次 方程 组 (4) 在 区 间 工 上 的 解 ， 并 设 

X. = c, X, + c; X, 十 … + c,X, 
表示 相应 的 齐 次 方程 组 (5) 在 相同 区 间 上 的 通 解 ， 则 非 齐 次 方程 组 在 该 区 间 上 的 通 解 (general 
solution ) 为 
x = X. + X,. 

齐 次 方程 组 (5) 的 通 解 X 4 ЖАР 齐 次 方程 组 (4) 的 余 另 数 (complementary function). 

通 解 一 一 非 齐 次 方程 组 


мах, = [U |) 是 非 齐 次 方程 组 
мэн ar 


‚ /1 3 
在 区 间 (一 避 ， 二 co) 上 的 特 解 (证 明之 )、(11) 在 相同 区 间 上 的 余 函 数 ,或 称 X =|. 。)X 的 


1 3 
通 解 在 例 5 的 (10) 中 给 出 ,为 X. = a (1)e “(56)”. 所 以 由 定理 8.6 
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1 
ХЕХ +X, =a (jetel 
可 知 它 是 (11) 在 (一 ceo， 十 co) 上 的 通 解 . 


练习 8.1 
在 习题 1 一 6 中 将 线性 方程 组 改写 成 矩阵 形式 ， 
35 А 
1. PP 3 一 957 2. 下 一 4 7y 
ЧУ rtgy Чу с, 
dt dz 
d d 
3. 92 3214—95 4 ОСТУ 
dy_ _ ду. 
FU СЕ y dt 工 十 2x 
dz __ 482 
ар  10:--4у4-34 “+ r+z 
5, 虹 = xy 二 x+ 一 1 в. 9. 一 3z 十 4y 十 er'sin2t 
` dt y ` dt У 
dy 9. ——3{? dy су--9е-Е4е'сов2! 
Т > ` dz 
d rtyte+ 2 至 一 y 十 6z 一 er 
dt - d > 


7 5 —9 0 8 
8. Х-14 1 11Х4-12 4: e7” 
0 —2 3 1 3 
х 1 —1 21(х 1 3 
9. Ч|у|= 3 一 4 1||у|+|2|е'—|—1|; 
z 一 2 5 6J [= 2 1 


(0-0 DOO Gn) 
在 习题 11~16 中 证 明 向 量 X RAED EA. 


ах 
11. тз 4y 
49... 92, -() -st 
4; 4х— Ту; X ? e 
ах 
12. + 
dy 214 Р ( Scost je 
ду. ; X= e 
dt ши 3cost— sint 
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1 2 1 
915. X = 6 —1 0|Х, x= 
一 1 一 2 —1 一 13 
1 0 1 sint 
16. Х=| 1 1 0 |X x= — sint— соз 
2 2 
—2 0 =l — sint+ cost 


在 习题 17 一 20 中 给 定向 量 是 方程 组 X = AX 的 解 ， 判别 这 些 向 量 是 否 构成 (一 cc， 十 cc) 上 的 基本 解 组 . 


18. X. ( e, x= (1) + [ ЯГ 
—1 6 一 8 
1 1 1 3 2 
19. Ху--1-421-1412|, Х| 20|, Х| 6 +4 
4 2 4 12 4 
1 1 2 
20. X, = 6|, X. = |—2|e 5, X, = 3 |е“ 
一 13 -1 一 2 
在 习题 21— 24 中 证 明 向 量 X, 是 给 定 方程 组 的 特 解 . 
21. з нау+и—7 


dY 3x 十 18: x= [ a [° 
4 3 2y—4t— 18; X, (-) () 


2 1 一 5 1 
22.X — [ )x+( ); x,= Í ) 
1 —1 2 3 
‚ 2 1 1 1 1 
23. x' = [ )х-( )е: x,= [ )e+( уе 
3 4 7 1 -1 


1 2 3 -1 8134 
24.X 一 | 一 4 2 О|Х+ | 4|sin3t  Х,-1 0 
一 6 1 0 3 cos3t 
25. 证 明 方 程 组 
0 6 0 
X = |1 0 1|X 
1 1 O 
在 区 间 ( 一 c， 十 ce) 上 的 通 解 是 
6 一 3 2 


R E — BF {9 2 Ж?Н 303 


26. 证 明 方程 组 


EKA, +) AnA E 
sal ХӨ a E) 


82 常 系数 齐 次 线性 方程 组 
在 8.1 节 的 例 5 中 看 到 ， 齐 次 方程 组 X = |! хв хах ох (1) 


3 kı 
of e. ЖИГИ ЫШ X (ее KER, г-1, 2, APAM AIER RIAN 


是 否 总 能 找到 形 如 
ki 
X = н е = Ке“ (1) 
k, 
的 解 ， 使 它 满足 一 般 的 齐 次 线性 一 阶 方程 组 
Х' = АХ, (2) 


这 里 4 是 一 个 nXn 的 常数 矩阵 . 
特征 值 与 特征 向 量 ”如 果 (1) 是 线性 方程 组 的 解 向 量 ， 则 ХА = Ке, IE B (2)2F S Re' = 
4Ke:: 在 两 边 除 以 :并 整理 后 得 АК=АК ЖАК-Ж--0. өх K= IK, БТ Ж JE — 4 y ## S£ 


价 于 
(A—ADK = 0 (3) 
矩阵 方程 (3) 等 价 于 联 立 代数 方程 
(а Aki 十 ark: 十 … aink, = 0 
аз Ёз + (a, — A), 十 … + anka = 0 
ал + a, b, 十 … 十 (aw = АА, = 0. 


所 以 为 求 (2) 的 非 平凡 解 X, 我们 必须 求 出 以 上 方程 组 的 非 平凡 解 ， 也 就 是 说 ， 我 们 必须 求 出 
满足 (3) 的 非 平凡 向 量 K， 但 为 使 (3) 有 二 二 … 二 ,一 0 以 外 的 解 ， 我们 必须 有 
det(A—21) = 0. 

这 个 关于 入 的 多 项 式 方程 称 为 矩阵 A 的 特征 方程 (characteristic equation)， 它 的 解 为 4 的 特征 
值 (eigenvalue). (3) 相 应 于 某 个 特征 值 ВАЕ К 20 称 为 4 的 特征 向 量 (eigenvector)， 齐 次 方 
程 组 (2) 的 解 为 Х--Ке”. 

在 下 面 的 讨论 中 ， 我 们 考虑 三 种 情况 : 不 同 的 实 特 征 值 ( 即 没有 相同 的 特征 值 )， 重 复 的 特 
征 值 ， 复 特征 值 . 
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8.2.1 不 同 的 实 特征 值 


X nXn А 及 个 不 同 的 实 特征 值 *;!，4:， 
的 特征 向 量 KK， К,, маан К,, Н 


Х,--К,єч,Х,--К,е  ,. 


是 (2) 式 在 (一 co， 十 cc) 上 的 基本 解 组 . 
通 解 一 一 齐 次 方程 组 


ЖА» . Аз x °. 


.. sX, 


‚НКЖИ (2)65 & 3k 2 ВА) n AS A F] ЗАЛА, BRK, Koon 


.... АВ], 我 们 总 可 以 求 出 n 个 线性 无 关 


= Ке“ 


, 


下 ,为 相应 的 特征 向 量 ， 那 么 (2) 在 区 闻 ( 一 co， 十 ce) 上 的 通 解 可 表述 为 


“二 cK, е". 


(4) 


X=c Куе‘ с, Кее +: 

不 同 的 特征 值 
求解 

gz = 2z + 3y, 

Ç =2r+ y 
й ”首先 求 系数 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 . 
由 特征 方程 

det(A — AD = H 3 
2 1—A 


T RERIK А = MASA. 
ЖРА i= —1, ЗИТ 


ЕЕ ЕЕ Q + 1)Q — 4) = 0 


ЗА, + 3k, = 0 
2k, + 2k, = 0 


因此 乌 = 一 ke， 当 姑 二 一 1 时， 对 应 的 特征 向 量 为 


< 人 (小 


对 于 二 4， 我 们 有 


一 2& + ЗА = 0 
2k, — 3k, = 0. 


FELI b i= 3k, /2, HXI F k:=2, 对 应 的 特征 向 量 为 


«-0) 


БЖ ОН АХ2Х2 矩阵 且 我 们 已 经 求 出 了 (4? 的 两 个 线性 无 关 解 


Х, 21 


所 以 可 以 得 出 方程 组 的 解 为 


ЕЕЕ 


3 
Je 
2 


线性 一 阶 徽 分 方程 组 
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X = eX, БХ = a [ еа (0 je (5) 
ш 


回顾 前 面 的 内 容 ， 读 者 应 该 清楚 用 和 矩阵 形式 表示 的 线性 一 阶 微分 方程 组 的 解 是 我 们 在 4. 8 
节 中 所 使 用 方法 的 简化 ， 即 列 出 了 单个 函数 以 及 常数 之 间 的 关系 ， 如果 我 们 把 (5) 右 边 的 向 量 
加 起 来 并 与 左边 对 应 的 元 素 用 等 号 连接 ， 则 我 们 得 到 与 前 面 更 相似 的 形式 

ж == се t Зее, у 一 一 cle + 2с,е“. 

如 在 8.1 节 中 所 指出 的 ， 我 们 可 以 把 这 些 方程 解释 为 ху 平面 或 相 平 面 (phase plane) 上 的 曲线 
的 参数 方程 ， 这 条 曲线 称 为 轨迹 (trajectory). 图 8. 1 所 示 的 3 个 图 像 是 解 中 常数 c с 1 时 ， 
r fE tz YH, уб) ty 平面， 以 及 相 平面 上 的 轨迹 图 像 ， 如 图 8. 2 所 示 ， 相 平面 上 一 组 具 
有 代表 性 的 轨迹 称 为 给 定 线性 方程 组 的 相 图 (phase portrait). 图 中 的 两 条 黑色 直线 实际 上 是 分 
я X 、 一 和 、 一 XX 及 XX 在 第 一 、 二 、 三 和 四 象限 里 定义 的 四 条 半 直 线 ， 例 如 ， 第 一 和 第 四 


象限 内 的 半 直线 笛 卡 儿 方 程 y= r, z2>0 和 y= 一 +，z+ 之 0 可 分 别 通过 消去 解 z 一 3e"，? 一 
2er 和 x 一 e'，y 一 一 e-' 中 的 参数 1 获得， 进一步 ， 每 个 特征 向 量 都 可 被 视 为 落 在 其 中 一 条 半 
直线 上 的 二 维 向 量 ， 特 征 向 量 K, = (2) ж оу 2 上 ， 而 K, = (_ ) 落 在 第 四 
象限 的 y= 一 + 上 ， 每 个 向 量 都 始 于 原点 ; K: 的 终点 为 (2，3)， 而 KK; 的 终点 为 (1， 一 1). 


y y 
х 6 жин — 
6 4 
4 2 
5 2 й 
4 t -2 
3 -4 
2 -2 -6 
1 -4 -8 
t -6 ын -10 — чин 

-3 -2 -1 1 2 3 -3 -2 -1 1 2 3 2.5 5 7.5 1012.515 

a) x=e-tr3e*# 的 图 像 b) y=-e+2e# 的 图 像 с) 在 相 平 面 上 由 x=e-'+3e* 

和 y=—e r+2et 定义 的 轨迹 

图 8.1 


原点 x 二 0，y==0 不 仅 是 所 有 2X2 齐 次 线性 方程 组 X = 
AX 的 常数 解 ， 而 且 也 是 对 该 类 方程 组 进行 定性 分 析 时 一 个 很 
重要 的 点 ， 若 我 们 使 用 物理 术语 来 描述 ， 则 图 8. 2 中 每 个 轨 
迹 上 的 箭头 指出 了 +t 时刻 轨 迹 上 坐标 为 (z(t)，y(?)) 的 质点 随 
时 间 的 增加 将 要 运动 的 方向 .观察 这 些 箭头 ， 除 第 二 和 四 象 
限 内 的 两 条 半 直 线 外 ， 其 他 质点 都 随 着 时 间 上 的 增加 而 远离 
原点 ， 如 果 我 们 想象 时 间 范 围 是 从 一 co 到 十 cc， 则 解 z=ce ' 
+3cet, у=—суе j 2c et, с 50, c, 0 表示 的 轨迹 或 运 图 8.2 方程 组 (4) 的 相 图 
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动 的 质点 ， 渐 近 地 “ 开 始 ” 于 由 XX 或 一 XX 定义 的 半 直 线 ( 因 为 当 t1> 一 2 时 时 可 以 忽略 ) 而 渐 近 
地 “结束 ”于 由 XX 或 一 和 定义 的 半 直 线 ( 因 为 当 1> 十 co 时 可 以 忽略 ). 

我 们 注意 到 ， 图 8. 2 是 此 类 2X2 齐 次 线性 方程 组 X -АХ 相 图 的 典型 代表 ， 该 类 方程 组 
具有 异 号 的 实 特征 值 ， 请 参考 练习 8.2 中 的 习题 17、 此 外 ， 对 于 所 有 具有 同 号 但 不 等 的 实 特 
征 值 的 2X2 线性 方程 组 来 说 ， 其 相 图 的 典型 代表 分 为 两 种 情况 . 当 和 2s 都 为 正 时 ， 所 有 轨 
迹 上 的 质点 随 :一 十 ce 而 远离 原点 ， 而 当 ) 和 )z 都 为 负 时 ， 所 有 轨迹 上 的 质点 随 > + оо Tl SE 
近 原 点 .所 以 当 为 >0，) >0 时 ， 我 们 称 原 点 为 排斥 子 (repeller) ， 当 和 <0，)<0 时 ， 称 原 
点 为 吸引 子 (attractor)， 请 参考 练习 8. 2 中 的 习题 18. 在 图 8. 2 中 原点 既 非 排斥 子 又 非 吸 引子 . 
分 析 一 个 2X2 齐 次 线性 方程 组 的 特征 值 和 = 一 0 的 情况 ， 这 个 留 给 读者 作为 练习 . 请 参考 练 
习 8.2 中 的 习题 49. 

不 同 的 特征 值 


求解 
dz _ 
g Totz 
P= r+5y—_ = (6) 
B- y--3z 
解 ”利用 第 三 行 的 余子 式 ， 我 们 得 
—4—А 1 1 
det(A — АІ) = 1 5—А 1 |=— atata 5) = 0. 
0 1 —3—A 


БЕЛД ҮЙ S A = 3, A= —4, Аз 一 5. 
对 于 二 一 3， 由 高 斯 -车 尔 当 消 元 法 得 


—1 1 110 1 0 —1|0 
行 变 换 
СА--3110) = 1 8 —110 0 1 0 . 
0 1 010 0 0 010 


ЯШ P= b, B 60. Ф k=l, RAE E ГЕ] АНАН ЛАОН ТЕ] 8 


1 1 
K, = |0|, X, = [0|e *. (7) 
1 1 
类 似 地 ， 对 于 1s 二 一 4， 有 
0 1 1|0] 1 0 一 1010 
(А-4110)-11 9 —1|0 нээв 0 1 е 
0 1 110 0 0 0|0 


这 意味 着 k = 10k, А kz: = — Ез. & k=l, 得 到 第 三 个 特征 向 量 和 解 向 量 
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10 10 
K, = -| X, = Эрт (8) 
1 1 
最 后 ， 当 X= 二 5 BF, НИ ГЭВ 
—9 1 110 1 0 一 110 
а 1 0 = 10 цэв 0 1 一 8 | 
0 1 —810 0 0 0|0 
得 
1 1 
K, = 18 | ,X, = sle (9) 
1 1 
(6) 的 通 解 为 (7)、(8) 和 (9) 中 的 解 向 量 的 线性 组 合 : 
1 10 1 
Х = с |01l|e% +c |—1 e“ +e |8 е". 
1 1 1 а 


计算 机 应 用 利用 MATLAB、 Mathematica、Maple 及 DERIVE 等 软件 包 可 以 很 快 求 出 
矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 ， 例 如 ， 如 果 想 利用 Mathematica 求 (6) 中 的 系数 矩阵 的 特征 值 和 特 
征 向 量 ， 则 首先 输入 以 行 定 义 的 和 矩阵: 

т={{—4, 1, 1), (1, 5, —1), 10, 1, —3)). 
通过 命令 
Eigenvalues[ m ]#ll Eigenvectors[ т | 
可 分 别 得 
{—4, —3, S$) 和 {{10， 一 1， 1), {1, 0, 1), (L, 8, 1)). 

在 Mathematica 中 ， 也 可 以 利用 Eigensystem[ mj] 同时 求 得 特征 值 和 特征 向 量 . 
8.2.2 重复 的 特征 值 

当然 并 不 是 пхп 矩阵 4A 的 所 有 АУЕН {Н Аз, А, ст» ЭЗЭНТ, 即 有 些 特征 值 可 能 
会 重复 ， 例 如 ， 方 程 组 


‚ B 一 18 
x = [ )x (10) 
2 9 


БАЕ ШЕШИНЕ ЖОН (А-3) 二 0， 所 以 А=А = 3 是 一 个 二 重 根 . 根据 这 个 值 我 们 得 到 
单独 的 特征 向 量 
3 Зу 


是 (10) 的 解 . 但 我 们 感 兴趣 的 显然 是 如 何 构 造 方程 组 的 通 解 ， 所 以 我 们 需要 设法 求 出 第 二 
Ж. 


一 般 地 ， 如 果 疡 是 正 整 数 ，(A 一 it 和) 是 特征 方程 的 因子 而 (一 ii) RE, ЩА RA m E 
特征 值 (eigenvalue of multiplicity m). 下 面 的 三 个 例子 考虑 了 以 下 几 种 情况 : 
( 1) 对 于 一 些 nXn 和 矩阵 A4， 可 能 会 找到 对 应 于 mm 万 n) 重 特征 值 ;的 mm 个 线性 无 关 的 特 
EEK, К, +, K,. 在 这 种 情况 下 ， 方 程 组 的 通 解 包含 线性 组 合 
сү Кеч" + с Ке" H 66 + c K, eh. 
СПОЛ m 重 特 征 值 *%， 只 有 一 个 特征 向 量 ， 则 总 能 找到 以 下 形式 的 m 个 线性 无 关 解 
X, = Ki ex 
X, = Kate + Кеб’ 


г"! 
X, = К, їг К, 


(т — 1) 
其 中 K; 是 列 向 量 . 
二 重 特征 值 ”我 们 先 来 考虑 二 重 特征 值 ， 在 第 一 个 例子 的 矩阵 中 我 们 可 以 求 出 相应 于 一 个 
二 重 特征 值 的 两 个 不 同 的 特征 向 量 . 
重复 的 特征 值 


т—2 
есю" Ке". 


1—2 2 
ЖЖ X=|—2 1 —2|X. 
2 —2 1 


解 ” 展 开 特征 方程 的 行列 式 


det(A—AI) = 2 1—А —2|=0, 
2 —2 1—А 
ati (4—5) =0. 98 А == —1 及 hs 二 5， 
РЕА == l, hA R-AK С SEED S 
2 一 2 2ļ0) 1 一 1 1|0 
(AFIIO=| 2 2 =p 2 o о о | 
2 —2 2|0 0 o 0|0 


最 后 一 个 矩阵 的 第 一 行 意味 着 bi — ktk = 0 R А =k Ёз. 今 =1, k, =0 Ж А =1, k=l, 
则 有 k =1 Ж А, = 0. 所 以 对 应 于 A 二 一] 的 两 个 特征 向 量 为 


1 0 
K, = 1 和 K, = 11. 
0 1 


因为 没有 哪个 特征 向 量 是 另 一 个 向 量 的 常数 倍 ， 所 以 将 得 到 相应 于 同一 特征 值 的 两 个 线性 无 
关 解 
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—4 —2 20 1 0 —1|0 
(А—51|0›= —2 一 4 2 |0122, 1 110 
2 —2 —4|0 0 0 Oo 


蕴涵 着 kı =k; Р, = — Ез. S k =1 4k =l, k, = —1, 所 以 第 3 个 特征 向 量 为 


1 
-11, 
1 


0 
1 — 1 
1 1 | 

例 3 rh ЖЭЛ АЯТ-2 ER ЛХ PR EE RE BJ PF SR E EE. nX n RE BE 4 称 为 对 称 的 
(symmetric), ， 如 果 它 的 转 置 AT( 行 列 互 换 ) 与 AWE, В 4 一 4， 可 以 证 明 如 果 方 程 组 x= 
AX 中 的 矩阵 4 是 实 对 称 的 ， 那 么 我 们 总 可 以 求 出 2 个 线性 无 关 特 征 向 量 К, К, o Ko 
且 该 方程 组 的 通 解 由 定理 8.7 给 出 ， 如 例 3 所 示 ， 尽 管 有 时 特征 值 是 重复 的 ， 但 这 个 结果 仍 
成 立 . 

第 二 个 解 ” 现 假设 义 是 二 重 特征 值 且 其 只 有 一 个 特征 向 量 . 则 一 定 能 求 出 形 如 


K, = 


可 以 得 出 结论 ， 方程 组 的 通 解 为 

1 
1 
0 


] 


X = с, е‘ + c; e + c; 


e”, 


X, = Kte" + Pet (12) 
的 第 二 个 解 ， 其 中 
h, pi 
k 
K= 2 ‚ P= P: 
Ь, pa 


为 检验 这 一 结果 ， 我 们 将 (12) 式 代 人 方程 组 X = АХ 并 化 简 得 : 
(AK — А. К) ге! + (AP — à P — K)et = 0. 
因为 这 个 方程 对 所 有 的 上 值 都 成 立 ， 所 以 必 有 
(A—ADK=0 (13) 
和 
(A—ADP=K (14) 
方程 (13) 说 明 K 一 定 是 4 属于 ;的 特征 向 量 ， 通过 求解 (13)， 我 们 得 到 一 个 解 X, = Кеч‘. H 
求 第 二 个 解 ， 我 们 只 需求 出 附加 方程 组 (14) 中 的 向 量 P. 
重复 的 特征 值 
求 出 由 (10) 给 定 的 方程 组 的 通 解 . 


解 ”由 (1) 我们 知道 入 二 一 3， 且 一 个 解 为 = (T e. 同时 有 k= (1) 和 P= (7), 
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+ 


由 (14) 可 知 ， 必 须 求解 


(А+зрР=к 或 °P 18Р 3 
2р — 6р» = 1. 
因为 这 个 方程 组 显然 等 价 于 -一 个 方程 ， 所 以 我 们 有 无 数 种 对 于 p р К. 例如， 选择 
1 
人 
0 
(12) 式 可 得 
1 
X, = ()е зо |2| ен 
1 0 
(10) 8 Л 
1 
3 — 
Х-с (је + с: ee + | 2 e 
0 ш 


通过 在 例 4 的 解 中 选择 不 同 的 oM с ИА, ЖЫПГЫ ШО BR ПОД. CORAN 
在 图 8.3 中 给 出 ， 解 X 和 一 X 分 别 确定 了 两 条 射线 уг т>0 和 y= yz, z<0, HEF 


的 黑 线 所 未 ， 因 为 这 个 单独 的 特征 值 为 负 ， 所 以 在 每 一 条 轨迹 上 随 着 г> +оо} е “一 0， 所 以 
当 г Боо RITA (2010. y(t))—(0,， 0). 这 就 是 随 着 时 间 у 

的 增加 所 有 轨迹 上 质点 的 运动 方向 都 朝向 原点 ， 使 得 原点 成 为 

一 个 吸引 子 的 原因 ， 此 外 ， 运 动 的 质点 或 轨迹 л Зое" 


(te үе”) у= сег се, с 0 #E t— + оо Б 


其 中 一 条 射线 在 (0，0) 处 相 切 ， 反 之 ， 若 重复 的 特征 值 为 下 ， | 222 
则 情况 相反 ， 原 点 变 为 排斥 子 ， 请 参考 练习 8. 2 中 的 习题 21. 一 一 一 
类 似 于 图 8.2， 图 8. 3 是 具有 两 个 重复 负 特征 值 的 2X2 FKR 8.3 方程 组 (10) 的 相 图 
性 方程 组 X = AX 的 典型 代表 .请 参考 练习 8. 2 中 的 习题 32. 

三 重 特征 值 如 果 系 数 矩阵 A 只 有 一 个 相应 于 三 重 特征 值 %, 的 特征 向 量 ， 那 么 我 们 可 以 
求 出 形 如 (12) 的 第 二 个 解 和 以 下 形式 的 第 三 个 解 


2 
X, = Кен +Pe + Qe", (15) 
其 中 
k; pi 4) 
k b 92 
k= ` |, P= | , б= 
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将 (15) 式 代入 方程 组 XX 一 AX， 我 们 发 现 向 量 K、P 和 8@ 必须 满足 


‘(A—ADK=0 (16) 
(A — à DP = К (17) 
(А-А, РО=Р. (18) 


当然 ，(16) 和 (17) 的 解 可 被 用 来 构造 解 X; 和 X. 
重复 的 特征 值 

2 1 6 

0 2 5 

0 0 2 
解 ” 由 特征 方程 4 一 2)’ 一 0 AA A =2 是 三 重 特征 值 ， 解 (4 一 2DK 一 0， 我 们 得 到 唯一 的 

特征 向 量 


ЖЭ X = Х. 


1 
К = lol. 
0 
ЇЕД СА-20)РР-К K(A—2DQ=P, н148 
0 
0 6 
Р-11|, 0-1 5 |. 
0 1 
5 
利用 (12) 和 (15)， 我 们 可 得 方程 组 的 通 解 为 
0 
1 1 0 1 : 0 6 
Х = с |0 өнө! 016 5-4-11 ёр 0 е + lie] 5 |е 
0 0 0 0 0 1 m 


Ж зА жт АВ, 我 们 肯定 能 求 出 m 个 线性 无 关 的 特征 向 量 或 相应 的 少 于 
m 个 的 特征 向 量 ， 所 以 本 节 开 始 列 出 的 两 种 情况 并 不 能 包括 所 有 有 重复 特征 值 的 情 
况 ， 比 如 说 ， 一 个 5X5 EB T 8 i — A 5 重 特 征 值 且 有 三 个 相应 的 线性 无 关 的 特征 
向 量 ， 请 参考 练习 8.2 中 的 习题 31 和 50. 
8.2.3 复 特 征 值 
ШЖ оа А ой ВНА 的 复 特征 值 ，8>>0, 站 一 一 1， 则 我 们 可 以 肯定 
其 相应 的 特征 向 量 中 有 复元 素 ”. 


例如 ， 方程 组 
dz = 6х — y 
4 (19) 
ay 一 
4 5х 47у 
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зэ 
со 
+ 


的 特征 方程 为 


6 一 — 1 
det(A — АМ) = | А | 


5 4—A 
由 二 次 方程 的 求 根 公 式 得 和 1 二 5 十 21，Xs 二 5 一 2i. 
xT Х,--5--21, 我 们 有 


= à? — 104 + 29 = 0. 


5k, — (1+ 21), = 0. 
因为 А, = (1—2ph 2, WMO k S1 可 得 以 下 特征 向 量 和 相应 的 解 向 量 : 


1 1 ЯГ 
К, = [ ) , Х, == [ сэн, 
1 一 21 1—42 


同 理 ， 对 于 1,--5-221» Ri 


1 1 
K, = [ 小 X, = [ | сэн, 
1+ 21 1+ 21 


我 们 可 以 利用 朗 斯 基 行 列 式 证 明 这 些 解 向 量 是 线性 无 关 的 ， 所 以 (19) 的 通 解 为 


1 1 
х= с ї Ян tef, w (20) 

ЇЕЭР A. BJ K; 中 的 元 素 是 相应 于 4 的 K. POLRI. ПА BARE А, ВОЗЕ. 所 
以 我 们 有 心 =А К, =K,. СН FAE. 

相应 于 复 特征 值 的 解 

今生 为 齐 次 方程 组 (2) 的 实 系数 答 阵 ， 设 Ki 是 相应 于 复 特 征 值 和 二 a 十 所 的 特征 向 量 ，a 和 
B 为 实数 ， 则 

К,еч! ЊК, е!’ 

是 (2) 的 解 . 

我 们 需要 并 且 容 易 将 诸如 (20) 的 解 用 实 函 数 表示 .为 达到 这 个 目的 ， 我 们 首先 利用 欧 拉 


公式 


е0 一 ee = е (cos2t + 181021) 
е'®-?9' — eei == e (cos2t— isin2t). 
然后 ， 将 其 乘 以 复数 ， 合并 同类 项 ， 及 用 Ci 代替 cl 十 cs , 用 С.К (с 一 cz)1 后 ， 得 
Х = C, X, + C, X, (21) 
其 中 
1 0 А 
X = Ї jcos2t 一 | Jsinze |e" 
1 一 2 
和 


0 1 А 
X, = Ї )eos2: | Jsin2e |е 
一 2 1 


О 注意 第 2 个 方程 等 于 第 l CHERA). 
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现在 我 们 要 重视 的 一 点 是 (21) 中 的 两 个 向 量 X, 和 XX 是 原 方程 组 的 线性 无 关 实 数 解 ， 接 着 我 们 
忽略 Cl 、Czs 与 c1、c: 之 间 的 关系 ， 仅 认为 Ci 和 Ci 是 完全 任 取 的 实数 .也 就 是 说 ， 线 性 组 合 
(21) 是 (19) 的 另 一 个 通 解 . 
以 上 过 程 可 以 被 一 般 化 ， 设 Ki 为 系数 矩阵 A( 实 元 素 ) 相 应 于 复 特征 值 A 二 a 十 8 的 特征 向 
量 ， 那 么 定理 8. 8 中 的 两 个 解 向 量 可 被 写 为 
Куе = Kie e” = K, e“ (cosBt + isin8t) 
Ке = Кебе = Ке“ (соз — isin8t). 


根据 又 加 原理 ， 即 定理 8. 2， 以 下 向 量 也 是 方程 组 的 解 : 


X, = + (K ieh: +K h) = + (K. +R, )e" cosp 一 +(— K, +R, )e" singt 
X, = 10 Ке + Ке) = > K, + K, )e” совд + > K + K,)e“ singt. 
对 任何 复数 z=a+ib, T C+ =a 10—212) =b 都 是 实数 . ВТ ЎЫ 5. (К, 二 本) 和 


iK, +K ) 的 元 素 都 是 实数 ， 通 过 定义 


B, = Т0, +K.) 及 В, = + CK, +K.) (22) 


我 们 可 得 以 下 定理 . 
相应 于 复 特征 值 的 实数 解 
i£ 外 一 ax 十 良 是 (2) 中 齐 次 方程 组 系数 矩阵 A 的 复 特 征 值 ， 另 设 Bl 和 В, ЖЕ (22) 中 定义 的 
两 个 列 向 量 ， 则 
X, = [Bicospt — В, singt Je” 
X, = [B:cosßt + В, singt Је“ 
是 (2) 式 在 (一 ceo， 十 co) 上 的 线性 无 关 解 . 
(22) rR Ж BE B, 和 B; 常 被 表示 成 
в, = Re(K,) 和 B, = Im(K.,) (24) 
因为 这 两 个 向 量 分 别 是 特征 向 量 下 的 实 部 和 虚 部 ， 例如， 根据 


K = (ial Ga) 
B, = Ке(К,) = ()в В, = Im(K,) = (_ 


(23) 


可 由 (23) 推 得 (21). 
复 特征 值 
求解 初 值 问 题 


2 
х = [ 2 Эх, хо = | . (25) 
一 2 — 1 


314 8894 


# 
Ж ”首先 我 们 由 
ваа = | ° |н —‹ 
—1 一 2 一 1 
得 特征 值 为 à =2i ЖП ¿=i = —2i. 对 于 31» 方程 组 为 
(2—2i)k, + 8k, = 0 


一 下 十 (一 2 一 2i)&, 一 0” 
938 k= (2-21). S k=l, RN 


现 由 (24)， 我 们 构造 
B, = Re(K,) = (я В, = Im(K,) = (С). 


因为 a 二 0， 由 (23) 得 方程 组 的 通 解 为 


хэн (5) оока (зва (0)eos2rt (2) а) 


2со521--251021 2со82:4-281021 
=a | ) cf . ) (26) 
一 COS2L — sin2t 
由 方程 组 的 解 (26) 定 义 的 曲线 或 轨迹 的 图 像 在 图 8.4 的 相 图 中 
2 
给 出 ， 初 值 条 件 为 C(0) = |( ) ， 或 等 价 地 ，z(0)= 2 Н 
y(0)=—1, 我 们 可 得 代数 方程 组 2с +26. =2, с — 1, 其 
解 为 < = 1, с, = 0. 所 以 初 值 问题 的 解 为 厦 = 
(соо - 288021 


). 由 参数 方程 zx 一 2cos 21 一 25іп 21, у = 
— с052/ 


一 cos 2 定义 的 特 解 的 轨迹 为 图 8. 4 中 过 点 (2， 一 1) 的 曲线 . 图 8 4 万 程 组 (26) 的 相 图 


Ж 本 节 我 们 已 经 专门 分 析 了 齐 次 一 阶 线性 方程 组 的 标准 型 和 一 AX， 但 动态 物理 系 
统 的 数学 模型 常常 是 齐 次 二 阶 方程 组 ， 其 标准 型 为 加 一 4X、 例 如 ，7.6 节 中 的 (1) 所 
描述 的 双 弹 簧 模型 


тух“ =— kizi + k; (z; — Ду) (27) 
m2 x 2 一 一 kz (Xx2 — x) 
可 写 为 
MX” = КҮ, 
其 中 


mi 0 — Ё! — Ё, Ë Tı (62! 
М-- ‚К — ,XX 一 [ ). 
Zz (z) 
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因为 M 是 非 退 化 的 ， 我们 可 通过 X =AX REX, F A=M К, ik 3 (27) ж 
价 于 


x = X. (28) 
тэ т» 
我 们 可 以 利用 本 节 所 涉及 的 两 种 方法 求解 这 样 的 方程 : 
. 第 一 种 ， 可 以 通过 代 换 法 将 原 方程 组 (27) 转 化 为 一 阶 方程 组 ， 如 果 我 们 设 z! 一 zs 
B х=, Mj Xx 一 XI 且 X44 二 Xx2， 那 么 (27) 就 等 价 于 一 个 由 四 个 线性 一 阶 微分 方 


程 组 成 的 方程 组 : 
т = T; 
хх; 一 T4 
0 0 1-0 
0 0 0-1 
Ё Ё Ё А 
х" = (2-2) 十 一 zz 或 х = kı k ko 0 olx. (29) 
ту т mı mı mi ті 
Ë ke оо 
12 mz 
, __ Ё› kz 
r, = — T] 一 — T: 
тә т 


18:34: k (29) 3.65 AREE A к ДЕЕ а, ЖП Ж 533 48 И, 
全 给 出 了 系统 的 状态 一 即 物 体 在 上 时刻 相 对 于 均衡 点 的 位 置 Ci 和 zs) 及 物体 运动 
的 速度 (zs 和 т). 请 参考 练习 8. 2 中 的 习题 48(a). 

第 二 种 ， 因 为 (27) 描 述 的 是 无 阻尼 运动 ， 所 以 可 以 肯定 二 阶 方程 组 (28) 有 实数 解 且 
其 形式 为 


X = Vecoswt f X = Vsinwt, (30) 
KOP V Z 33. 3&C(30) 6 £ — КЛ X'= AX 得 (A 十 we)V 一 0( 证 明 
ж). чу ФЗ) МЖ зе, = а АЖ T — F ЖА B V АЁ + A A 
征 向 量 ， 可 以 证 明 A НАА А ог, i=1, 2 都 是 负 的 ， 所 以 wi 一 V 一 入 为 
实数 且 代 表 了 振动 频率 (请 参考 第 7.6 节 中 的 (4))， 通 过 解 的 登 加 得 (28) 的 通 
解 为 
X= сҮ, coswit -+ caVisinet + c Vz созш» + c, V; sinwzt (31) 
== (cicosat 十 czsinw Уу 十 (cscoswz 十 Са sinozt)V; 
jk oP V. РУ, 23 2 А 相应 于 和 1 和 hs 的 实 特征 向 量 . 
推广 (31) 给 出 的 结果 .如果 一 w*， 一 wo?，"…， 一 wa 分别 是 nXn ЖЖЖ A 
的 不 同 的 负 特 征 值 ， 且 VY，V2，…， Y, 是 相应 的 实 特征 向 量 ， 则 齐 次 二 阶 方程 组 
Х'=АХ 有 通 解 
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Х = > (a,cosa,t + б,8їшонЭУ,, (82) 


其 中 ai 和 8 代表 任意 常数 ， жааз 8.2 中 的 习题 48(b) 和 本 章 末 的 项 目 模 型 . 


练习 8.2 


8.2.1 不 同 的 实 特征 值 
在 习题 1—12 中 求 出 给 定 方程 组 的 通 解 . 


d 
1. % = +y 2. dE 224 2у 
4 
Жэ 4х-+3у P= rty 
dr dz 5 
3. FP 4х+2у 4. 47025782» 
4 5 4 3 
= —-ух+2у Z= rT 
‚ /110 —5 —6 2 
ЕЕ ен) 
8 —12 —3 1 
7 ах. на 8 4. =21—7 
бш yoz r Sr fy 
49.20 ду _ 
а> со 5z 十 10y 十 4z 
= Tz 至 =5? 十 2 
—1 1 0 1 0 1 
9Х-1 1 2 1|Х 10. Х'= |0 1 0|X 
0 3 —1 1 0 1 
—1 一 1 0 
3 3 -1 4 2 
11.X 一 | 4 2 3 іх 12.Х'=| 4 一 1 —2|X 
1 1 _1 о о 6 
8 4 2 
在 习题 13 和 14 中 求解 给 定 的 初 值 问题 ， 
1 0 3 1 1 4 1 
13. Х'= 1 Х, хо (2) 14.Х'= |0 2 0|Х, Х(0) = |3 
1 — 111 0 
计算 机 实验 作业 


在 习题 15 和 16 中 ， 


0.9 2.1 
0.7 6.5 
1.1 1.7 


15. X = 


用 CAS 或 线性 代数 软件 求 出 给 定 方程 组 的 通 解 . 


1 0 2 一 1.8 0 

3. 2 0 5.1 0 一 1 3 

4.2|X 16. Х7-41 1 2 一 3 0 o| x 

3.4 0 1 —3. 1 4 0 
一 2.8 0 0 1.5 1 


17. (2) 利用 计算 机 软件 绘 出 习题 5 中 方程 组 的 相 图 ， 如 果 可 能 ， 像 图 8.2 那样 在 相 图 中 标 出 箭头 和 四 条 


Ж — Pr #& 2 2 Ж#Н 


射线 . 
(b) 求 出 (a) 中 四 条 射线 的 第 卡 儿 方程 . 
(c) 在 方程 组 的 相 图 中 绘 出 特征 向 量 . 


18. 求 出 习题 2 和 4 中 方程 组 的 相 图 ， 对 每 一 个 方程 组 ， 求 出 所 有 射线 的 轨迹 并 将 其 在 相 图 中 绘 出 . 


8.2.2 重复 的 特征 值 
在 习题 19—28 中 求 出 给 定 方 程 组 的 通 解 . 


19. d 3r- y 20. 82 —6z+5y 
49 —9—3у Y=—5z+4y 
‚ /一 1 3 12 一 9 
21.X=( )x 22. x= [ )x 
3 5 4 0 
23. 学 =3z 一 yz 24. 学 =3z+2y+4x 
Y=z+ty-z 党 =2z+22 
d r—y+z SE=4z+2y+3z 
5 一 4 0 1 оо 
25.Х-11 0 2|X 26 -| 3 ү 
0 25 0 —1 1 
10 0 4 1 0 
ын 2 —1|Х 28 r-l 4 1|Х 
01 0 0 0 4 
在 习题 29 和 30 中 求解 给 定 的 初 值 问题 . 
0 0 1 1 
29.x = ( 2 -)х, хо-() sx- 1 0|х, 23, 
16 ó 1 0 0 5 
31. 证 明 5х5 Ё 
21000 
02000 
А-10 0 2 0 0 
оо O 21 
оо о O 2 
有 5 重 特征 值 41， 并 有 3 个 相应 于 入 的 线性 无 关 特 征 向 量 . 


计算 机 实验 作业 
32. 求 出 习题 20 和 21 中 方程 组 的 相 图 . 对 每 个 方程 组 求 出 所 有 射线 的 轨迹 并 将 其 在 相 图 中 给 出. 
82.3 复 特征 值 
在 习题 33 一 44 中 求 出 给 定 方程 组 的 通 解 . 
d 


8 шоо 
33. r= 6z—y 34. ty 
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ду ec d 
Ф 52-25 d3- —2r—y 
35 dz 一 5 十 4х 
5. Чр ТУ 36. q 4 tS 
dy_ 
72473» 4У2-2:46у 
4 一 5 1 一 8 
37. x= ( )x '—( 
5 —4 38. Х | а x 
39 dz _ ах 
“ч & 40. а erto 25 
а 
К dY- 3r+6z 
d 
To” 92—438 
1 —1 2 4 0 1 
41.X'— |—1 1 01Х .42.X=| 0 6 0|Х 
一 1 0 1 —4 0 4 
2 5 1 2 4 4 
43. 多 = 二 | 一 5 一 6 41Х 4.X=|—1 —2 olx 
о о? 一 1 0 一 2 
在 习题 45 和 46 中 求解 给 定 的 初 值 问题 . 
1 一 12 一 14 4 
45.X=|1 2 -3|1Х, xoy=| 6 46. X' = ЯН хо ( ) 
1 1 —2 一 7 
计算 机 实验 作业 


47. 求 出 习题 35 37 和 38 中 方程 组 的 相 图 . 


48. 


(a) 用 注释 中 列 出 的 第 一 种 方法 求解 7.6 节 中 的 (2) ， 即 用 4 个 线性 方程 构成 的 一 阶 方程 组 表 出 (2). 
利用 CAS 或 线性 代数 软件 求 出 4X4 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 . 然后 在 得 到 的 通 解 中 应 用 初 值 条 
件 求 出 7.6 节 中 的 (4). 

(b) 用 注释 中 列 出 的 第 二 种 方法 求解 7.6 节 中 的 (2)， 即 用 两 个 线性 方程 构成 的 二 阶 方程 组 表 出 (2). 
假设 解 的 形式 为 X=V sinwt ЖІ X = Усоѕог. ЖИ 2X2 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 ， 与 (a) 相 同 ， 求 
出 7.6 节 中 的 (4). 


讨论 题 


Ы, 49. 


50. 


51. 


52. 


求解 以 下 线性 方程 组 : 
сох -(, Эх ых ( _\)х 


求 出 每 个 方程 组 的 相 图 .在 每 个 相 图 中 ， 直 线 у= r 的 几何 意义 是 什么 ? 

考虑 习题 31 中 给 出 的 5X5 矩阵 ， 不 利用 矩阵 方法 ， 求 解 方程 组 Х — AX, 但 用 和 矩阵 符号 写 出 通 解 . 
以 所 求 的 通 解 为 基础 ， 讨 论 如 何 利用 本 节 的 矩阵 方法 求解 方程 组 ， 给 出 求解 方法 ， 

例 6 中 所 得 曲线 的 笛 卡 儿 方 程 是 由 线性 方程 组 解 的 参数 方程 定义 的 ， 求 出 笛 卡 儿 方 程 . 找到 在 图 8. 4 
中 定义 的 过 点 (2， 一 1 的 曲线 . [提示 : 计算 л. УЦ лу.) 

考虑 在 习题 47 中 得 到 的 相 图 ， 在 什么 情况 下 ， 有 复 特征 值 的 2X2 齐 次 线性 方程 组 的 相 图 由 一 族 封闭 
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曲线 组 成 ? 由 一 族 螺 旋 曲 线 组 成 ? 在 什么 情况 下 ， 原 点 (0，0) 为 排斥 子 ? 吸引 子 ? 
8.3 常数 变易 法 
在 2.3 节 和 4. 6 节 中 我 们 通过 常数 变易 法 求 出 了 非 齐 次 线性 微分 方程 的 特 解 ， 这 种 方法 可 
以 推广 到 线性 微分 方程 组 中 ， 在 讨论 非 齐 次 线性 方程 组 X 一 4X 十 下 的 矩阵 形式 的 常数 变易 法 
之 前 ， 我 们 先 来 看 看 相应 于 齐 次 方程 组 X = AX 解 向 量 的 一 个 特殊 矩阵 . 


基本 和 矩阵 ”如果 XX ，X,，…，X, 是 齐 次 线性 方程 组 X 二 AX 在 区 间 工 上 的 基本 解 组 ， 那 
么 它 在 该 区 间 上 的 通 解 为 X=c,X, +c,X, 十 … 十 cv 或 


Xu 212 Zin суху 十 cem 十 … + слу 
T21 222 Tzn Су] T C2 T22 十 … сайн 

Х = с, . 十 cs 十 … 十 cn . 一 (1) 
Ta 2,2 Хал сха 十 cez, 十 … + cam 


(1) 中 的 最 后 一 个 矩阵 是 由 一 个 nX n 矩阵 和 2X1 矩阵 相 乘 得 到 的 ， 也 就 是 说 ， 通 解 (1) 可 写成 
乘积 形式 

X = ФОС, (2) 
其 中 C 是 nX1 列 向 量 ，c，cz，…，c; 为 任意 常数 ， 而 n> n 和 矩阵 的 每 列 由 方程 组 XX = AX 的 
解 向 量 组 成 ， 


Ху Tı Tı 

Z Tz l Tn 
ФО) 一 А , 

Tal 2,2 ... Жоп 


这 个 nXn 矩阵 称 为 方程 组 在 该 区 间 上 的 基本 和 矩阵 (fundamental matrix). 
ЕШШ ИПИЕ. ЗЇП ЖЕНИЛ ЕЖЕ РЕЙ ТЕШ: 
.基本 和 矩阵 ®(t) 是 非 退 化 的 . 
.如 果 DORNER X 一 AX 的 基本 和 矩阵， 那么 
Ф' (1) = ADC). (3) 
回顾 定理 8. 3 中 的 (9)， 可 发 现 det@(b) 与 朗 斯 基 行 列 式 ИСХ, Ху, сз, X,) 是 相同 的 . 
所 以 ФООХЕБС I 上 线性 无 关 的 列 向 量 保证 了 对 区 间 上 的 每 个 上 都 有 аечфС:5:0 成 立 ， 因 为 
p(t) 是非 退化 的 ， 所 以 对 所 有 t ЕЛЕНЕ Ф O. (3) 的 结果 可 由 @®(1) 的 每 一 列 都 是 X = 
AX 的 解 向 量 这 一 事实 立即 得 到 . 
常数 变易 法 “与 4.6 节 中 的 分 析 过 程 类 似 ， 我 们 想 问 是 否 可 以 用 一 个 函数 列 和 矩阵 来 代替 
(2) 中 的 常数 矩阵 C， 即 
u Ct) 


uz (1 


001) = 使 得 X, = OWU) (4) 


u, (t) 
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是 非 齐 次 方程 组 


Х = AX +F). (5) 
的 特 解 . 
根据 乘积 的 求 导 法 则 ，(4) 的 第 二 个 表达 式 的 导数 为 
X, = OWU CD Ф (000). (6) 


注意 (6) 中 乘积 的 顺序 是 非常 重要 的 ， 因 为 UG КЕ, Н О (00Ф(Я417(0Ф (0 E 
没有 定义 的 . 将 (4) 和 (6) 代 入 (5) 得 
ФОЖ/ DHD +E (10701) = АФС) + F). (7) 
现在 若 用 (3) 代 替 DG), MER 
DU СО -HH4GCDU(CD = ADUM + ЕС) 
或 
BU (0) = F). (8) 
在 (8) 式 两 边 同 乘 以 Ф 01348 
1701) = Ф) Е), Br UG) = | өг (0) F(t) drt. 
因为 X, 一 BCDU(t)， 所 以 (5) 的 特 解 为 
X, = oo| D'OFO dt. (9) 
为 计算 (9) 中 列 和 矩阵 ó (ОЕА, ЖИПЕК ЛУ. Hr NHG) НВА 
为 X=X.+X,sË 
x= Фоос-ФО| ФО (ЕСФ. (10) 


注意 在 求 积 分 fo (ЕС) аг 时 我 们 无 须 使 用 积分 常数 ， 这 个 原因 与 4.6 节 中 对 常数 变易 法 的 


讨论 一 样 ， 请 参考 4. 6 节 的 例 2. 
常数 变易 法 
求 出 非 齐 次 方程 组 


解 ” 首 先 我 们 求解 齐 次 方程 组 
к= (7 ЯГ (12) 
其 系数 矩阵 的 特征 方程 为 


аА Ар = | ° ^ ! 
et( = ? 24-41 


所 以 特征 值 为 1 二 一 2 和 3 二 一 5， 利 用 通常 的 方法 ， 分 别 求 出 相应 于 和 和 A 的 特征 向量 


ПЕЕ! 


É Q +2)Q + 5) = 0. 
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则 方程 组 (11) 的 解 向 量 为 
1 e 1 -ы 
х ва е (а 
1 е е 和 2 — 2 e есы А 
天 中 的 元 素 构成 了 ФО) ФЕ 17, ХНА Y ФООЧ 8958-1411, 所 以 
ez: -5: 2 6н + 
t) = e? = 
Ё МА. ши da ls 
3 ° 3° 
由 (9) 得 
2 2t l 21 
—2¢ -56 ЕЧ 
х, = ФСО| ФЭСОРСОЙ = [ ° | ° 3 É Jar 
e 一 2e š: las -l e! 
3 
21 1 t 
оа он 2te +° 
Е е2 ——2e š | teë 一 1 а dt 
2: 1 2t 1 1 
Ш e e °t te 2 ° + 36 
е“ нэ 2e °! 1 es las 22 let 
5 25 12 
6 27 1 _, 
5 5074 
3 21 1 , 
575072 
所 以 由 (10) 得 ，(11) 在 给 定 区 间 上 的 通 解 为 
6 2 l 
е" e | усу 5 507 4 
x= .| 人 hf 
е" 一 2e | co 3,21 1 L 
5 50 2 
6 27 1 
ly ly 5 50 4| _ 
-а| Je нэ Je 8-р t— + : 
1 一 2 3 21 1 
5 50 p m 
初 值 问 题 (5) 在 某 区 间 上 的 通 解 可 写成 另 一 种 形式 : 
х-өсос-Фс| ФО (SO F) ds, (13) 


其 中 上 和 心 是 区 间 上 的 点 .这 一 形式 在 求解 有 附带 初 值 条 件 X(to) 二 和 的 (5) 时 比较 有 用 ， 因 为 
这 样 选择 积分 上 下 限 会 使 得 :二 6 时 ， 特 解 变 为 0. 将 t=to 代 入 (13) 得 Xo 二 @(to)C， 由 此 可 得 


C=0 (1,)X。， 将 最 后 这 个 结果 代入 (13)， 就 得 到 初 值 问 题 的 解 为 
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X = BO UX + ФО| POFO ds. аа) 
Ж з РООЭРрӨЫМЛЖЯЗЖ, $ AK. Hk hj. ERAM, АЗ АЖ 
的 有 限 次 和 和 积 时 ， 我 们 也 可 以 利用 待定 系数 法 (undetermined coefficient) 求 出 非 齐 
ЖЖ Х-АХ-Е ИН Х, 我 们 并 没有 详细 痢 述 针对 线性 方程 组 的 这 一 方 
法 ， 因 为 这 一 方法 并 不 是 4.4 节 中 讨论 的 方法 的 简单 推广 。 请 参考 练习 8.3 中 的 习题 
23—26 和 习题 28. 


练习 8.3 
在 习题 1 一 20 中 ， 用 常数 变易 法 求解 给 定 的 方程 组 . 
ах _ d 
1. 一 二 3z 一 3 十 4 2. Fri ss 
di? | dx, —2у+ 4; 
dt > dt 9T y 
3 —5 
1 2 一 1 i 
3.X' 一 | 3 х+( Je” 4. х-( ) (зөн je 
7р -1 -1 2 2со821 
, 0 2 1 0 2 
s. x= ( )x+ í Je 6.X = )x ( ) 
-1 3 —1 一 1 3 e 
1 8 12 1 8 e 
х= [ )x+( ): 8. Х' = )х+( 
1 —1 12 1 —1 te 
3 2 2e ; 3 2 1 
s. x= [ )х-( ) 10. x= [ )x+ ( ) 
一 2 —1 一 2 —1 1 
; 0 —1 sec t , 1 一 1 3 
пх ( )x+ í ) 12. X -( )x+ je 
1 0 0 1 1 3 
; 1 —1 cos t ; 2 一 2 Їүе 
13 х-| )х-( Je 14.x=( )х+( Ер 
1 1 sint 8 —6 3/ t 
0 1 0 0 1 1 
15. x= ( )х+( ) 16. x= ( )х+( 
—1 0 sec ttant —1 0 cot £ 
; 1 2 csc t ; 1 —2 tant 
17. X = 1 x+ ( )е 18. x= ( )x+( ) 
—— 1 sect 1 —1 1 
2 
1 1 O е 3 一 1 —1 0 
19.Х'= |1 1 0|X+|e” 20. Х' = |1 1 —1|Х+И 
0 0 3 te” | 1 —1 1 2e 
在 习题 21 和 22 中 利用 (14) 求 解 给 定 的 初 值 问题 . 
3 一 1 4e” 1 , 1 —1 17: 2 
21. x = Í )x: ( )， хсо»-( ) 22. x' = [ )х+( ). хо ( ) 
一 1 3 де“ 1 1 一 1 1/t -1 


在 习题 23 一 26 中 ， 通 过 将 XX, 代 人 给 定 的 方程 组 ， 确 定 特 解 中 的 系数 . 求 出 方程 组 的 通 解 . 


2 = [ 2) (7:), х (2) 


A М —Ю- 2- 2 32 R 
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6 1 6 
а.х [ )x+ Í й ї х,-(2)8(2) 
4 3 一 10t 十 4 b b, 
1 
4 = 一 3 
25.Х' = 3 x+ Í Jes x= ("e 
9 6 10 b. 
7 -1 5 sint 
26. x = [ )х+( ): х, = (7 Jeose+ (е = 
—1 1 一 2cost b: b, = К, 
с > 


27. 如 图 8.5 所 示 ， 该 电路 中 关于 电流 л (CO i СОАУ A 


(Бү /一 CR HR)/Le R/L үүйү, /E/L, 

4(2)-1 Б,/1д ЮУ 0 ) WW 

如 果 R, = 80, R, = 30, L, = 1h, L, = 1h, E(t) 100sin tV, Í 

200) =0, B 00) 一 0， 利 用 常数 变易 法 求解 方程 组 . 图 85 
讨论 是 


1 


28. (a) 类 似 于 习题 23， 我 们 推测 非 齐 次 方程 组 X 一 (| 


—1 3 
| )X+ (_ 。) 有 以 常数 为 元 素 的 特 解 癌 量 


然而 ， 我 们 可 以 证 明 这 个 方程 组 并 没有 形 如 x, = (。 ) аян х йн. IE 23 与 本 题 给 出 


的 方程 组 有 什么 不 同 ? 
(b) 根 据 4. 4 节 的 求解 过 程 ， 特 解 可 能 会 是 怎样 的 形式 ? 检验 所 得 的 推测 ， 求 出 (a) 中 方程 组 的 特 
解 X,. 
计算 机 实验 作业 
29. 当 A 是 3X3( 或 者 更 大 ) 矩 阵 时 ， 利 用 常数 变易 法 人 工 求解 非 齐 次 线性 方程 组 XX =АХ-+ Кп) Д.Р ЖЖ 
可 能 完成 的 任务 .考虑 方程 组 


2 一 2 2 1 te 
— 1 3 O 3 et 
Х = X+ 
0 0 4 —2 ед 
0 0 2 —1 1 


(a) 利 用 CAS 或 线性 代数 软件 求 出 系数 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 . 
(b) 构 造 基 本 矩阵 (1) 并 用 计算 机 求 出 ФО! (0. 


(c) 利 用 计算 机 计算 D OFO Jo сова ФО |а (ЕС). ФСФ Фсос--асо| Ф" (ЕХ), 


其 中 C 为 常数 列 和 矩阵 ,其 元 素 为 常数 Су .C2 、C3 和 с. 
(d) 将 计算 机 输出 的 通 解 改写 为 X=X, +X, 的 形式 ， 其 中 X. =c, X. 十 ca Х +c. Хз +c. Ха. 


8.4 ”和 矩阵 指数 


利用 和 矩阵 ， 我 们 可 以 用 一 种 完全 不 同 的 方式 求解 线性 一 阶 微分 方程 组 . 回顾 简单 的 线性 一 
阶 微分 方程 x 二 ax( 其 中 a 为 常数 )， 其 通 解 为 zx 一 ce“. 自然 地 ， 我 们 会 问 是 否 可 以 定义 一 个 
矩阵 指数 e*' 使 得 e* 为 方程 组 XX 一 4X BI fe. 
齐 次 方程 组 现在 我 们 来 讨论 是 否 可 以 定义 一 个 矩阵 指数 es 使 得 
X = e4C (1) 
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为 齐 次 方程 组 XX —AX 的 解 . 这 里 4 是 nXn 常数 矩阵 ， 且 C 是 nX1 列 和 矩阵 ， 其 元 过 为 任意 常 
数 ， 注 意 到 在 (1) 中 我 们 希望 e* 是 nXn ЖЕЕ, МИНСЕЗ е“. 完全 搞 清 矩阵 指数 的 含义 和 
相关 理论 需要 全 面 的 矩阵 代数 知识 ， 一 种 定义 e* 的 方法 是 使 用 标量 指数 函数 ес Пу ЖЕ Ж Же 


达 式 : 


а“ 


а з» (2) 
(2) 中 的 级 数 对 所 有 的 上 上 收敛， 利用 这 个 级 数 ， ыш! 代替 1， 并 用 nXn ЖОШ А 
代替 常数 wa ， 就 得 到 关于 пхп 矩阵 е BJ oE X. 
矩阵 指数 
对 于 任意 пхп EFF A, 


2 
e = l + at + a° Ereta h 


ita: 


` Ë 
“= ITA TAN г ны тл Хэн = Ујд (3) 


ИКРА 8 ака 化 于 一 个 nXn E £. 5 А = АА, А? = 
ACFE. 


es' 的 微分 РЕНО ЭЭ FER EE B OA АЕ ее 一 ae" ， 只 是 稍 有 变化 : 


жае 
а At -- АС 4 
415 Ас“. (4) 
我 们 对 (3) 逐 项 微分 得 : 
da= dfaa E+ “+A “АЛАН A H 
аг” El 21 


t Курт 
Гази дее, 
由 (4) 可 以 证 明 ， 对 于 所 有 nX1 常数 向 量 C，(1) 是 XX 一 AX 的 解 : 
X 一 terc = Ае“С = A(e*'C) = AX 


e 是 基本 和 矩阵 如果 我 们 用 符号 PORRER е“, ЖОЛ (4) 等 价 于 和 矩阵 微分 方程 
ЧО) АЧС) (请 参考 8. 3 节 中 的 (3) 式 )、 进一步， 由 定义 8.4 立即 可 得 POSI, БД 
detW(0) 关 0 上述 两 个 性 质 足以 得 出 结论 : 殉 (2) 是 方程 组 X — AX 的 基本 和 矩阵 . 

非 齐 次 方程 组 在 2.4 节 的 (4) 式 中 ,我 们 看 到 一 个 线性 一 阶 微分 方程 х' =ах+ f) (а H 
常数 ) 的 通 解 可 表述 为 


x = x, + z, = се“ 十 | ee f (s) ds. 


to 


对 于 非 齐 次 线性 一 阶 微分 方程 组 X 一 AX 十 F(t)， 其 中 AN n X n ГР, 可 以 证 明 其 通 
解 为 


X = X. + X, = “c+ e | e *F(s)ds. (5) 


to 


因为 矩阵 指数 e*' 是 基本 和 矩阵， 所 以 它 总 是 非 退 化 的 且 e “一 Ce*) Е, e “可 通过 在 
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e* 中 用 一 s 替换 上 得 到 . 
计算 es (3) 中 ee! 的 定义 当然 可 以 用 来 计算 ee， 但 在 实践 中 e 的 元 素 是 关于 i HRAM, 
所 以 (3) 的 使 用 受到 了 限制 ， 于 是 我 们 自然 想到 是 否 能 有 简单 易 行 的 方法 ， 将 这 些 级 数 定义 为 
封闭 形式 的 函数 .请 参考 练习 8. 4 中 的 习题 1 一 4. 幸运 的 是 我 们 还 有 很 多 种 其 他 方法 用 于 计算 
et; 接 下 来 我 们 讨论 如 何 利 用 拉 普 拉 斯 变换 . 
利用 拉 普 拉 斯 变换 在 (5) 中 我 们 看 到 X= e Х'=АХ 的 解 ， 因 为 =I, A X= e*' 
也 是 初 值 问题 
X = АХ, Х(0)-1 (6) 
的 解 . 若 x(s)= 二 {XQ)}) 二 {fe*')， 则 (6) 的 拉 普 拉 斯 变换 为 
зх (5) — Х(0) = Ax(s) 或 (sT — A)x(s) = I. 
在 最 后 一 个 等 式 两 边 同 时 乘 以 (sI1 А) 148 x(s) = (5 А) !I=(sI—A) ， 也 就 是 说 
{es) 二 GIA) е“ = Ф ((4-А) h. (7) 
矩阵 指数 


—1 
яр a= [, 一 。)， 利 用 拉 普 拉 斯 变换 计算 ev. 
解 ”首先 我 们 计算 矩阵 аА 并 求 它 的 逆 ， 


8-1 1 
Я-А-( | 


—2 58-02 
s+2 — 1 
Ауа 8-1 1 ) = 5054-1) s(s+ 1) 
cE — -1-, s+2) 2 s—1 l 


s(s+1) s(s+ 1) 
然后 我 们 将 最 后 一 个 矩阵 中 的 元 素 分 解 成 部 分 分 式 : 


2 1 1, 1l 
I-A) = s s+l HI (8) 
G “12-02 1. 2 | 
s s+ 1 s 十 1 
由 (7) 可 得 (8) 的 拉 普 拉 斯 逆 变 换 ， 因 此 就 得 到 了 预期 的 结果 ， 
2—е' —1-+е' 
“=, у ze) 
e e и 


计算 机 应 用 ”对 那些 重视 求解 速度 的 人 来 说 ， 可 以 在 计算 机 软件 的 帮助 下 使 用 某 些 命令 来 
计算 ee， 例如， 为 计算 方 阵 At 的 矩阵 指数 ， 我 们 可 以 使 用 Mathematica 中 的 MatrixExp[ А t] 
函数 、Maple 中 的 exponential(A ，b 命令 或 МАТГАВ 中 的 expm(At) 函数 .请 参考 练习 8. 4 中 
的 习题 27 和 28. 
练习 8. 4 

在 习题 1 和 2 н, ЯН) ече“. 


0 1 
па (09) ша-( 1) 
0 2 1 0 
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21. 设 4=PDP-:， 其 中 也 如 (9) 所 定义 .利用 (3) 证 明 е = PeP. 


22. 利用 (3) 证 明 


588% 
在 习题 3 和 4 中 ， 利 用 (3) 计 算 е“. 
1 1 1 0 0 O 
3.4=| 1 1 1 4.А= |3 0 0 
一 2 一 2 一 2 5 1 0 
在 习题 5 一 8 中 ， 利 用 (1) 求 出 给 定 方 程 组 的 通 解 . 
‚ /1 0 ‚_ /0 1 
s= (| „)Х 6.x=( „)Х 
1 1 1 0 0 0 
7.X 一 | 1 1 11Х 8.X=|3 0 0 
一 2 —2 一 2 5 1 0 
在 习题 9—12 中 ， 利 用 (5) 求 出 给 定 方程 组 的 通 解 . 
, 1 0 3 ‚__ 1 0 t 
x=. ,jx+( 3) 1.x = (, „ух (°, ) 
‚_ {9 1 1 ‚_ [0% 1 
и.х-(, ЭХ) 2-1, ,)x+ [ 
1 
13. 在 习题 7 中 令 初 值 条 件 为 X(0) = - ， 解 之 . 
6 
4 
14. 在 习题 9 中 令 初 值 条 件 为 х= (.), 解 之 . 
在 习题 15 一 18 中 ， 用 例 1 中 的 方法 计算 系数 矩阵 的 ee. 利用 (1) 求 给 定 方 程 组 的 通 解 . 
， / 4 3 ЯВ 
x= _\)х x= |)Х 
， /5 一 9 ‚_ 1 
м.х-(| _|)Х 18. X (_, _› 
设 卫 表示 这 样 一 个 矩阵 ， 其 每 列 K. ， K, ， .» K, ÆnXn SE EE A 相应 于 不 同 特征 值 M,， Az， .... 和 ,的 特征 
向 量 ， 可 以 证 明 A= PDP !, х D 被 定义 为 
A 0 0 
р = ° ” ° (9) 
0 0 А, 
在 习题 19 和 20 中 对 于 给 定 的 矩阵 证 明 以 上 结果 . 
2 1 _ 2 1 
a= в) 2А-1, 2 
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Hp рш) Е Ў. 
在 习题 23 和 24 中 利用 习题 19 一 22 的 结果 求解 给 定 的 方程 组 . 


, 2 1 2 1 
23. X -( )x а.х ( )х 
—3 6 1 2 


讨论 题 


25. 回顾 关于 (7) 中 结果 的 讨论 ， 和 矩阵 УА 总 存在 逆 抢 阵 吗 ? 请 讨论 之 . [提示 : ШЖ det( 了 一 4) 一 0， 


那么 * 应 该 为 何 值 ? 请 参考 附录 B 中 的 (9).] 


—1 1 1 
26. 矩阵 A УЖ 6 (nilpotent), ТЕТЕ Ж т (18: А" =0. 证 明 4= 1-1 0 1 
—1 1 1 


论 为 什么 当 4 ЖЖЖИ. ИЖ *' 会 相对 容易 一 些 ， 利 用 (1) 计 算 e* 并 求解 X' = AX. 
计算 机 实验 作业 


4 2 4 
27. (mO Rx =, „)х 的 通 解 利用 CAS 求 ee ， 然 后 利用 计算 机 求 系数 矩阵 A = (, 


ERF 


征 值 和 特征 向 量 ， 并 用 8.2 节 中 的 方法 构造 它 的 通 解 ， 最后， 使 两 种 通 解 的 形式 一 致 . 


. Pf 


Т 


—3 —1 
ояжсжях = (”。 | )X 的 通 解 ， 利 用 CAS 求 o%， 对 于 复数 的 答 出 结果 ， 利 用 软件 进行 化 


简 ; 例如， 在 Mathematica 中 ， 如 果 m= MatrixExp[ A 名 有 复数 元 素 ， 那 么 可 以 用 命令 Simplify 


[Complex Expand[ m } 1. 
一 4 0 6 0 


28. AMOR X = Е Ш | Е ХЖ. ЯНГ MATLAB s САЅЖ е“. 
0 3 0 2 
第 8 章 复习 题 
在 习题 1 和 2 中 填空 
8 
тг иш х= e(t) вх 一 (, _1)х- () 的 解 . 
2. ща H o= N, EX а (эе ()” аних’ 


4 6 6 


1 3 2|X. ЖЕЖ, їл 


( 
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. 


中 哪个 向 量 是 系数 矩阵 的 特征 向 量 ， 方程 组 相应 于 这 个 特征 向 量 的 解 是 什么 ? 
4, 考虑 含有 两 个 微分 方程 的 线性 方程 组 X 二 AX， 其 中 4 为 实 系数 矩阵 ， 如 果 已 知 A 一 1 十 2i 是 一 个 特征 
1 
值 且 相 应 的 特征 向 量 为 K， -( ) ， 那 么 方程 组 的 通 解 是 什么 ? 
1 


在 习题 5 一 14 中 求解 给 定 的 线性 方程 组 . 


dr dz_ _ 
5: Аг 2х+у 6. a 4х+2у 
dy ау 9. 
dt и ар ох 4у 
/ 1 2 Р = 2 5 
.є-(1 8) шы бй 
==@ 1 —2 4 
1 =], 1 0 1 
9.X=|0 1 3|X 10.X'= |1 =21Ж 
4 3 2 244 


2 0 
Е ) 
T ettant 


= 1 1 > 3-1 == 2 
13. x = ( )х+( ) 14.x—( )х+( je 
к, И] cott =}: 1 1 


15. (a) ИН 3 个 一 阶 微分 方程 组 成 的 线性 方程 组 X' 一 4AX， 其 中 系数 矩阵 为 


5 3 3 
3 5 3 
一 5 —5.—3 


已 知 ) 一 2 是 一 个 二 重 特征 值 .不 要 利用 特殊 公式 (如 8. 2 节 中 的 (12))， 求 方程 组 相应 于 这 一 特征 


A == 


值 的 两 个 不 同 解 . 
1: 151 
(b) 利 用 (a) 中 的 过 程 求解 对 = 二 (1 1 1|X. 
T MN Ok 
16. 证 明 对 于 任意 常数 和 o, x = (7) 是 线性 方程 组 
с? 
T Q 
цан (, ‚)Х 


的 解 ， 徒 手绘 出 方程 组 的 相 图 
项 目 模型 : 多 层 建筑 在 地 震中 的 震动 


剧烈 地 震 显然 对 建筑 物 有 破坏 作用 . 例如 ， 著 名 的 1906 年 
洛杉矶 地 震 ， 严 重 破坏 了 整 座 城市 ， 更 近 一 些 ， 在 同样 的 地 区 
RET Loma Prieta 地 震 ， 很 多 美国 人 都 亲历 了 这 场地 震 ， 因 为 
当时 正在 电视 直播 在 洛杉矶 进行 的 1989 年 棒球 联赛 . 在 洛杉矶 Loma Prieta 

楼 房 地 基 位 移 模 型 ”在 这 个 项 目 中 ， 我 们 想 建立 地 震 对 多 地 震中 的 房屋 倒塌 
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层 建筑 的 影响 模型 ， 并 用 数学 方法 求解 及 解释 ， 我们 假设 一 幢 楼 房 的 第 ; 层 质量 为 m;， 且 相 邻 
的 楼 层 用 类 似 于 弹簧 的 弹性 材料 连接 .典型 地 ， 一 由 大 楼 的 连接 材料 是 具有 很 好 弹性 的 钢 制 材 
料 ， 每 一 个 连接 物 在 该 层 相 对 于 其 他 层 发 生 偏 移 时 都 对 其 施加 回复 力 . 我 们 假设 虎 克 定律 在 这 
里 适用 ,第 i 层 与 第 i 十 1 层 之 间 的 正比 例 常数 为 k;:， 即 这 两 层 之 间 的 回复 力 为 
F = k(zi — т), 

其 中 xz; 代表 第 i 层 相 对 平衡 位 置 的 水 平 位 移 ， 而 z 一 zi 为 第 i 十 1 层 相对 于 第 i 层 的 位 移 . 我 
们 假设 第 一 层 与 地 面 也 有 同样 的 关系 ， 其 正比 例 常 数 为 k. 图 1 给 出 了 一 个 nn 层 楼 房 的 模型 ， 
而 图 2 给 出 了 第 i 层 的 受 力 情况 . 我 们 可 以 对 楼 房 的 每 一 层 应 用 牛顿 第 二 定律 F 二 ma， 得 到 以 
下 线性 微分 方程 组 : 


k.(ki ixi) 


ла 
57271) 
图 1 2 
m Z”, =— kozi + hi (zx 21) 
m, z”, = — h, (z; — zi) +k, (хз — т) 01) 
m,z”,=—k,-i (z, — 23-1) 


两 层 楼 房 
作为 一 个 简单 例子 ， 考 虑 一 幢 两 层 楼 房 ， 每 层 质量 为 m= 5 000kg， 其 回复 力 的 正比 例 常 
数 为 & 一 10 000kg/s*. 微分 方程 组 (1) 简 化 为 
а" 一 一 4zl + 2x; 
(2) 
2", сэн 221 ss Ё саг 


这 个 二 阶 方程 组 可 用 4. 8 节 或 8. 2 节 给 出 的 方法 求解 . (2) 的 振荡 解 为 


ду Ct) = cicosat С: 5іпо t +F cscoswt + с, Ѕіпо» і (3) 


1 r 
x(t) = +a — w? )ci coso)t + > — о?) cz sinw t + 1-04 — wi )c3coswzt + 29 — wi)c2sinwzt 


我 们 将 具体 的 求解 过 程 留 给 读者 来 完成 . 
“相关 练习 ”的 习题 1 中 要 求 求 出 wm 和 ог ЇЧЇН. | 
利用 矩阵 
Tr) ml 0 зк 0 
Za Сї) 0 mz Р 0 
= . м == . . 


Takt) 0 0 «e т 
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аж 
— (ko + hb) b, . Ü о. 0 0 
Р; ши (Ë, +k) kz 0 ... 0 0 
К = 0 kz 一 (Rs 十 Rs) ky >+ 0 0 , 
0 0 0 0 Бәл 一 有 1 
(1) 中 的 方程 组 可 写成 
МХ” = KX. (4) 


nX n  МЯК 分 别 被 称 为 楼 房 的 质量 矩阵 (mass matrix) 和 刚度 矩阵 (stiffness matrix)， 注 
ЖЕ Мм 是 一 对 角 阵 ， 其 对 角 线 上 第 i 个 元 素 为 楼 房 第 i 层 的 质量 . 因为 矩阵 M ВО 为 


тү! 0 ... 0 
M= ° т>! 0 | 
0 0 ту 
这 样 我 们 得 到 矩阵 形式 的 齐 次 二 阶 方 程 组 的 标准 型 
Х” = AX. (5) 


(5) 中 的 系数 矩阵 为 А= М К. 

A 的 特征 值 表示 楼 房 在 地 震中 的 坚固 程度 ，A 的 特征 值 为 负 且 不 相同 ， 楼房 的 固有 频率 是 
特征 值 相反 数 的 平方 根 ， 如 果 A; 是 4 的 第 i 个 特征 值 ， 则 wi 二 VY 一 入 是 第 i 个 频率 ，i 二 1， 
2,，…，n， 在 地 震中 ， 第 一 层 受 到 巨大 的 水 平方 向 的 力 ， 如 果 这 个 力 是 振荡 的 ， 比 如 F(z) 二 
Gcosyt， 其 中 G 为 常数 列 和 矩阵 ， 那 么 楼 房 可 能 发 生 巨 大 位 移 ， 尤 其 是 当 力 F 的 频率 y 接近 楼 房 
的 某 个 固有 频率 w 的 时 候 . 这 使 我 们 想起 了 5. 1. 3 节 中 的 共振 现象 . 

10 层 楼 房 

BAW 10 层 的 楼 房 ， 每 层 质量 为 10 000kg 且 每 个 的 值 为 5 000kg/s， 因 为 矩阵 M 和 
K 都 是 10X10 的 ， 所 以 矩阵 A 也 是 10X10 的 ， 借 助 CAS 我 们 求 得 


—1 0.5 0 0 0 0 0 0 0 0 
0.5 —1 0.5 0 0 0 0 0 0 0 
0 0.5 —1 0.5 0 0 0 0 0 0 
0 0 0.5 —1 0.5 0 0 0 0 0 
A= МАК = 0 0 0 0.5 一 1 0.5 0 0 0 0 
0 0 0 0 0.5 —1 0.5 0 0 0 
0 0 0 0 0 0.5 —1 0.5 0 0 
0 0 0 0 0 0 05 —1 0.5 0 
0 0 0 0 0 0 0 0.5 —1 0.5 
0 0 0 0 0 0 0 0 0.5 一 0.5 


© ”请 参考 附录 B 中 练习 的 习题 56. 
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再 利用 CAS 求 出 矩阵 А 的 特征 值 *;，4; 的 值 及 相应 的 频率 w; А: 和 周期 ;二 2x/w( 单 位 
为 DER 1 中 列 出 . 


表 1 


一 1.956 一 1.826 一 1.623 一 1.365 —1. 075 0.777 一 0.500 一 0.267 一 0.099 --0.011 


1. 399 1. 351 1. 274 1. 168 1. 037 0. 881 0. 707 0. 517 0. 315 0. 105 


4. 491 


4. 651 4.932 5. 379 6. 059 7.132 8.887 12.153 19. 947 59. 840 


ме Т ЊН, AWA 2—3s 的 地 震 不 会 使 这 幢 楼 房 陷 人 共振 的 危 
险 ， 请 参考 相关 练习 中 的 习题 2. m 
相关 练习 
1. (a) 利 用 4.8 节 中 的 消 元 法 求解 方程 组 (2)， 求 出 频率 mw 和 ws 的 精确 值 . 
(b) 利 用 8. 2 节 的 注释 中 讨论 的 一 种 或 两 种 方法 求解 方程 组 (2)， 利 用 CAS 或 线性 代数 的 软件 求 出 特征 
值 和 特征 向 量 . 
2, 考虑 例 2 中 的 10 层 楼 房 ， 假 设 刚度 矩阵 天 乘 以 10， 通 过 重新 构造 例 2 中 的 表格 ， 说 明 典 型 的 周期 为 
2 一 3s 的 地 震 更 可 能 对 这 样 的 楼 房 造 成 破坏 . 
з. 考虑 校园 内 最 高 的 楼 房 ， 合 理 假设 每 层 的 质量 和 楼 层 之 间 的 正比 例 常数 . 如 果 读 者 觉得 做 这 样 的 假设 
很 困难 ， 那 么 可 以 使 用 前 面 例子 中 的 数据 . 
(a) 求 出 矩阵 M. KAA. 
Cb) 求 出 4 的 特征 值 及 其 振 落 频率 和 周期 ， 这 粮 楼 房 在 一 般 的 周期 大 小 为 2s 的 中 度 地 震中 安全 吗 ? 
Co 如果 在 楼 房 刚度 矩阵 及 上 乘 以 10， 那 么 这 幢 楼 房 在 周期 为 2s 的 地 震中 还 安全 吗 ? 请 参考 习题 2. 
刚度 矩阵 天 乘 上 什么 值 以 后 会 使 得 整个 建筑 变 得 不 安全 . 
4. 求解 初 值 问题 MX = KX+F(O , X(0)=0, X'(0)=0, Ж КО) = Ссоѕуг, G=EB, E=10 0001b 为 地 
震 施 于 楼 房 底 层 力 的 振幅 ， 


0 
y=3 是 地 震 的 频率 (一 个 典型 的 地 震 频率 )，M 和 天 是 习题 3(a) 中 所 用 的 . 请 参考 8.2 节 和 8.3 节 的 
注释 及 练习 8. 3 中 的 习题 23—26. 利用 CAS 或 线性 代数 软件 进行 所 有 的 矩阵 计算 . 


< 
<< 


气体 微分 方程 的 数值 解 曲线 ; 见 图 6.1 和 图 9. 2 


第 9 章 ” 常 微分 方程 的 数值 解 


不 是 每 个 微分 方程 都 有 解 . 但 是 ， 有 些 时 候 即 使 可 以 证 明 微分 方程 的 解 存在 ， 我 们 也 可 能 
写 不 出 显 式 解 或 隐 式 解 . 在 很 多 情况 下 ， 我 们 只 能 求 得 解 的 近似 值 . 正如 2. 6 节 所 述 ， 如 果 解 
存在 ， 那 么 它 表 示 笛 卡 儿 平面 上 的 一 个 点 集合 . 本章 我 们 继续 2. 6 节 的 基本 思想 ， 构 造 出 微分 
方程 的 一 些 算法 ， 以 得 到 精确 解 曲线 上 点 坐标 的 近似 值 . 

本 章 我 们 讨论 的 中 心 主要 是 一 阶 初 值 问题 dy/dz 二 f(x，y)，y(zo) 二 yop， 在 4.9 节 中 我 们 
看 到 ， 一 阶 方程 的 数值 解法 可 以 扩展 到 一 阶 方程 组 上 ， 因 此 我 们 也 可 以 通过 把 高 阶 微分 方程 写 


成 一 阶 微分 方程 组 的 形式 ， 来 求解 高 阶 微分 方程 的 近似 解 .本章 最 后 给 出 了 求解 线性 二 阶 边界 
值 问题 近似 解 的 方法 . 


9.1 欧 拉 方 法 与 误差 分 析 


在 2.6 节 中 ， 我 们 给 出 了 求 形 如 y 二 A(zx，y)，y(zo) 二 yo 的 一 阶 初 值 问 题 近似 解 的 一 个 
最 简单 的 例子 .回顾 欧 拉 方法 最 主要 的 部 分 是 公式 
Ун = iy, hf Tl ys (1) 
这 里 f 是 从 微分 方程 y = (х, у) Ф]. EORR Лг n Б 48 ЗА ИҢ ZË Е “ JJ 
Е хуу ла» ху, EÈ х, = zo Hnh 处 对 应 的 y А уу» ус» уз s h 3938038453 zx, 和 
TaZ BKEK. TAH уу» уг» ys ，… 来 近似 初 值 问题 的 解 убх) 21, ла» хз, СҮМИЙН. 
但 是 (1) 式 这 种 简化 形式 的 近似 值 过 于 粗糙 . 
一 个 比较 ”在 练习 2.6 的 习题 4 中 ， 要 求 用 欧 拉 方 法 求 初 值 问题 y =2ry, yA)=1 的 解 在 
DA. 5) 处 的 近似 值 ， 读 者 应 该 可 以 得 到 解析 解 уе" :以 及 类 似 于 表 9. 1 和 表 9. 2 中 所 给 的 数值 . 
39.1 КЛ Ж, һ=0.1 


=, Yn 真 值 绝对 误差 % 相 对 误差 
1.00 1.000 0 1.000 0 0.000 0 0.00 
1.10 1. 200 0 1.233 7 0.033 7 2.73 
1. 20 1.464 0 1.552 7 0. 088 7 5.71 
1. 30 1.815 4 1.993 7 0. 178 4 8. 95 
1. 40 2. 287 4 2.611 7 0.324 4 12. 42 


1.50 2. 927 8 3.490 3 0.562 5 16.12 
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表 9.2 KAHA, =0. 05 


ха 52 真 值 绝对 误差 % 相 对 误差 
1.00 1.000 0 1.000 0 0. 000 0 0.00 
1.05 1.100 0 1.107 9 0. 007 9 0.72 
1.10 1.215 5 1.233 7 0.018 2 1.47 
1.15 1. 349 2 1. 380 6 0. 0314 2.27 
1.20 1.504 4 1.552 7 0.048 3 3.11 
1.25 1.684 9 1, 755 1 0.070 2 4.00 
1. 30 1. 895 5 1.993 7 0. 098 2 4. 93 
1. 35 2.141 9 2.276 2 0. 134 3 5.90 
1.40 2.4311 2.6117 0. 180 6 6.92 
1,45 2.771 4 3.011 7 0.240 3 7.98 
1.50 3.173 3 3.490 3 0. 317 1 9. 08 


在 这 种 情况 下 ， 令 步 长 A 二 0.1，y(1.5) 近 似 值 的 相对 误差 大 于 16%% 是 不 可 接受 的 ， 把 计 
算 量 加 大 一 倍 ， 可 令 步 长 ==0.05 以 提高 精度 . 

数值 方法 的 误差 在 选择 和 使 用 数值 方法 解 初 值 问题 时 ， 我 们 必须 意识 到 各 种 可 能 的 误差 
来 源 ， 各 种 不 断 传递 的 误差 会 降低 近似 计算 的 精度 ， 以 致使 近似 计算 显得 豪 无 意义 ， 另 一 方 
面 ， 基 于 数值 方法 的 计算 ， 没 有 必要 要 求 非常 高 的 精度 ， 那 样 只 会 耗费 资源 ， 增 加 复杂 度 . 

误差 的 一 个 来 源 是 计算 过 程 中 产生 的 会 入 误差 (round-off error). 这 个 误差 的 来 源 是 因为 
任何 计算 器 或 计算 机 只 能 利用 有 限 位 数 来 存储 数据 .这 里 只 是 为 了 说 明 这 个 情况 ， 假定 一 个 
10 进 制 的 计算 器 只 能 存储 4 位 数字 ， 因 此 在 计算 器 中 1/3 表示 为 0.333 3, 1/9 表示 为 
0. 111 1。 若 我 们 用 这 个 计算 器 计算 当 z=0.333 4 时 (zx? 一 1/9)/(zx 一 1/3) 的 值 ， 则 可 以 得 到 


(0. 333 4)? 一 0.1111 _ 0.1112—0.1111 _ 
0.333 4 — 0. 333 3 0. 333 4 — 0. 333 3 


然而 ， 利 用 代数 知识 可 以 得 到 

z? — 1/9 (х— 1/3 (r 3 1/3) 1, 

x— 1/3 x— 1/3 3 
因此 ， 当 r=0. 333 4 Bf, (42-1/9)/Ст-1/3)5г20. 333 4 十 0. 333 3 二 0. 666 7， 这 个 例子 说 明 
舍 人 误差 的 影响 是 很 大 的 ， 使 用 时 必须 要 多 加 注意 . 减少 舍 人 误差 影响 的 一 种 方法 是 使 数值 计 
算 量 减 到 最 少 . 另 一 种 计算 机 技术 是 使 用 双 精 度 十 进 制 数 表示 结果 . 一 般 来 说 ， 舍 人 误差 是 不 
可 预测 并 且 是 很 难 分 析 的 ， 所 以 在 接 下 来 的 误差 分 析 中 我 们 将 忽略 它 . 我 们 将 集中 分 析 用 公式 
或 四 则 运算 求解 近似 值 时 所 产生 的 误差 . 

欧 拉 方法 的 截断 误差 ”在 由 (1) 所 产生 的 序列 值 yy yz; Уз, … 中 ， 通 常 y; 的 值 和 精确 解 

在 zi! 处 的 值 即 yi (zx) 不 一 致 ， 因为 四 则 运算 只 给 出 了 解 的 直线 近似 . 请 参考 图 2. 30. 这 种 误 
差 称 为 局 部 截断 误差 (local truncation error), 公式 误差 (formula error)， 或 离散 误差 
(discretization error)， 每 一 步 都 会 产生 截断 误差 ， 也 就 是 说 若 假设 % 是 精确 值 ， 那 么 w+: 将 
会 包括 局 部 截断 误差 . 
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为 了 推导 欧 拉 方法 局 部 误差 的 计算 公式 ， 我 们 使 用 带 余 项 的 泰勒 公式 .如果 函数 y(z) 有 
k+1 阶 导 数 ， 这 些 导数 在 一 个 包含 4a 和 z 的 开 区 间 上 是 连续 的 ， 那 么 
(z) = O) (z — а)* D (e (х — а) 
у(х y(a) + y (a) Z а. `+ y (а) р t y (c) TD” 
其 中 c 是 a 和 z 之 间 的 某 个 点 . мэн а=т„, LET, „ыты, 可 以 得 到 


у(т„ы) = у(х„) + y (z, ) ї 一 ЧАНАР ин 


或 
” А2 
убх,+1) = у, АГ л,» у) +y Сс) ът. 


欧 拉 方 法 (1) 是 上 一 个 公式 中 去 除 最 后 一 项 的 公式 ; 因此 ，ys+1 的 局 部 截断 误差 为 
ус №, Ёфе, < c < хан. 


с 的 值 通常 是 未 知 的 (理论 上 讲 是 存在 的 ) ， 所 以 准确 的 误差 是 不 能 计算 出 来 的 ， 但 是 误差 的 绝 
对 值 的 上 界 为 


2 
M ,其 中 M= max | у(х) |]. 
21 La ITKE nh 


在 讨论 由 数值 方法 产生 的 误差 时 ， 使 用 记号 O(h") 是 有 帮助 的 .为 了 定义 这 个 概念 ， 令 ел) Ж 
示 依 赖 于 大 的 数值 误差 .如 果 存 在 常数 C 和 一 个 正 整 数 n 使 得 | e(h) | < СРЕ А 充分 小 时 成 
立 ， 那 么 e(i) 称 为 是 如 阶 的 ,用 符号 OCh") 来 表示 ， 因 此 欧 拉 方 法 的 局 部 截断 误差 为 
OCh:)， 我 们 注意 到 ， 一 般 来 说 如 果 数 值 方法 中 的 eC) 是 Л" ИО, ЕВ А аен, 新 的 误 
差 近似 于 C(h/2)"=Ch"*/2"; 也 就 是 说 误差 通过 因子 1/2 减少 了 

局 部 截断 误差 的 误差 界 

求 用 欧 拉 方法 求解 y 一 2zy，?(1) 一 1 时 产生 的 局 部 截断 误差 的 误差 界 . 

и WR y=, RATURA 光一 (2 十 4z2)er -: ， 因 此 局 部 截断 误差 为 

y (c) k = (24 40)е D k, 

这 里 < E r Mr А 2.18180 — 78. РНЫ, 天 一 0. 1 时， 我 们 可 以 用 1.1 代替 y PR с, 然后 
求 得 其 局 部 截断 误差 的 上 界 为 : 


Са 4541.19 е9» ол — 0.042 2. 
从 表 9. 1 中 我 们 可 以 看 到 ， 第 一 次 计算 后 的 误差 为 0.033 7， 比 上 界 值 小 . 


类 似 地 ， 我 们 可 以 用 1.5 代替 c( 这 个 c 值 给 出 了 每 步 y(c) 的 最 大 值 ， 不 过 可 能 对 前 几 步 
来 说 有 点 过 大 ) ， 得 到 表 9. 1 前 五 步 中 任何 一 步 的 局 部 截断 误差 ， 计 算 后 得 到 


(24-04) 1.53“ Jet ол» 
作为 每 步 局 部 截断 误差 的 上 界 . а 


注意 ， 若 例 1 中 的 8-4 0.05 时 ， 误 差 界 为 0. 048 0, 大 约 只 有 (2) 的 四 分 之 一 ， 这 和 
预测 的 一 样 ， 因 为 欧 拉 方 法 的 局 部 截断 误差 为 O). 


= 0. 192 0 (2) 
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在 以 上 的 分 析 中 ， 我 们 假设 在 计算 yni T 办 的 值 是 精确 的 ， 这 并 不 是 因为 它 包 含 了 前 一 
步 的 局 部 截断 误差 . yo+i 中 的 总 误差 是 前 面 步骤 中 的 误差 的 积累 值 . 这 个 总 的 误差 称 为 全 局 截 
断 误 差 (global truncation error)， 全 局 误差 的 完整 分 析 超 出 了 本 书 讨论 的 范围 ， 但 是 可 以 证 明 
欧 拉 方 法 的 全 局 误差 是 O(h). 

我 们 期 望 对 于 欧 拉 方 法 来 说 ， 如 果 步 长 减 半 ， 则 误差 也 近似 减 半 . 这 个 结论 在 表 9.1 和 
表 9.2 中 给 出 ， 在 这 两 个 表 中 ， 步 长 为 h==0.1 时 , 在 x=1.50 处 的 误差 是 0.562 5, h=0.05 
时 误差 是 0.317 1， 近 似 减 半 . 

一 般 地 ， 可 以 证 明 如 果 求 微分 方程 数值 解 的 方法 有 局 部 误差 O), 那么 全 局 误差 
HO). 

本 节余 下 来 的 部 分 以 及 下 一 节 我 们 将 学 习 一 个 比 欧 拉 方法 明显 精确 的 方法 . 

改进 的 欧 拉 方法 ”用 公式 


Уяа 一 Ya +h 


fz) + Олен завы? (3) 


定义 的 数值 方法 一 般 称 为 改进 的 欧 拉 方法 (improved Euler's method) , 其 中 
Yati = у, Fhf(z,, Ya). (4) 
为 了 用 (3) 式 计算 w+ ，n=0，1，2，…， 我 们 必须 在 做 每 一 步 时 先 用 欧 拉 方 法 (4) 得 到 初 
始 估计 值 y1， 例 如 ， 令 C4) 中 的 n=0， 可 以 得 到 уг = уо БАЈ Со, уо), ЯН СЗ) ЈА 


у» =» БА Санд Л аах ЭГ дар = rh. 这 些 方程 非常 容易 识别 ， 在 图 9.1 h, 
观察 到 mo = f (T0, yo) 和 m, = f (21, y" ) 分 别 是 通过 点 (zo， yo) 和 (zi， yr ) 的 直线 的 斜率 . 
利用 这 些 斜率 ， 可 以 得 到 т. D 1 о), y 


我 们 可 以 得 到 与 之 平行 的 虚线 的 斜率 ， 用 第 一 步 ， 而 不 
是 进一步 沿 着 通过 (zx。，w。o) 且 斜率 为 f(x。，yo) 的 直线 
一 直到 用 欧 拉 方 法 得 到 y 坐标 为 уг 的 点 ,我 们 用 通过 
(zo。，yo) 且 斜率 为 ms 的 虚线 来 代 换 ， 直 到 到 达 л. № 
ВЖЖ, у. у 的 改进 . 

一 般 来 说 ,改进 的 欧 拉 方 法 是 预测 真 值 法 (predictor 
一 corrector method) 的 一 个 特例 .由 (4) 给 出 的 ул, ОН 
可 以 预测 y(z,) 的 值 ， 但 是 公式 (3) 所 定义 的 ya НИВ 
正 了 这 个 估计 . 

改进 的 欧 拉 方 法 图 9.1 

利用 改进 的 欧 拉 方法 可 以 得 到 y(1.5) 的 近似 值 ， 作为 初 值 问题 y =2ху, у(1)=1. Е# 
h=0. 1 Яй h=0. 05 的 结果 ， 

解 令 zo 一 1， уол, 116521 Yn) = 25,5,» п=0, h=0.1, 我 们 先 计 算 (4) : 

УГ = ye (0.1) (22050) = 1+ (0.1)2(1)(1) = 1.2. 

在 (3) 中 令 zi=1+h=1+0.1=1.1, H 13483) 
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2 = 1,232, 
Х| Һ=0.1 ЯП h=0.05 的 比较 值 分 别 列 在 表 9. 3 和 表 9. 4 rh. 
表 9.3 改进 的 欧 拉 方 法 ，R=0.1 
х, Yn 真 值 绝对 误差 % 相 对 误差 
1.00 1.000 0 1.000 0 0.000 0 0.00 
1.10 1.232 0 1.233 7 0.001 7 0.14 
1.20 1. 547 9 1. 552 7 0. 004 8 0. 31 
1.30 1.983 2 1.9937 0.0106 0. 53 
1.40 2.590 8 2.6117 0.020 9 0. 80 
1. 50 3.450 9 3.490 4 0.039 4 1.13 
表 9.4 改进 的 欧 拉 方法 ，P 一 0. 05 
х, Ya 真 值 绝对 误差 多 相对 误差 
1. 00 1.000 0 1.000 0 0. 000 0 0. 00 
1.05 1.107 7 1.107 9 0. 000 2 0. 02 
1.10 1. 233 2 1.233 7 0.000 4 0.04 
1.15 1.379 8 1.380 6 0.000 8 0.06 
1.20 1.551 4 1.552 7 0.001 3 0.08 
1.25 1. 753 1 1. 755 1 0.002 0 0.11 
1. 30 1.990 9 1.9937 0.002 9 0.14 
1.35 2.272 1 2.276 2 0. 004 1 0. 18 
1.40 2.606 0 2.6117 0. 005 7 0.22 
1.45 3.003 8 3.011 7 0.007 9 0. 26 
1.50 3.479 5 3.490 4 0.010 8 0.31 


ш 

这 里 提醒 一 名 .我 们 不 能 先 计算 出 所 有 的 y 值 ， 然 后 把 这 些 值 代 入 公式 (3). 换 句 话说 ， 
我 们 不 能 利用 表 9. 1 中 的 数据 得 到 表 9. 3 中 的 数据 ， 为 什么 不 能 ? 

改进 的 欧 拉 方法 的 截断 误差 ”改进 的 欧 拉 方 法 的 局 部 截断 误差 是 ОСАЛ). 这 个 结果 的 偏差 
类 似 于 欧 拉 方 法 局 部 截断 误差 的 偏差 . 因为 改进 的 欧 拉 方法 的 局 部 截断 误差 是 ОСА? )， 所 以 全 
局 截断 误差 为 OC)， 这 一 点 可 以 从 例 2 中 看 到 ; 当 步 长 减 半 ， 从 h=0.1 减 到 有 二 0.05 后 ,在 
х==1. 50 的 绝对 误差 从 0.039 4 减 到 0. 010 8, 减少 了 大 约 (1/2)* 二 1/4. 
练习 9.1 

在 习题 1 一 10 中 ， 给 出 了 初 值 条 件 ， 用 改进 的 欧 拉 方 法 求 所 给 函数 的 近似 值 ， 精 确 到 小 数 点 后 四 位 .第 
一 次 用 A= 二 0.1， 第 二 次 用 h50. 05. 


l.yy=2z—3y+1, у(1)==5; у(1.5) 2.y =4х—2у, y(0)=2; y(0. 5) 
3.y =1+y, y(0)=0; y(0. 5) 4. y =a" ty, y(0)=1; y(0.5) 
5. y =e”, y(0)=0; y0. 5) б6.у=х+у', y(0)=0; y0. 5) 


T.y =x y), y(0)=0.5; 500. 5) 8. y = ху+фуу, y(0)=1; y0. 5) 


эж 


18. 


19. 


20. 


2 


K Тэ IDSL у(1.5) 10. у= у у, y(0)=0.5; y(0. 


Һ= 0.191 А= 0. 05. 比较 每 一 步 所 得 的 近似 值 和 由 解析 解 所 得 的 精确 值 . 


5) 


. 考虑 初 值 问题 y 一 (x 十 y 一 1)*，y(0) 王 2. 利用 改进 的 欧 拉 方法 求解 在 с=0. 5 处 的 近似 值 ， 分 别 令 


. 尽管 从 微分 方程 中 看 不 出 来 ， 但 是 微分 方程 的 解 在 我 们 希望 求解 y(z) 的 工 点 附近 可 能 有 很 坏 的 性 质 . 


数值 方法 在 这 点 处 可 能 会 给 出 差异 很 大 的 结果 . 令 y(z) 是 初 值 问题 у =r ty, у(1) =1 ЁЙ. 


(a) 用 数值 求解 程序 绘 出 解 在 [C1，1.41 上 的 图 形 . 
(b) 令 步 长 4 二 0.1， 比 较 由 欧 拉 方 法 和 改进 的 欧 拉 方法 得 到 的 y(1. 4) 的 近似 值 . 


.考虑 初 值 问题 ”一 2y，y(0) 王 1. 其 解析 解 为 y= e. 


(a) 用 单 步 法 和 欧 拉 方 法 求 出 y(0. 1) 的 近似 值 . 

(b): y 局 部 截断 误差 的 误差 界 . 

(c) 把 yi 的 精确 误差 与 上 面 所 得 的 误差 界 加 以 比较 . 

(d) 用 两 步 法 和 欧 拉 方 法 求 出 yO. 1) 的 近似 值 . 

(e) 通 过 比较 (a) 和 (b) 中 的 误差 ,证 明 欧 拉 方 法 的 全 局 截断 误差 为 O(h). 


.用 改进 的 欧 拉 方 法 再 做 一 次 习题 13， 它 的 全 局 截断 误差 为 O). 

， 令 初 值 问题 为 y= 二 z 一 2y，y(0) 二 1， 再 做 一 次 习题 13. IEA у=-рх—-р+-ге ”. 
、 用 改进 的 欧 拉 方 法 重 做 习题 15， 它 的 全 局 误差 为 OCh?). 

.考虑 初 值 问题 了 一 2z 一 3? 十 1，y(1) 一 5， 它 的 解析 解 为 yD =item, 
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(a) 找 出 一 个 包含 c 和 4 的 公式 ， 表 示 出 欧 拉 方 法 中 第 n 步 所 得 的 全 局 截断 误差 . 

Cb) 令 步 长 h=0.1， 找 出 在 求解 yO. 5) 近 似 值 的 过 程 中 每 一 步 所 得 局 部 截断 误差 的 边界 . 
(c) 令 欧 拉 方法 中 二 0.1，h 一 0.05， 求 y(1. 5) 的 近似 值 ， 请 参考 练习 2.6 的 习题 1. 
(d) 计 算 (c) 中 的 误差 ， 并 证 明 欧 拉 方 法 的 全 局 误差 为 O). 

用 改进 的 欧 拉 方法 再 做 一 次 习题 17， 这 个 方法 的 全 局 截断 误差 为 OCh*)， 请 参考 习题 1. 
读者 可 能 需要 保留 四 位 以 上 的 小 数 才能 看 到 降低 误差 阶 的 效果 . 

令 初 值 间 题 为 ye”，y(0) 一 0， 其 解析 解 为 ya) 一 lnC(z 十 1)， 求 >(0.5) 的 近似 值 . 
2.6 的 习题 5. 


请 参考 练习 


用 全 局 误差 为 OCh? ) 的 改进 的 欧 拉 方 法 再 做 一 次 习题 19. 请 参考 习题 5. 读者 可 能 需要 保留 四 位 以 上 


的 小 数 才 能 看 到 降低 误差 阶 的 效果 . 


讨论 题 


21. 


回答 接 在 本 节 例 2 后 面 第 三 句 话 后 的 “为 什么 不 能 ?” 


92 龙 格 - 库 塔 法 


也 许 解 初 值 问题 у = f(z, у), убх) = yo 近似 解 的 最 流行 的 也 是 最 精确 的 一 种 数值 方法 
是 四 阶 龙 格 - 库 塔 法 (fourth-order Runge-Kutta method)， 恰 如 其 名 ， 有 和解 不 同 阶 的 龙 格 - 库 塔 
法 ， 这 些 方法 可 以 用 带 余 项 函数 为 y(z) 的 泰勒 级 数 的 展开 推 得 . 
一 阶 龙 格 - 库 塔 法 ”在 上 一 节 中 ， 我 们 看 到 ， 如 果 函 数 >(z) 有 & 十 1 阶 导数 ， 这 些 导数 在 
一 个 含有 a х 的 开 区 间 上 连续 ， 那 么 可 以 记 


, 一 (ха)? (= а)" 
уба) = уба) + y ба) “үүл + Уба) Sy БУР Тул 


, 
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其 中 c 是 ae 和 z 之 间 的 某 个 数 . 如 果 用 z It ta, H х, х, БА 代替 xz， 那么 上 述 公 式 可 以 
写 为 


yz) = yla, + h) = y(x,) + hy (zs) + 


h° ow a мэ" 
2172 E He t FD 


这 里 E r Man ,之 间 的 某 个 数 ， 在 这 种 情况 下 ， 当 4 一 1 oR ORD, RETIE 
到 一 个 很 熟悉 的 公式 


(ЕК1) (с) 
H 


Укы = Ya Ау, = y, + hf (z,,y,). 
换言之 ， 基 本 欧 拉 方法 也 就 是 一 阶 龙 格 - 库 塔 法 (first-order Runge-Kutta procedure). 
二 阶 龙 格 - 库 塔 法 ”现在 考虑 二 阶 龙 格 - 库 塔 法 (second-order Runge-Kutta procedure). 这 
个 方法 需要 确定 常数 a、5、a 和 有 8， 因此 这 个 公式 为 
Улы = y, tak, + 6, (1) 
其 中 
ki = hf (£r Yn), 
ks = hf (xs Hah sy, + Bki), 
这 和 二 阶 泰勒 多 项 式 是 一 致 的 .可 以 证 明 ， 只 要 常数 满足 


21 _ 1 
a+b 1,ba 2298 27 (2) 


就 有 上 式 成 立 ， 这 是 一 个 由 含 四 个 未 知 量 的 三 个 方程 组 成 的 方程 组 ， 它 有 无 穷 多 个 解 ， 注 意 到 
X a=b=1/2, а= В=1 时，(1) 式 变 为 改进 的 欧 拉 公式 . 因为 这 个 公式 和 二 阶 泰勒 多 项 式 是 一 
致 的 ， 这 个 方法 的 局 部 截断 误差 是 OC(h)， 全 局 截断 误差 为 O). 

注意 到 (1) 中 的 和 式 aki 十 bkz 是 和 和 的 加 权 平 均 ， 因 为 a 十 6 二 1， 和 ks 是 解 曲线 уба) 
在 区 间 z, 到 z+; 上 两 个 不 同 点 处 的 斜率 的 近似 值 . 

四 阶 龙 格 - 库 塔 法 ”四 阶 龙 格 - 库 塔 法 (fourth-order Runge-Kutta procedure) 需 要 求 下 面 公 
式 中 的 常数 


Уна = y, Баҝ. + bk, + ch, + dk， 

其 中 

b, = hf (z,+ y.) 

b = hf (=, ah, ys T Ёл)» 

ks = hf х, + azh, Ya + Bok +88), 

А, = hf (х, ash, уа + piki + Bsk: 十 Beks)， 

它 和 四 阶 泰勒 多 项 式 是 一 致 的 ， 这 些 常数 可 以 通过 含有 13 个 变量 11 个 方程 的 方程 组 解 出 ，、 这 
些 常数 最 常 使 用 的 值 是 从 下 面 的 公式 中 求 出 的 : 


улы = y, +h + 2k. + 2ks Hki), 
ki = hf (<, yn) ， 


b = hf (xn +ib +h). 


k, = hf (+ Thy, р), 
{== hf a, БА, у. +k). 

请 读者 仔细 阅读 公式 中 的 (3); 注意 到 А НОЙР А, b НОЙР А, k НОЙР Аз. PJR, k, 

和 上 ;是 近似 解 在 х, ха. 2 la] rh k МЯ ЖИ ЭЛЧИН. 

Ж-Е Ж 

№ h=0.1 时 ， 用 龙 格 - 库 塔 法 求解 yd. DREE, yd. 5) 是 у =2ху, у(1) =1 的 解 . 

解 ” 出 于 举例 的 目的 ， 我 们 计算 n=0 时 的 情形 .由 (3)? 式 可 以 求 出 

ki= (0. 1) flato syo) = (0.1)(2xzoyo) = 0.2, 


(3) 


1 
ЭРЭГ D (ж + 200.10), ++. 2) 


= (0.D2(z 十 二 (0.D)(> 4. 1.00.2) )-= 0. 231, 


Е 1 1 
k= (0. D f(z +-у 0.1), ++ (0. 231)) 


= (0. D2 Í z. ++. 9)» + 20. 231) )= 0. 234 255, 


有 一 (0.1) (хо + 0. 1, у + 0. 234 255) 
= (0. 1)2(х 十 0.1)(y + 0. 234 255) = 0. 271 536 1 
同时 ， 因 为 


» = yo + (h + 2b + 2ks + ki) 
一 1 十 言 (0 2 L 2(0. 231) + 2(0. 234 255) + 0. 271 536 1) = 1. 233 674 35. 


余下 的 计算 结果 在 表 9.5 中 给 出 ， 其 结果 四 舍 五 人 到 四 位 小 数 . 
39.5 龙 格 -- 库 塔 法 ， п=0.1 


Tn Yn 真 值 绝对 误差 % 相 对 误差 
1.00 1. 000 0 1. 000 0 0. 000 0 0. 00 
1.10 1. 233 7 1. 233 7 0.000 0 0.00 
1. 20 1.5527 1. 552 7 0.0000 0.00 
1.30 1.9937 1.993 7 0.000 0 0.00 
1.40 2.611 6 2.611 7 0. 000 1 0. 00 
1. 50 3. 490 2 3. 490 4 0. 000 1 0. 00 


_ 15 — 3402 л 3304 0 — ——— 


| 

仔细 观察 表 9. 5， 说 明 为 什么 四 阶 龙 格 - 库 塔 法 如 此 流行 . 若 四 位 小 数 的 精确 度 足 够 满足 

我 们 的 需要 ， 那 就 没有 必要 用 更 小 的 步 长 了 . 表 9. 6 比较 了 用 欧 拉 方法 、 改 进 的 欧 拉 方 法 以 及 
四 阶 龙 格 - 库 塔 法 解 初 值 问题 y =2ху, у(1)=1 的 结果 . (请 参考 表 9. 1 HI 9.3.) 


ADT Ж 65 Ж (ë # 341 


39.6 y =2xy, y(1)=1 


几 种 方法 的 比较 ，h=0. 1 几 种 方法 的 比较 ， 有 =0. 05 
欧 拉 ”改进 的 欧 拉 RE- 网 拉 ”改进 的 欧 拉 E-E 
э 方法 方法 塔 法 аш э 方法 方法 塔 法 ны 

1.00 1.000 0 1.000 0 1.000 0 1.000 0 1.00 1.000 0 1.000 0 1.000 0 1.000 0 
1.10 1,200 0 1.232 0 1.233 7 1.233 7 1.05 1.100 0 1.107 7 1.107 9 1.107 9 
1.20 1.4640 1.547 9 1.552 7 1.552 7 1.10 1.215 5 1.233 2 1.233 7 1.233 7 
1. 30 1.815 4 1. 983 2 1. 993 7 1.9937 1. 15 1. 349 2 1. 379 8 1. 380 6 1. 380 6 
1. 40 2.287 4 2.590 8 2.6116 2.6117 1. 20 1. 504 4 1. 5514 1. 552 7 1. 5527 
1. 50 2.927 8 3.450 9 3.490 2 3.490 4 1. 25 1. 684 9 1. 753 1 1.755 1 1. 7551 
1. 30 1.895 5 1.990 9 1.993 7 1.993 7 
1.35 2.141 9 2.272 1 2.276 2 2.276 2 
1.40 2.431 1 2. 606 0 2.611 7 2.611 7 
1.45 2.7714 3. 003 8 3.0117 3.0117 
1. 50 3.173 3 3.479 5 3.490 3 3. 490 4 


龙 格 - 库 塔 法 的 截断 误差 ”因为 (3) 中 的 第 一 个 方程 和 四 阶 秦 勒 多 项 式 是 一 致 的 ， 所 以 该 方 
法 的 局 部 截断 误差 为 


у (с) 四 或 OCE), 


全 局 截断 误差 为 OC(h'*)， 现 在 很 明显 地 可 以 看 出 为 什么 这 个 方法 叫做 四 阶 龙 格 - 库 塔 法 . 
局 部 截断 误差 和 全 局 截断 误差 
把 四 阶 龙 格 - 库 塔 法 的 局 部 和 全 局 截断 误差 应 用 于 у 一 2zy，>y(1) 一 1， 
解 ” 对 已 知 解 y(x) =e -1! 求 微分 ， 可 以 得 到 


5 2 5 
y (с) = (120c +160 + 325)е аг (4) 
А c 二 1.5， 由 (4) 式 可 以 得 到 当 h 一 0. 1 时 ， 每 步 的 截断 误差 为 0. 000 28， 注 意 表 9.5 中 гуй 


精确 误差 比 这 个 值 小 得 多 . 

表 9.7 给 出 了 初 值 问题 在 zx=1.5 处 解 的 近似 值 ， 它 可 以 由 四 阶 龙 格 - 库 塔 法 得 到 .通过 计 
算 精 确 解 在 zx 一 1.5 处 的 值 ， 我 们 可 以 求 出 这 些 近 似 值 的 误差 .因为 这 个 方法 非常 精确 ， 所 以 
在 数值 解 中 必须 要 用 多 位 小 数 才 能 看 出 当 步 长 减少 一 半 时 的 效果 . ЕЖЕСИ Л КН. h 从 
0. 1 减少 到 0. 05， 误 差 减 少 到 原 误差 的 2 一 16 分 之 一 ， 这 和 我 们 预料 的 一 样 . 


表 9.7 龙 格 -- 库 塔 法 


_ ______ EU 一 -一 一 


h 近似 解 误差 
0.1 3.49 021 064 1. 323 210 889 Х1079 
0.05 3. 49 033 382 9. 137 760 898X 1079 
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自 适应 方法 ”我 们 已 经 看 到 ， 数 值 方 法 的 精确 度 可 以 通过 减 小 步 长 h 来 提高 ， 当 然 ， 这 种 
提高 精确 度 的 方法 是 有 代价 的 ， 它 增加 了 计算 机 运行 的 时 间 ， 并 且 增 大 了 产生 舍 和 人 误差 的 可 能 
性 ， 一 般 来 讲 ， 为 了 在 期 望 的 范围 内 保持 某 种 截断 误差 ， 可 能 在 求 近似 解 的 区 间 上 有 一 些 步 长 
相对 比较 大 的 子 区 间 和 一 些 步 长 相对 比较 小 的 子 区 间 ， 使 用 可 变 步 长 的 数值 方法 称 为 自 适应 方 
Ж (adaptive method). 在 这 些 求 微分 方程 近似 解 的 方法 中 ， 最 流行 的 一 种 是 龙 格 - 库 塔 - 费 尔 贝 
格 法 (Runge-Kutta-Fchlberg algorithm). 
练习 9.2 

1, 利用 四 阶 龙 格 - 库 塔 法 求 初 值 问题 

у = (х+у—1)', y(0) 一 2 

在 zx=0.5 处 的 近似 值 ，A 一 0.1， 结 果 保 留 四 位 小 数 ， 把 近似 值 和 练习 9. 1 中 习题 11 的 精确 值 加 以 比较 . 

2. 解 (2) 中 的 方程 ， 设 ec=1/4. 用 二 阶 龙 格 - 库 塔 法 求 习题 1 中 初 值 问题 在 z=0.5 处 的 近似 解 ， 结 果 保留 
四 位 小 数 ， 把 近似 值 和 练习 9.1 中 习题 11 的 精确 值 加 以 比较 . 

在 习题 3 一 12 中 ， 给 定 初 值 间 题 ， 用 龙 格 ~ 库 塔 法 求解 所 给 函数 值 的 近似 值 ，h 一 0.1， 结 果 保 留 四 位 
Л. 


3. у =27—3у+1, у(1) =5; у(1. 5) 4. у =4r— 2y, yO) —2; у(0. 5) 
5. у =14 у, уб(0) =0; у(0. 5) 6. у =r? Бу, у(0) = 1; у(0.5) 
T.y =e, у(0) =0; y(0. 5) 8. у = rty, y(0)=0; y0. 5) 
9. у= (л у), 300) =0. 5; y(0. 5) 10. у= ry+J/y, y(0)=1; y(0. 5) 
11. y = ry° >, у(1)=1; y(1.5) 12. у = уу, y(0)=0.5; y(0.5) 
13. 255 Л БН ЖЕПЛУ ЫЕ. ЖИ ОУ h 的 地 方 落下 的 质点 т 的 速度 v 为 

40 2 

— = — Ё Н3 0, 

m FF mg U > 


A 000) =0, k=0.125, m=5 slug, g=32h/s'. 

Ca) 用 龙 格 - 库 塔 法 求 落体 在 := 55 时 的 速度 的 近似 值 ，h 二 1 
E. (b) 用 数值 求解 程序 绘 出 初 值 问题 解 的 图 像 . 

(c) 用 分 离 变量 法 解 初 值 问题 ， 并 求 出 "(5) 的 精确 值 ， 


14. 一 个 描述 细菌 群落 (B. dendroides) 所 占 面积 A( 单 位 为 cm? ) 的 数学 模型 为 


са = A(2. 128 — 0.043 2А). ® 


设 初始 面积 为 0. 24cm . 
Ca) 用 龙 格 - 库 塔 法 完成 下 面 的 表格 А0. 5. 


(R) 
A( 观 察 值 ) 
A( 近 似 值 ) 


El. 《pb) 用 数值 求解 程序 绘 出 初 值 问题 解 的 图 像 ， 从 图 像 中 估计 4(1)、4(2)、4(3)、4(4) 和 4(5) 的 值 . 


© 见 V.A.Kostitzin,Mathematical Biology (London: Harrap, 1939). 
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15. 


17. 


18. 


19. 


(c) 用 变量 分 离 法 解 初 值 问题 ， 并 计算 АС), АС2), АСЗ», AG), ASHE. 
考虑 初 值 问题 


y = 2° + у, у) = 1. 
(请 参考 练习 9. 1 的 习题 12. ) 
(a) 比 较 步 长 分 别 为 h 二 0.1 Яй h=0.5 时 用 龙 格 - 库 塔 法 得 到 的 结果 ， 求 解 区 间 为 [1，1. 4]. 
(b) 用 数值 求解 程序 绘 出 初 值 问题 在 区 间 [1，1. 4] 上 的 图 像 . 


. 考虑 初 值 问题 у =2у, y(0)=1. 解析 解 为 y(x) =e. 


(a) 用 单 步 法 和 四 阶 龙 格 - 库 塔 法 求 yO. 1) 的 近似 值 . 

OR y, 局 部 截断 误差 的 误差 界 . 

(c) 比 较 yi 的 实际 误差 和 前 面 所 得 到 的 误差 界 . 

(d) 用 两 步 法 和 四 阶 龙 格 一 库 塔 法 求 yO. 1) 的 近似 值 . 

(e) 通 过 比较 (a) 和 (d) 中 的 误差 ,证 明 四 阶 龙 格 -- 库 塔 法 的 全 局 截断 误差 为 Oh). 


用 初 值 问题 у =—2у+х, у(0)=1 代替 习题 16 中 的 初 值 问题 ， 再 解 一 次 ， 其 解析 解 为 уб) 52 
1 5 zx 

ITTE . 

考虑 初 值 问 题 y =2х—3у+1, у(1)--5. 解析 解 为 sosit ae зе). 


(a) 找 出 一 个 包含 c 和 有 的 公式 ， 表 示 出 四 阶 龙 格 - 库 塔 法 中 第 ” 步 所 得 的 局 部 截断 误差 . 

(b) 若 有 =0.1， 找 出 在 求解 (1.5) 近 似 值 过 程 中 每 步 局 部 截断 误差 的 误差 界 . 

(c) 若 依次 令 h=0.1, hh=0.05， 用 四 阶 龙 格 -- 库 塔 法 求 y(1. 5) 的 近似 值 ， 请 参考 习题 3. 读者 可 能 需 
要 保留 六 位 以 上 的 小 数 才 能 看 出 减 小 步 长 的 效果 ， 

用 初 值 问题 =e, у(0)=0 代替 习题 18 中 的 初 值 问题 ， 再 解 一 次 ， 解 析 解 为 >(z) 一 In(z 十 1)， Ж 

(0.5) 的 近似 值 . 请 参考 习题 7. 


讨论 题 


20. 


在 解 初 值 问题 y =fr, у), убо) s Bf, К 了 的 计算 次 数 是 衡量 数值 方法 计算 复杂 度 的 一 个 指 
标 。 求 出 欧 拉 方 法 、 改 进 的 欧 拉 方 法 以 及 龙 格 -- 库 塔 法 每 步 计算 中 需要 计算 了 的 次 数 ， 考 虑 一 些 特 殊 
的 情况 ， 当 计算 的 复杂 度 可 比 时 比较 这 些 方法 的 精确 度 . 


计算 机 实验 作业 


21. 


解 [es， 门 上 的 初 值 问题 的 龙 格 -~ 库 塔 法 会 产生 一 个 有 限 点 的 集合 ， 这 些 点 用 来 近似 精确 解 图 像 上 的 点 . 

为 了 把 这 个 离散 点 集 扩 展 到 区 间 [a， 妇 上 所 有 近似 解 的 点 ,我 们 可 以 使 用 插值 函数 (interpolating 

function)， 大 多 数 计算 机 代数 系统 支持 这 种 函数 ， 它 适用 于 给 定 的 数据 ， 并 且 假 设 点 之 间 都 是 平滑 

的 ， 这 些 插值 函数 可 能 是 多 项 式 或 使 之 平滑 的 多 项 式 集合 ， 在 Mathematica 中 ， 命 令 у= Interpolation [data ] 

可 以 用 来 得 到 点 баа ilro уо), (луу уун лэ (Eas ж ВОНА ВА. ТАЯ КЖ Ж 

统 中 的 内 置 函数 那样 来 处 理 插值 函数 y [x 1. 

(a) 求 初 值 问题 y= 一 y 十 10sin3x，y(0) = 0 在 区 间 [0，2] 上 的 精确 解 . 绘 出 这 个 解 的 图 形 并 求 出 它 
的 正 根 . 

(by) 利用 四 阶 龙 格 - 库 塔 法 求 (a) 中 初 值 问题 的 近似 解 ，h 一 0.1， 得 出 一 个 插值 函数 并 绘 出 它 的 图 像 ， 
求 插值 函数 在 区 间 [0，2j 上 的 正 根 . 
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9.3 多 步 法 


欧 拉 方 法 、 改 进 的 欧 拉 方 法 以 及 龙 格 - 库 塔 法 都 是 单 步 法 (single-step method) 的 特例 .在 
这 些 方法 中 ， 每 一 个 连续 值 у„ 都 仅仅 是 基于 其 之 前 的 值 来 计算 的 . 另 一 方面 ， 多 步 法 
(multistep method) 或 连续 法 (continuing method) 使 用 了 前 面 几 步 的 值 来 计算 улы. 可 以 用 很 
多 多 步 计 算 公 式 来 求解 微分 方程 的 近似 解 。 因为 本 书 不 是 专门 讨论 数值 问题 的 专著 ， 所 以 这 里 
我 们 只 考虑 一 种 方法 ， 比 如 改进 的 欧 拉 方法 ， 它 是 一 种 预测 真 值 法 ; 它 其 实 就 是 用 来 预测 yr 
值 的 一 个 公式 ， 我 们 用 这 个 值 来 预测 真 值 y+1. 

亚当 斯 - 巴 什 福 思 / 亚 当 斯 - 莫 尔 顿 方法 ”最 流行 的 一 种 多 步 法 是 四 阶 亚当 斯 - 巴 什 福 思 / 亚 
当 斯 - 英 尔 上 顿 方法 (Adams-Bashforth/Adams-Moulton Method). 这 个 方法 中 的 预测 值 用 亚当 
斯 - 巴 什 福 思 公 式 得 到 


уа = у, + А (555, — 59,1 + 37у —9ууз)› a) 


у.г f En Ya) 
Ута = fC Eri s Ymi) 
ya = f(z, Ye) 
Уз = f(x, ‚+ Ул—з) 
这 里 п223. 然后 把 улу BERAE 4 B 58 Z BUZ IE F 
Уһ 一 Уһ + А Oy + 19у, = Бун + Уа) , (2) 
улы = frm уга). 
注意 到 用 公式 (1) 求 y ИН, ЗЭ НЫ ус. у, уо 办 的 值 ， 当 然 ，y 的 值 是 已 给 的 初始 
条 件 ， 因 为 亚当 斯 - 巴 什 福 思 / 亚 当 斯 - 莫 尔 顿 方法 的 局 部 截断 误差 是 OCUw)， 所 以 通常 用 具有 
相同 误差 性 质 的 方法 来 计算 y. A y; 的 值 ， 比 如 四 阶 龙 格 - 库 塔 法 . 
亚当 斯 - 巴 什 福 思 /亚当 斯 - 莫 尔 顿 方法 
令 j= 一 0.2， 用 亚当 斯 - 巴 什 福 思 /亚当 斯 - 莫 尔 顿 方法 求 
у =xr+y—l, y0) = 1 
的 解 усо. 8) 的 近似 值 . 
解 ” 令 步 长 为 h=0.2， 则 y(0.8) 可 以 用 来 近似 ， 第 一 步 我 们 使 用 z. =0, »=1, А0. 2 
的 龙 格 - 库 塔 法 ， 解 得 
yı = 1.021 400 00,y = 1. 091 817 96,ys = 1. 222 106 46. 
可 以 得 到 z, =0, д =0.2, о х,=0.4, z, =0.6, f(x, у)=х+у—1;, 求 得 
y, = f(az a y 0 = (0) + (01) — 1 = 0, 
yi = flx syi) = (0.2) + (1. 021 400 00) — 1 = 0. 221 400 00, 
у» = fCazsy2) = (0.4) + (1.091 817 96) — 1 = 0. 491 817 96, 
уз = Рбаззуз) = (0. 6) + (1. 222 106 46) — 1 = 0. 822 106 46. 
用 上 述 值 预测 值 (1) 为 
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* 0.2 , , , , 
Ус = ys + зу 05573 — 59у, + 37у; 一 9yo) = 1. 425 359 75. 
为 了 使 用 修正 子 (2) ， 首 先 得 到 


уз = Уацууг) = 0.8 +1. 425 359 75 一 1 = 1. 225 359 75. 
最 后 ， 由 (2) 可 得 


0.2 , , , 
52 = xT (9у% + 19уз — 5 +y) — 1.425 527 88. ш 


请 读者 证 明 例 1 中 усо. 8) 的 精确 值 为 yO. 8) =1. 425 540 93. 

数值 方法 的 稳定 性 ”在 使 用 数值 方法 的 时 候 ， 必 须要 考虑 的 一 个 问题 是 初 值 问题 近似 解 求 
解 方 法 的 稳定 性 .简单 地 讲 ， 车 初始 条 件 发 生 微小 变动 ， 计 算 结果 也 仅仅 发 生 微 小 的 变动 ， 那 
么 这 种 数值 方法 称 为 是 稳定 的 (stable). 车 初始 条 件 发 生 微小 变动 引起 计算 结果 发 生 较 大 的 变 
动 ， 那 么 这 种 数值 方法 称 为 是 不 稳定 的 (unstable). 考虑 稳定 性 之 所 以 是 重要 的 ， 是 因为 数值 
方法 从 第 一 步 开 始 往 后 的 每 一 步 ， 都 是 一 个 新 的 初 值 问 题 ， 这 些 初 值 问题 的 初始 条 件 是 前 一 步 
的 近似 解 . 由 于 舍 人 误差 的 存在 ， 这 些 值 相对 解 的 真 值 而 言 几 乎 总 有 一 些小 的 差别 .除了 售 人 
误差 ， 另 一 个 较 普遍 的 误差 源 是 初始 条 件 本 身 ; 在 物理 应 用 中 ， 测 量 所 得 的 数据 经 常 是 不 准 
确 的 . 

对 于 特定 类 型 初 值 问题 的 数值 解 ， 检 验 不 稳定 性 的 一 种 方法 是 比较 步 长 不 断 减 小 时 所 得 的 
近似 解 ， 如果 数值 方法 是 不 稳定 的 ， 那 么 误差 会 随 着 步 长 的 减 小 而 增加 ， 另 一 种 检验 稳定 性 的 
方法 是 观察 当初 值 条 件 有 微小 变动 时 解 会 如 何 变化 (例如 ， 把 y(0) 王 1 变 为 y(0) 一 0. 999). 

关于 稳定 性 更 多 更 详尽 的 讨论 ， 请 参考 数值 分 析 的 课本 .一 般 地 ， 本 章 我 们 所 讨论 的 所 有 
这 些 方法 都 有 很 好 的 稳定 性 . 

多 步 法 的 优 缺 点 ”对 于 求 微分 方程 数值 解 方 法 的 选择 有 很 多 地 方 要 考虑 ， 单 步 法 ， 特 别 是 
龙 格 - 库 塔 法 因为 具有 很 高 的 精确 度 和 容易 编程 的 特点 ， 所 以 经 常用 它 来 进行 计算 . 然而 ， 这 
种 方法 的 一 个 主要 缺点 是 微分 方程 的 右边 在 每 一 步 都 要 进行 大 量 的 运算 ， 例 如 ， 四 阶 龙 格 - 库 
塔 法 每 步 需 要 对 四 个 函数 进行 计算 ， 另 一 方面 ， 如 果 这 些 函 数 在 前 一 步 已 经 计算 过 并 且 已 储存 
起 来 ， 那 么 多 步 法 在 每 一 步 只 需要 对 一 个 函数 进行 计算 ， 这 会 导致 计算 机 在 存储 和 读 取 上 耗费 
大 量 的 时 间 . 

Жш, Ил 步 四 阶 龙 格 - 库 塔 法 解 y =/(х, у), у(х) = y ЕМ 4п 个 函数 进行 计算 . 
在 四 阶 龙 格 - 库 塔 法 开始 时 ， 需 要 用 亚当 斯 - 巴 什 福 思 多 步 法 对 16 个 函数 进行 计算 ， 对 n 步 亚 
当 斯 - 巴 什 福 思 方 法 需要 计算 n 一 4 个 函数 ， 这 个 方法 总 共 需 要 计算 十 12 个 函数 .一 般 来 说 ， 
亚当 斯 - 巴 什 福 思 多 步 法 需要 计算 的 函数 数量 比 四 阶 龙 格 - 库 塔 法 需要 计算 的 函数 数量 多 四 分 之 
一 ， 如 果 f(x，y) 的 计算 非常 复杂 ， 则 多 步 法 具有 更 高 的 效率 . 

多 步 法 的 另 一 个 问题 是 亚当 斯 - 莫 尔 顿 修正 公式 在 每 一 步 中 应 该 重复 使 用 多 少 次 .每 次 使 
用 修正 子 都 需要 额外 计算 一 个 函数 值 ， 因此 其 精确 度 的 提高 是 以 失去 多 步 法 的 优点 为 代价 的 . 
在 实践 中 ， 修 正 子 每 计算 一 次 ， 如 果 w+ 的 值 变动 很 大 ， 那 么 整个 问题 应 该 用 更 小 的 步 长 重新 
计算 . 这 就 是 可 变 步 长 方法 的 基本 思想 ， 但 对 这 个 方法 的 讨论 超出 了 本 书 的 范围 . 
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练习 9.3 


1, 求 例 1 中 初 值 问题 的 精确 解 ， 把 y(0. 2) у(0.4), 、y(0. 6) 、y(0. 8) 的 精确 值 和 近似 值 >. уг. уз, y 
加 以 比较 . 


Ы, 2 给 亚当 斯 - 巴 什 福 思 / 亚 当 斯 - 莫 尔 顿 方 法 编 一 个 计算 机 程序 . 


在 习题 3 和 4 中 ， 利 用 亚当 斯 - 巴 什 福 思 /亚当 斯 - 莫 尔 顿 方法 求 >(0. 8) 的 近似 值 ， 其 中 >(z) 是 所 给 初 值 
问题 的 解 . 用 龙 格 - 库 塔 法 计算 У у Ж уз, А=0. 2. 

3.y =?х—3у+1, y(0)=1 4. y =4х—25, yx(0)=2 

在 习题 5 一 8 中 ， 利 用 亚当 斯 - 巴 什 福 思 / 亚 当 斯 - 莫 尔 顿 方法 求 >(1. 0) 的 近似 值 ， 其 中 >(z) 是 所 给 初 值 问 
题 的 解 . 用 龙 格 一 库 塔 法 计算 Pis Ж уз, IKK А=0.2, А0. 1. 

5. y =1+y, 500) =0 6. у =y+cosz, y(0)=1 

7. у= (ху), y(0)=0 8. у 一 zy 十 My，y(0) 一 1 


9.4 高 阶 微分 方程 与 方程 组 


在 2.6 节 和 本 章 前 三 节 中 ， 我 们 集中 讨论 了 求解 一 阶 初 值 问题 dy/dr= /(х, у), уба) = 
近似 解 的 数值 技巧 .为 了 求 二 阶 初 值 问题 的 近似 解 ， 正 如 已 经 在 4. 9 节 中 所 讨论 的 ， 我 们 必须 
把 二 阶 微分 方程 写成 由 两 个 一 阶 微分 方程 组 成 的 方程 组 .因此 ， 我 们 把 二 阶 微分 方程 写成 正规 
型 (请 参考 1.1 节 ), Hj z. x 和 表示 y. 

二 阶 初 值 问题 ”二 阶 初 值 问题 


y = f(z,y,y убх) = уо, y (хо) = uo (1) 
可 以 写 为 一 阶 微分 方程 组 的 初 值 问题 ， 如 果 令 у =u, 那么 (1) 中 的 微分 方程 可 以 写 为 方程 组 
y = u 
(2) 


u = f(z,y,u). 
因为 y (zo)=ulzo), 所 以 (2) 相 应 的 初始 条 件 是 y(Czo) 一 yo， uC Xo ) = to. 可 以 用 特定 的 数值 
方法 求 出 微分 方程 组 (2) 中 每 个 一 阶 微分 方程 特 解 的 数值 ， 例 如 ， 用 欧 拉 方法 (Euler's method) 
解 方程 组 (2) 可 以 得 到 
Уна == y, + hu, 


(3) 
Мы 一 Un + hf (=, ‚Ул ,и,)» 
但 用 四 阶 龙 格 - 库 塔 法 (fourth-order Runge-Kutta method) 得 到 的 是 
ула = y, (т + 2т + Zrms +m), 
6 
(4) 
ида = u, +06 ав, 4-20, + ki), 
其 中 
m, = hu, k, = h f<, Ул, и.) 
: 1 1 1 
m =h [u +h); ы=Һ/(х„+-уһ, y+ ym илт 
1 1 1 
та), ha=hf (zst ah э. Fm +), 


ті = Си, tkz)» k =Һ у(х, th, Ya та» и, tk). 
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一 般 地 ， 利 用 代 换 y= u, y =, у =u, s УЛ D =u, RTI n 阶 微分 方程 
у= (к, ууу», лэ у" ?›® n ИОВ. 
欧 拉 方法 
用 欧 拉 方法 求 y(0. 2) 的 近似 值 ， 这 里 у(х) ЖАИА [АЙ 
y +zy' +y = 0,y0) = 1,y (0) = 2. (5) 
的 解 . 
解 ” 做 代 换 y 二 wu， 方程 等 价 于 方程 组 
y 一 и, 
и'=— zu — y. 
因此 ， 由 (3) 可 得 
У 一 Ya ћи, › 
иһ Un + h[— х,и, — у, J]. 
AFK h=0.1, у=1, u =2, RTI 
у = yo + (0. 1) о = 1 + (0.122 = 1.2, 
ш = и + (0. 1)[— хш — yo] = 2 + (0. 1)[ 一 (0)(2) 一 1] = 1.9, 
у + (0. Du = 1.2 + (0.1) (1.9) = 1. 39, 
u, = ш + (0. 1)[— muta 一 x] = 1.9 + (0.1)[— (0.1)(1. 9) — 1. 2] =, 761. 
HEZ, y(0.2)=z1.39, y (0. 2)~1. 761. m 
用 绘图 工具 ， 我 们 可 以 比较 在 区 间 [0， 3] 上 由 欧 拉 方法 (4h 二 0.1) 和 四 阶 龙 格 - 库 塔 法 (h 二 0. 1) 
得 到 的 (5) 的 解 曲线 图 像 ， 如 图 9. 2(a) 所 示 . 由 图 9. 2(b) 可 知 ，(4) 的 解 >(z) 在 rton, 
有 y(Cz) 一 0. 


= 
| 


а) 欧 拉 方 法 和 龙 格 - 库 塔 法 b) 龙 格 - 库 塔 法 
图 9.2 


如 果 需 要 ， 我 们 可 以 用 6.1 节 中 介绍 的 方法 得 到 微分 方程 (5) 的 两 个 短 级 数 形式 的 解 . 但 
是 如 果 这 个 方法 不 能 说 明 微分 方程 有 初等 形式 的 解 ， 那么 我 们 只 能 用 部 分 和 近似 求 出 y(0. 2). 
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回顾 6. 1. 1 节 中 气体 微分 方程 YY 十 zy 一 0 的 无 穷 级 数 解 ， 它 没有 显示 出 图 6. 1 中 的 解 x (х) 
yz(x) 有 不 稳定 的 性 质 ， 那些 图 像 ， 以 及 本 章 首 页 气体 方程 的 六 个 特 解 的 图 像 可 以 在 数值 求解 
程序 中 使 用 四 阶 龙 格 - 库 塔 法 得 到 ， 令 步 长 4 一 0.1. 
方程 组 降 阶 为 一 阶 方程 组 用 类 似 于 刚才 讨论 的 方法 解 二 阶 微分 方程 ， 我 们 经 常 先 解 出 每 个 因 
变量 的 高 阶 导 数 ， 然 后 再 对 低 阶 导数 做 适当 的 代 换 ， 最 后 把 高 阶 微分 方程 化 为 一 阶 微分 方程 组 . 
HES ”把 方程 组 改写 为 一 阶 方程 组 
把 
т — x + 5zxz+ 2y' = е 
— 2r + у + 2y= 3ť 
改写 为 一 阶 微分 方程 组 . 
Ж ”把 方程 组 写 为 
m+2y= e—5zr+z', 
y = 30 +2z=—2y, 
然后 在 第 二 个 方程 的 两 端 同时 乘 以 2， 两 式 相 减 消 去 YY 可 以 得 到 
т” =—9zxz+ 4y+ z' + е 6. 
因为 方程 组 的 第 二 个 方程 中 y 的 高 阶 导数 总 是 可 以 用 方程 的 其 余 项 表示 ， 所 以 我 们 现在 引进 一 
个 新 的 变量 .车 令 x =u, y =v, W ЯП 分别 可 以 写 为 
u = x =—9хт+4у+и+е—6[, 
v= у = 2х — 2у + 30. 
则 原 方程 组 可 以 写 为 下 面 的 形式 
=u, 
y = о, 
и! =— 9: +t4y tute 6, 
v = 2z— 2у + 32. m= 
例 2 所 示 的 降 阶 法 不 是 对 每 种 情况 都 适用 的 . 
方程 组 的 数值 解 ” 形 如 


ах 
T = filt, Lys zz Zn)， 
блә = fets Ta Ln) o 
ах, 


—— = ГАСНА T23" Tn) 


dz 
方程 组 的 解 可 以 用 适合 方程 组 的 欧 拉 方法 、 龙 格 - 库 塔 法 或 亚当 斯 - 巴 什 福 思 / 亚 当 斯 - 莫 尔 顿 方 
法 来 求解 ， 例 如 ， 使 用 四 阶 龙 格 - 库 塔 法 求解 方程 组 
z = FGtzyy)， 
y —g(t,z,y)> (6) 
X(to) = хо»уС сс) = уо 
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和 下 面 的 形式 类 似 
БЭРЭН = z, т 十 2m; + 2m, +m), 
1 (7) 
Ум 一 Ya 1 Cki + 2k, + 2k; +k), 
其 中 
m, = hf ts Ts) Yn)» kı = hg (t,, Z, Yn) > 
1 1 1 1 
m, = hf (tn 十 shx +m Ул +h), Ь, = hg (+. + ж, + т + y, +h) 
1 1 1 1 1 1 (8) 
m, = һу (ta + haz, тозу о), k, = hg (ta + чуй, + -ymz ryn + гүй )， 
"а 一 hf (z, яг Ñ+ m; У» +k), k, 一 hg (t, + h.<z, 十 ms ' У + Ёз). 
龙 格 - 库 堪 法 
考虑 初 值 问 题 
= 一 2z 十 4y， 
y 一 一 工 十 6y， 
200) 一 一 1， y(0) = 6. 


用 四 阶 龙 格 - 库 塔 法 求 zC0.6) 和 y(0. 6) 的 近似 值 ，、 比 较 当 步 长 h—0.2 л ==0. 1 时 的 结果 . 


E ”我 们 给 出 了 步 长 h=0.2 时 zi 和 入 的 计算 结果 ， 其 中 С, z, у)==2х-+-4у, g0, х, 


y)=—=+6y, (0550, z = —1, y| = 6, 由 (8) 可 得 


m, = hf (te za ya) = 0.2f(0, — 1,6) = 0. 2[2C— 1) + 4(6)] = 4. 400 0, 
ki = hg (ta za yo) = 0.2g(0, — 1,6) = 0.2[— 1C- 1) + 6(6)] = 7.400 0, 


m = hf (to + 2А + от „уо ээн 0.2/60.1,1.2,9.7) = 8.240 0, 


ke = hg (а +h +m ‚у ++h)= 0.2g(0.1,1.2,9.7) = 11. 400 0, 


1 1 1 Е 
ms = hf (to +h, zo +m yo +5 )= 0. 2f(0.1,3. 12,11. 7) = 10.608 0, 


ks = hg (to +h + Tims ус ЭН 0.2g(0.1,3.12,11.7) = 13. 416 0, 


2 


т 一 hf Cto + h,zo +m; s Yo +k) = 0. 2f(0. 2,8,20. 216) = 19. 376 0, 
k, = hg (ts Hh, To +m syo + з) = 0.2500. 2,8,20. 216) = 21. 377 6. 


因此 ， 由 (7) 可 得 


Xi = To ++ + 2m; + 2m; + т.) 


=— +04. 4 + 208.24) + 2010. 608) + 19. 376 0) = 9. 245 3, 


ya = yo + (h +26 + 2ks А) 


= 64-60. 4+ 2(11.4) 4-2(13.416) 4-21.377 6) = 19.068 3, 
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这 里 同 前 面 一 样 ， 计 算 结 果 四 舍 五 人 到 四 位 小 数 . 这 些 值 给 出 了 近似 值 х, 5200.2), ул 
y(0. 2). 接 下 来 用 计算 机 得 到 的 值 在 表 9. 8 和 表 9.9 中 给 出 . 


表 9.8 龙 格 - 库 塔 法 ，h=0.2 


10. 595 7|0.20 9. 337 9|19.1332 


9. 520 8 17. 760 9 


17. 535 8 |0. 30] 22. 554 1| 32. 853 9 


17. 652 4 | 22. 909 0 | 24. 305 5 | 31. 655 4 22. 854 9 | 28. 739 3 |0. 40] 46. 510 3| 55. 442 0 


31. 478 8 | 40. 349 6 | 42. 638 7 | 54. 920 2 37. 284 0 | 46. 720 7 |0. 50| 88. 572 9] 93. 300 6 


54. 634 8 | 69. 402 9 | 73. 124 7 | 93. 410 7 60. 377 4 | 75. 437 010. 601160. 756 3152. 002 5 


E: 
读者 可 以 证 明 例 3 中 的 初 值 问题 的 解 为 200) = 026:—1)е“, ус --(13--6)её“. АХЖ 
EHRT Ж 2] 200.6) = 160. 938 4, у(0.6) = х,у 
152. 119: 8， 如 图 9. 3 所 示 ， 解 在 :二 0 临 域内 的 图 像 可 以 在 数 | ¿PI 
值 求解 程序 中 用 龙 格 - 库 塔 法 得 到 ， 步 长 h=0.1. 
总 之 ， 欧 拉 方 法 适用 于 一 般 的 方程 组 (6) : 
хал = х, + hf tn, Z, Yn)» 
укы = Yn + hg (t, sZ, Yn). 
练习 9.4 
1. 用 欧 拉 方法 求 y0. 2) 的 近似 解 ， 其 中 y(z) 是 初 值 问题 
у — 4y + 4y = 0,y(0) =— 2,y (0) = 1. 
的 解 . h=0.1. 求 这 个 问题 的 精确 解 ， 并 且 把 >(0.2) 的 精确 值 
与 % 加 以 比较 . 9. 
2. 用 欧 拉 方 法 求 y(1. 2) 的 近似 解 ， 其 中 y(z) 是 初 值 问题 
22у-2ху +2y= 0, уб) = 4, у (1) = 9, 
的 解 ， 这 里 2220, h=0.1. 求 这 个 问题 的 精确 解 ， 并 且 把 y(1..2) 的 精确 值 与 у. ШИ Ш. 
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3. 用 龙 格 -- 库 塔 法 解 习题 1， 依 次 令 h=0.2，h=0.1. 
4. 用 龙 格 -- 库 塔 法 解 习题 2, КФ h=0.2, h=0.1. 
5. 用 龙 格 - 库 塔 法 求 y(0.2) 的 近似 值 ， 其 中 y(x) 是 初 值 间 题 
y—2y+2y= e'cost,y(0) = 1,y (0) = 2. 
的 解 . 依次 令 h=0.2, h=0.1. 
6. E=100V, R=10Q, 1=1Ь, 11 9.4 所 示 ， 电 路 中 的 电流 n CO fü ¿ 0088 278 A 


di, 
9 110) WW 


dq T 20i 十 10z + 100 


га = 105—204, 
Жр ь(о)=0, 500) =0. НЖЖ i OM ОЕ i= (ғ) R 
0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5 处 的 近似 值 . 2 h=0. 1. 用 数值 求 
解 程序 绘 出 解 à СОЖ; OEKE 02::25 上 的 图 形 ， 用 图 形 
说 明 当 上 > 十 co 时 , i OR 3, ВОВЕ ЛЕВЕ АЈ. 
Ы, 在 习题 ?~12 中 ， 用 龙 格 - 库 塔 法 求 zC0.2) 和 y(0.2) 的 近似 值 ， 比 较 h=0.2 Яп һ=0.1 时 所 得 的 结果 . 


用 数值 求解 程序 绘 出 解 在 :二 0 临 域 上 的 图 像 ，A 一 0. 1 


Ё 9.4 


7. х=2х—у 8. == x+2y 
y == y =4rt3y 
z(0)=6, у(0) =2 200) =1, у00) =1 
9. 并 一 一 y 十 t 10. х 一 6z 十 ?十 人 
y =zx—t y =4x+3y—10+4 
z(0)=—3, y(0)=5 z(0)=0.5, y(0)=0. 2 
11. zx 十 4z 一 多 一 7 12. х Бу = 4t 
r +y —2y=3t = Бу +у=6# +10 
200) =1, у(0) = —2 200) :=3, у00) = — 1 


9.5 二 阶 边界 值 问题 


在 9.1~9.3 节 中 ， 我 们 考虑 了 求解 一 阶 初 值 问题 y =f, y), yC) = yo E WMA K tE 
15. 在 9.4 节 中 ， 我 们 用 这 些 近似 方法 求解 二 阶 初 值 问 题 光一 Frz，y，y)，y(Czo) 一 yo， 
y(zm) 王 办 所 改写 的 一 阶 微分 方程 组 ， 现 在 我 们 来 看 两 种 求解 二 阶 边 界 值 问题 у = f, у» 
У), уба) =а, УСБ) 二 8 近似 解 的 方法 ， 和 二 阶 初 值 问题 的 求解 过 程 不 同 ， 解 二 阶 边界 值 问题 
不 需要 把 微分 方程 写成 方程 组 的 形式 . 

有 限 差分 近似 ”函数 y(x) 在 点 a 处 的 泰勒 级 数 展开 式 为 

убо) = уба) + y ба) 74 + (а) а уа) Є: 了 人 +. 

如 果 令 有 二 x 一 4a， 那么 上 式 也 可 以 写 为 


ylz) = yla) +y (a) 


A 
1! 


在 接 下 来 的 讨论 中 ， 为 了 方便 ， 我 们 也 把 上 面 的 表达 式 写 为 如 下 的 两 种 形式 : 


2 h° h° 
+ y (a) 21 + у” (а) 31 + .. 
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2 
убх + h) = у(х) + у (z)2h + y' (z) B +y) н, (1) 


, n, kè hš 
y(z=—h)=y(z=)—y (ht y (oY (z) ++. (2) 


车 很 小 ， 则 可 以 忽略 包括 ，hs ，… 的 项 ， 因 为 这 些 值 很 小 可 以 不 予 考 虑 ， 进 一 步 ， 若 我 们 
忽略 掉 及 或 更 高 次 的 项 ， 那 么 由 (1) 和 (C2) 分别 可 以 得 到 导数 y (zx) 的 如 下 近似 : 


У Со ~ + [y(z + h) — ублх)] (3) 
yG) ~ Гуо) — yle 0]. (4) 
(1) 和 (2) 相 减 可 以 得 到 
У Са ав Гуа — y(z — h). (5) 
另 一 方面 ， 如 果 我 们 忽略 及 或 更 高 次 项 ， 那 么 由 (1) 和 (2) 相 加 可 以 得 到 二 阶 导 数 yY(z) 的 近似 : 
УС) ~ са +) -2у04 + y(z h] (6) 


(3). (4), 、(5) 和 (6) 式 的 右边 称 为 差 商 (Cdifference quotient). 表达 式 
уб 4 А) – убх), у(х) —y(z —h), y(z+h)— убх h) 
以 及 
y(z=+h)—2y(z) убх А) 
称 为 有 限 差 分 (finite difference). ШИШ, усх А) у(х) ЭЭГ é ЖЭ (forward difference), 
y(X) 一 y(x 一 及 ) 称 为 后 向 差分 (backward difference), у(х +А) —y(z=—h)#ly(z=+h)—2y(x) 
+y h) Ф & А (central difference). (5) 和 (6) 给 出 的 结果 可 以 看 作 是 导数 y ЯП y” 的 
中 心 差分 近似 (central difference approximation). 
有 限 差 分 方法 ”现在 考虑 一 个 线性 二 阶 边界 值 问题 
у + Р(х) у 十 QGz)y = Р(х), yla) = a,y(b) = В. (7) 
假设 co 一 z<z<z<…<z Са, = RRE 8а, 65] 上 的 一 个 矩形 分 割 ， 也 就 是 xi 二 a 十 
ih, Hp i=0, 1, 2, =, n, h=(b—a)/n. 下 面 给 出 的 点 
ту =a+h, 25 = a+ 206 s2 =at+(n—l1l)h 
称 为 区 间 [a， b] E BJ ARA ЖЕ,5, Cinterior mesh point). 如 果 令 
yi = y(zxi),P; = P(xz;),Q, = QT) ,fi = f(x), 
并 且 如 果 (7) 中 的 光 和 > 用 中 心 差分 的 近似 (5) 和 (6) 代 换 ， 那 么 可 得 


Уналт 2y; + Ya “Ун: Vil у = f, , 
z: + P, э} 十 Qiy = f; 


或 化 简 后 得 
а+ Аруун HOER + @ РОУ = M f.. (8) 


上 面 最 后 一 个 方程 就 是 著名 的 有 限 差分 方程 (finite difference equation) ， 是 微分 方程 的 一 种 近 
似 ， 它 使 我 们 可 以 求 得 (7) 式 的 解 y(z) 在 区 间 [a，6] 上 内 部 网 格 点 х1, Tzs s zs-1 处 的 近似 
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值 ， 令 (8) 中 的 i 在 1，2，…，n 一 1 上 取 值 ， 可 得 到 关于 n 一 1 个 未 知 量 yis уг, лээ. Ул-1 й 
?一 1 个 方程 请 记 住 我 们 已 经 知道 уо y,; 的 值 ， 因 为 它们 可 由 边界 条 件 у = у(х) = уба) =а 
Ж у, = yC) =y =. 

在 例 1 中 ， 我 们 考虑 了 一 个 边界 值 问题 ， 使 之 可 以 把 所 得 的 近似 解 与 用 显 式 解 所 得 到 的 精 
确 解 加 以 比较 . 

有 限 差分 法 的 使 用 

令 n 二 4， 利 用 差分 方程 (8) 去 近似 边界 值 问 题 

y —4y = 0,y(0) = 0,y(1) = 5. 

解 ” 和 (8) 式 比较 后 我 们 可 以 看 出 ，P(x) 二 0, О(х) = —4, f(z=)=0, h=(1—0)/4=1/4. 

因此 差分 方程 为 


Ун — 2.25y; 十 yi1 = 0. (9) 
内 部 格 点 为 zi 二 0 十 1/4，xs 一 0 十 2/4，zas 一 0 十 3/4，i 一 1，2，3， 由 (9) 式 可 得 相应 于 yi, x: 
和 уз Л E : 
y, —2.25yi H уо = 0, 
уз — 2. 25у + у = 0, 
ya — 2. 25 уз + у; = 0. 
代入 边界 条 件 y。 一 0，ys 一 5， 则 上 述 方程 组 变 为 
— 2. 25у у= 0, 
У — 2. 25y: + уз = 0, 
уг — 2. 25 уз =— 5. 
解 方程 组 可 以 得 到 у, =0. 725 6, у, =1. 632 7, уз =2. 947 9. 

所 给 微分 方程 的 通 解 为 > 一 clcosh2z 十 cssinh2z. Ж у(0) =0 意味 着 c: 王 0. 由 另 一 个 边 
界 条 件 可 得 c*。 用 这 种 方法 可 以 得 到 边界 值 问题 的 一 个 显 式 解 为 y(z)=(5sinh2z)/sinh2， 因 
此 这 个 解 在 内 部 格 点 的 精确 值 (四 舍 五 人 到 四 位 小 数 ) 分 别 如 下 : y(0. 25) =0. 718 4, y(0.5)= 
1.620 1，y(0.75) 一 2.935 4. = 

例 1 中 的 近似 解 可 以 用 更 小 的 来 提高 其 精度 ， 当 然 ， 作 为 使 用 更 小 的 代价 则 是 需要 解 
更 大 规模 的 方程 组 ， 请 读者 证 明 当 h=1/8 BF, y(0.25), у(0. 5) #1 y(0.75) 的 近似 值 分 别 为 
0.720 2, 1.623 3 和 2.938 6。 请 参考 练习 9.5 的 习题 11. 

有 限 差分 法 的 使 用 

令 "一 10， 利 用 差分 方程 (8) 求 

y +3y +2y = 4r, yA) = 1,y(2) 一 6 
解 的 近似 值 . 

解 ” 在 本 题 中 ， 我们 可 以 看 到 Р(х)=3, Q(z2)=2, /(х)=4х', h=(2—1)/10=0.1, W 

此 (8) 式 可 以 写 为 
1.15уга — 1. 98у, 十 0.85y = 0. 0427. (10) 
内 部 格 点 为 лу=1.1, z; 1.2, z, =1.3, X14=1.4, xs—=1.5, z  =1.6, 2:5-51.7, z, =1.8, 
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zs 一 1.9. 对 i 一 1，2，…，9，yo 一 1， 一 6， 由 (10) 可 得 含有 九 个 未 知 变量 的 九 个 方程 : 
1. 15y? 一 1.98y =— 0. 801 6, 
1. 15y;— 1. 98y: + 0. 85y = 0. 057 6, 
1. 15у,— 1. 98y, +0. 85у; = 0. 067 6, 
1.15y;— 1. 98у, +0. 85у, = 0. 078 4, 
1. 15— 1. 98ys + 0. 85у, = 0. 090 0, 
1.15y;— 1. 98у + 0. 85у; = 0. 102 4, 
1. 15ys— 1. 98y; + 0.85 = 0.115 6, 
1. 15 ув — 1. 98ys 十 0.85y = 0. 129 6, 
— 1. 98y, + 0. 85 уз =— 6. 755 6. 

我 们 可 以 借助 计算 机 代数 系统 中 的 高 斯 消 元 法 或 相关 的 消 元 法 解 这 个 大 型 的 方程 组 .所 得 到 的 
结果 为 y =2.404 7, у, ==3. 443 2, уз = 4. 201 0, у, =4. 746 9, уз == 5.135 9, у = 5. 412 4, 
ут =5. 611 7, ys = 5.762 0, уз =5. 885 5. = 

打靶 法 “ 另 一 种 求解 边界 值 问题 у'= /(т, у, у), у(а) =а, y) =p EME ЭГ fkr 
打靶 法 (shooting method). 这 个 方法 的 起 始点 是 用 初 值 问 题 

y = f(z,y,y ),y(a) = азу (a) = т, (11) 

代替 边界 值 问题 ，(11) 中 的 mm: 只 是 解 曲线 在 已 知 点 (a，>(a)) 处 的 未 知 斜率 的 一 种 近似 ， 我 们 
对 (11) 中 的 二 阶 方程 应 用 一 种 逐步 数值 方法 ， 以 此 来 求解 y(5) 的 近似 值 p. 如果 有 在 预先 给 
定 的 误差 范围 内 和 已 给 的 值 y(6) = 二 8 一致 ， 那 么 停止 计算 ; 否则 重新 计算 ， 用 另外 一 个 不 同 的 
近似 值 y (а) =m:， 然 后 得 到 y(5) 的 第 二 个 近似 值 久 ， 这 种 试 错 的 方式 可 以 不 断 地 计算 ,或 者 
说 往 后 的 斜率 m3;，ms，…， 可 以 用 某 种 系统 化 的 方法 加 以 调整 ， 当 (11) 中 的 微分 方程 是 线性 
方程 时 ， 线 性 插值 是 最 为 适用 的 方法 .这 个 过 程 类 似 于 打靶 ( 通 过 初始 斜率 的 选择 )， ва 
y(5b) 被 击 中 ， 请 参考 练习 9.5 的 习题 14. 

当然 ， 这 些 数值 方法 的 使 用 是 基于 边界 值 问题 的 解 总 存在 这 样 的 假设 ， 但 是 这 个 假设 不 会 
总 成 立 . 

Ж “有 限 差 分 的 近似 方法 可 以 扩展 到 已 知 边界 上 一 阶 导数 的 边界 值 问题 ， 例 如 ，y 一 

Убх, у» у)» у (a) 二 a，y(b) 二 B. 请 参考 练习 9. 5 的 习题 13. 
练习 9.5 

在 习题 1 一 10 中 ， 用 有 限 差分 法 和 所 给 的 =” 值 求解 边界 值 问题 的 近似 解 ， 

1.у+9у=0, y(0)=4, y(2)=1; n=4 

2.y—y=xz2, y(0)=0, y(1)=0; n=4 

3. y+2y +y=5z, y(0)=0, у(1)=0; n=5 

4. У-10у +25у=1, y(0)=1, y(1)=0; n=5 

5. y — 4y +4y=(z+1)e%*, y(0)=3, y(1)=0; n=6 

6. y +t5y = 4/2, у(1) =1, y(2)=—1; n=6 

7.2?у Зху +Зу=0, у(1) =5, 302) =0; п=8 

8. 22у ху +y=]nz, y(1)=0, у(2) = —2; п=8 
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9„у+(1—хж)у-Кху=х›, y(0)=0, у(1)=2; n=10 


10. 多 十 zy 十 y 一 z，y(0) 一 1，y(1) 一 0; n=10 
11. 在 例 1 中 ， 令 n58, RZ. 
12. 在 两 个 同心 的 、 半 径 分 别 为 r=1 和 г--4 的 球体 之 间 ， 更 电势 由 下 式 决定 
би Zdu = 0,u(1) = 50,404) = 100. 
用 本 节 的 方法 求 边界 值 问题 的 近似 解 п 6. 
13. 考虑 边界 值 问题 у-+ху=0, у(0)=1, у(1) = —1. 
(a) 写 出 微分 方程 对 应 的 差分 方程 证 明 对 i=0，1，2，…，2? 一 1， 由 差分 方程 可 以 得 到 ?个 方程 ， 
其 中 含有 nn 十 1 个 未 知 量 yaa, ус» э, y лэ Уул, AE ya M y ERAMA, AH y- RR y Ж 
外 部 点 x 二 一 h 处 的 近似 值 ，yo 不 是 z=0 处 的 值 . 
Cb) 利用 中 心 差分 (5) 证 明 yi 一 yi 二 2h.， 用 这 个 方程 把 y-1 从 (Ca) 中 的 方程 组 中 消去 . 
(ce) 利用 (a) 和 (Cb) 中 的 方程 组 求 初始 边界 值 问 题 的 近似 解 ，n 二 5. 
计算 机 实验 作业 
14, 考虑 边界 值 问题 =y 一 sin(xy)，y(C0)= 二 1，y(1) 一 1, 5， 利 用 打靶 法 求 这 个 问题 的 近似 解 . (精确 近 
似 值 可 以 用 数值 技巧 求 得 ， 即 四 阶 龙 格 一 库 塔 法 ， 令 hh 二 0.1; 或 者 甚至 更 好 的 ， 如 果 有 条 件 使 用 
CAS， 比 如 Mathematica 或 Maple， 可 以 用 其 中 的 NDSolve 函数 . ) 
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在 习题 1~4 中 构造 一 个 表格 ， 比 较 用 欧 拉 方 法 、 改 进 的 欧 拉 方 法 以 及 龙 格 - 库 塔 法 计算 的 y(z) 值 计算 


1. 


保留 四 位 小 数 . KKS h=0.1, h=0.05. 


y =2Inzy, y(1)=2; 
y(1.1), у(1.2), у(1.3), у(1.4), y(1.5) 


‚ у =вїпх*-Есозу", у(0) = 0; 


»(0.1), у(0.22, y(0.3), у(0.4), y(0. 5) 


.y= Мау, y(0.5)=0.5; 


y(0.6), y(0.7), у(0.8), у(0.9), у(1.0) 


. y =zyty s, y(1)=1; 


y(1.1), x(1.2), у(1.3), y(1.4), y(1. 5) 


， 用 欧 拉 方法 求 (0. 2) 的 近似 值 ， 其 中 y(z) 是 初 值 问题 у —(2х+1)у=1, у00)=3, y (0)=1 8098. 


先 用 单 步 法 计算 ， 令 A 二 0.2， 再 用 两 步 法 计算 , $ h=0.1. 


， 用 亚当 斯 - 巴 什 福 思 /亚当 斯 - 莫 尔 顿 方法 求 X0. 4) 的 近似 值 ， 其 中 y(z) 是 初 值 问题 y =4х—2у, у00)=2 


的 解 ， 用 龙 格 - 库 塔 法 求 y; 、y: 和 уз ИН. һ=0.1. 


， 用 欧 拉 方 法 求 r0. DM СО. 2) 的 近似 值 ， 其 中 z(t?) 和 yO А 
т 一 并 十 y 
у =х—у, 


х(0) = 1,у(0) = 2. 
HR, h=0.1. 


. 用 有 限 差分 法 求 边界 值 问题 у -+-6.55(1++х)у=1, у(0)=0, у(1)=0 的 近似 解 ，n 二 10. 


非 线性 钟 摆 模 型 的 相 图 ; 见 图 10. 28 
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在 第 8 章 中 ， 我 们 利用 矩阵 求解 形 如 X 二 AX 十 F(z) 的 线性 一 阶 微分 方程 组 . 当 一 个 微分 
方程 组 不 是 线性 时 ， 通 常 不 可 能 求 出 其 初等 函数 解 。 在 本 章 中 我 们 将 证 明 ， 首 先 通过 分 析 方 程 
组 特殊 的 常数 解 ， 即 临界 点 ， 然 后 寻找 周期 解 ， 可 以 获得 解 在 几何 性 质 上 的 有 用 信息 ， 我 们 还 
将 通过 一 些 物理 学 和 生态 学 的 例子 介绍 并 阐述 稳定 性 这 一 重要 概念 . 


10.1 自治 方程 组 、 临 界 点 及 周期 解 


在 2.1 节 中 我 们 介绍 了 自治 一 阶 微分 方程 、 自 治 微 分 方程 的 临界 点 以 及 临界 点 的 稳定 性 . 
早先 对 稳定 性 的 考虑 相当 直观 ; 现在 我 们 给 出 这 一 概念 的 精确 定义 .为 此 需要 研究 由 一 阶 微分 
方程 组 成 的 自治 方程 组 ， 在 本 节 我 们 将 定义 由 两 个 一 阶 微分 方程 组 成 的 自治 方程 组 的 临界 点 ，; 
自治 方程 组 可 以 是 线性 或 非 线 性 的 . 

自治 方程 组 ”由 一 阶 微分 方程 组 成 的 方程 组 称 为 是 自治 的 (autonomous)， 如 果 它 可 以 写 
成 如 下 形式 : 


gn, mas “9 ady 

d 

шш ы 22, °*°**, 2)» (1) 
eg, Са =» Ty „э. 


注意 独立 变量 上 并 没有 显 式 地 出 现在 每 个 微分 方程 的 右边 .请 将 (1) 与 8. 1 节 中 的 (2) 给 出 的 一 
般 方程 组 进行 比较 . 

非 自治 方程 组 

微分 方程 组 


3 +# 9 


dx, _ іл sinz 
dt 1 : 
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不 是 自治 的 ， 因 为 方程 右边 出 现 了 PA ЭЭР п 

当 (1) 中 的 n=1 时， 则 有 形 如 dz/d=g(Cz) 的 一 个 单独 的 一 阶 微分 方程 ， 这 个 方程 等 
价 于 2.1 节 中 的 (1)， 只 是 这 里 的 符号 x 和 :分 别 代表 了 那里 的 y 和 z. 因为 微分 方程 
dz/di 二 g(x) 是 可 分 离 的 ， 所 以 可 以 求 出 其 显 式 解 ， 我 们 可 以 利用 这 一 事实 解释 本 章 中 的 
一 些 概念 . 

二 阶 微分 方程 组 ”任何 一 个 二 阶 微分 方程 л 二 g(xzx，x ) 都 可 写 为 一 个 自治 方程 组 .如 在 
4.9 节 中 所 做 的 ， 若 令 y=r, War =g, DEA y =g, y). 这样 二 阶 微分 方程 变 为 由 
两 个 一 阶 方程 组 成 的 方程 组 

х! = Уз 
y = g(x,y). 
钟 摆 的 自治 微分 方程 组 
在 5. 3 节 的 (6) 中 我 们 证 明了 钟 摆 的 偏 移 角 Ө 满足 非 线性 二 阶 微分 方程 


40 . 
qz t sing=0. 


若 令 z+ 二 9，y 二 9 ， 则 这 个 二 阶 微分 方程 可 写成 自治 方程 组 


х = у, 
у =— sinz. m 
i= ”如果 X(COD 和 8(X) 分 别 表示 列 向 量 
хуб) g (21 » Trs 7» жь) 
29 (t) g: (>, з Жэ» 3’ жь) 
Х(0= |, ‚ g(X)= : , 
=, (t) 8.СХ:» Хр» "7 жь) 


那么 自治 方程 组 (1) 可 简写 为 列 向 量 形式 (column vector form X =g(X). 在 8.2 节 中 研究 的 齐 
次 线性 方程 组 X = AX 是 一 种 重要 的 特殊 情况 . 
在 本 章 中 利用 行 向 量 简写 (1) 式 也 显得 比较 方便 . 如 果 令 
ХО) = (3100), х: (1). б, 2,0) 
# 4 
(Ж) = (руба, Хээ s т„), @ (ху, Trs s 2), "s бб» Tzs s 2,2) 

那么 自治 方程 组 (1) 也 可 简写 为 行 向 量 形 Ж, (том vector form) X’ =g(X). 在 后 面 的 具体 内 
容 中 我 们 会 很 清楚 应 该 使 用 列 向 量 还 是 行 向 量 形式 ， 所 以 就 不 区 别 X х 的 转 置 XT 了 .特别 
地 ， 当 n=2 时 ， 利用 行 向 量 可 以 很 方便 地 将 初 值 条 件 写成 X(0) 二 (zo， yo). 

如 果 变 量 上 表示 时 间 ， 那么 可 以 将 微分 方程 组 (1) 看 成 动力 系统 (dynamical system), АЖ 
XA H t Л £ %АК А (state of the system) 或 系统 响应 (response of the system). 根据 这 
些 术 语 ， 当 变化 率 X (2) 仅 依赖 于 系统 当前 状态 X(D 时 ， 动 力 系统 是 自治 的 ， 第 8 章 中 研究 的 
方程 组 X 一 AX 十 F(t) 在 FGD) 为 常数 时 就 是 自治 的 ， 在 n=2 或 3 的 情况 下 ， 称 方程 组 的 解 为 
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路 径 (path) 或 轨迹 (trajectory)， 因 为 可 以 将 z 一 zi (0), у= (0), z= zs (作为 一 条 曲线 的 参 
数 方程 . 


向 量 场 的 解释 当 n= 二 2 时，(1) 中 的 方程 组 被 称 为 平面 自治 方程 组 (plane autonomous 
system), 8 可 以 将 其 写成 


(2) 


HEV, у) = (Р(х, у), Qr, у)){Е Ж КЕДЕ Ж Y — © Ж) (vector field), TW 
方程 组 的 解 可 解释 为 是 质点 通过 该 区 域 的 路 径 ， 更 具体 一 些 ， 令 VCz，2) = (Р(х, у), 
Q(zx，y)) 表 示 水 流 在 (x，y) 处 的 速度 ， 并 假设 一 个 小 物体 (如 软木 塞 ) 在 位 置 (x。，yo) 处 放 
ЛЖ. WE ХО) 二 (z(t)，y(t)) 表 示 物 体 在 1: 时刻 的 位 置 ， 那么 和 (2) 二 (x HO, y CD) 就 
НЯ о. 当 无 外 力 影 响 且 忽略 摩擦 力 时 ， 物 体 在 上 时 刻 的 速度 就 是 水 流 在 位 置 ХО) BJ 
速度 : 


ах 
др ГОО) ‚ y(t)) 


Х'(”=Ў(\х(ї), уа) ыг 
TERU), y(t)). 


所 以 物体 运动 的 路 径 就 是 方程 组 满足 初 值 条 件 XO = (zx。，yo) 的 解 ， 我 们 将 经 常用 对 平面 自 
治 方程 组 的 这 一 简单 解释 来 阐述 一 些 新 概念 . 

向 量 场 的 平面 自治 方程 组 

水 流 从 一 个 半径 为 1 的 圆周 围 流 过 ， 形 成 一 个 稳定 状态 的 向 量 场 ， 可 表述 为 


2? — у? —2ту 
VG, у=Уо(1—{ руу, (куу 31 


其 中 V, E 7k ЙЕН [11 БЕЛОЕ] АЖ ЁЁ. 如 果 一 个 小 软木 塞 在 (一 3，1) 处 释放 ， 那 么 它 的 路 径 ХО) = 
(x(t)，y(z)) 满 足 平面 自治 方程 组 


学 = (1 Сг уз), 
ду 2 ,( 22у 31 
dt (2? +y) 

初 值 条 件 为 X(0) 二 (一 3，1)， 请 参考 图 10. 1. m 

解 的 类 型 ”如 果 Р(х, у). Qa у) КЕ ИА 

a P/ Ə z. Ə P/ a y. Ə Q/ 3 z #ll д Q/ 3 y EFH НХХ, 

R 内 连续 ， 那 么 平面 自治 方程 组 (2) 满 足 XO =X, K E 

一 且 属 于 以 下 三 种 基本 类 型 之 一 : 

(1 ) 常 数 解 (constant solution)z=(#) = zo, y0) = yo 

(或 对 所 有 的 上 ，XCGD 一 X)， 常 数 解 称 为 临界 点 (critical 

point) 或 不 动 点 (stationary point)， 当 质点 处 于 临界 点 


360 # о] 
XM XO =X kt, + 2 X; ER BH gb Pq ҮЕ E. [N Jk Ж КУ E) Ж 9 (equilibrium 
solution)， 注 意 到 因为 和 X(t) 一 0， 所 以 临界 点 是 代数 方程 组 

Р(х, y)=0 

ОСх, y)=0 


的 解 . 


(上 用 ) 解 + 二 x(t)，y 二 y(t) 定 义 了 一 段 狐 (arc)， 即 平面 内 不 与 自己 相交 的 曲线 .所 以 
图 10. 2(a) 中 的 曲线 可 作为 平面 自治 方程 组 的 解 ， 而 图 10. 2(b) 中 的 曲线 则 不 行 ， 因 为 它 有 两 
个 始 于 交叉 点 了 的 解 . 


Cio JAAA periodic solution)x 二 x(1)，y 二 y(t)， 周 期 解 也 称 为 循环 解 (cycle). # p Æ 
解 的 周期 ， 则 X(t 十 p) = ХО) Н БАР ,的 质点 将 沿 曲 线 运动 并 在 p 的 整数 倍 时 回 到 
Xo. 请 参考 图 10. 3. 


X(0) l 
к X(0) 
2 
X(0) 
a) b) 


图 10.2 图 10.3 


求 临界 点 
求 出 以 下 各 平面 自治 方程 组 的 所 有 临界 点 : 


(a) == ty (b) a s a ( 2 01х(100—х—у) | 
у 一 工 一 y у =2? — у =0. 05у(60— y— 0. 22) 
解 ” 通 过 令 微分 方程 右边 的 部 分 为 0 可 以 求 出 临界 点 . 
Ca) 方程 组 
一 + 十 y 二 0 
Wa 
的 解构 成 了 直线 у=х 的 所 有 点 ， 所 以 它 有 无 限 多 个 临界 点 ， 
(b) 为 求解 方程 组 
22 十 多 一 6 一 0 
Зэн 


的 临界 点 ， 我 们 将 第 二 个 方程 m= y 代 人 第 一 个 方程 得 史 十 y 一 6 一 (3 十 3) (у—2) =0. Ж у= 
-3,  25--3, ХЭЭ, #ру=?, 一 士 V2 ， 所 以 临界 点 为 (V2 ,2) 和 (一 V2,2) . 
Cc) 求 (c) 的 临界 点 需要 仔细 考虑 两 种 情况 . 方程 0. 01z(100 一 z 一 2) 一 0 意味 着 
TX 二 0 或 + 十 y = 100. 
车 z= 二 0， 则 将 其 代入 0.05y(60—y—0.2z)=0, 4 y(60—y)=0, 所 以 у=0 R у==60. 这 


平面 自治 方程 组 及 稳定 性 361 


种 情况 下 (0，0) 和 (0，60) 为 临界 点 . 
Ф: хі у=100, M 0=y(60—y—0.2(100—y))=y(40—0. 8y), ЕІ y=0 sk у=50, 这 
种 情况 下 (100，0) 和 (50，50) 为 临界 点 . m 
当 平 面 自治 方程 组 是 线性 方程 组 时 ， 可 以 利用 第 8 章 中 的 方法 来 求解 . 
求 周期 解 
确定 所 给 线性 方程 组 是 否 有 周期 解 : 


Z 一 27z 十 8y z ==х+2у 
(a) (4, 1 


у 一 一 了 Z 十 ? 

在 每 种 情况 下 给 出 满足 X(0) 一 (2，0) 的 解 的 图 像 . 

f (a) 在 8.2 节 的 例 6 中 我 们 利用 特征 值 -特征 向 量 方法 证 明了 
нм (2сов21--2581121) +c, (2cos2t+ 2sin2t) 


y = ci C— cos2t) 一 czsin2L . 


y 一 一 z 一 2 


所 以 每 个 解 都 是 周期 性 的 且 周 期 реп. ДЕ Х(0) = (2, О) 
并 一 2cos21 十 2sin2!，y 一 一 Sin2t， 
由 这 个 解 可 以 生成 如 图 10. 4(a) 所 示 的 椭 图 图 像 . 
y 


a) b) 


图 10.4 


(b) 利 用 特征 值 -特征 向 量 方法 ， 可 得 


xr=2c e cost t 2ce sint, y=— c e sint t ce cost. 
由 于 通 解 中 出 现 了 e， 所 以 没有 周期 解 ( 即 循环 解 )， 满 足 X(0)= (2, 0) 的 解 为 
X=2e'cost, у= —e'sint, 
解 曲线 的 图 像 如 图 10. 4Cb) 所 示 . ш 


转换 成 极 坐标 ”除了 常数 解 外 ， 通常 无 法 求 得 非 线性 自治 方程 组 解 的 显 式 表达 式 ， 然 而 可 
以 用 极 坐 标 求 解 一 些 非 线 性 方程 组 ， 由 公式 ?一 x 十 和 0=tan 'Су/х), 可 得 
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(3) 


有 时 可 以 利用 (3) 式 将 直角 坐标 系 下 的 平面 自治 方程 组 转换 成 极 坐标 系 下 相对 简单 一 些 的 
方程 组 . 
转换 成 极 坐标 系 
求 出 非 线性 平面 自治 方程 组 
人 
у=: 
满足 初 值 条 件 КСО) = (3, DHE. 


解 ” 将 表达 式 中 的 dx/dt 和 dy/d 用 (3) 中 的 dr/dt 和 40/4: 替换 ， 可 得 


这 一 二 [zx( 一 yz) 十 y(x 一 y7)] 一 一 , 


40. 
dt 
因为 (3，3) 在 极 坐标 系 下 的 坐标 为 (3Y2 ，r/4) ， 所 以 初 值 条 件 导 (0) 王 (3，3) 变 为 ~(0) 一 3V2 


和 0(0) 一 r/4. 利用 变量 分 离 法 可 求 得 方程 组 的 解 为 
1 


А [—yC—y—zr)+<x(z=—yr)]=1. 


r iF. , 0=t-+c,. 
对 于 > 尖 0( 检 验 这 一 点 )， 应 用 初 值 条 件 得 
r= 1 0=t+ x 
(4-/3/6: 47 
螺旋 线 > = 1 的 图 像 如 图 10. 5 所 示 . п 


@-+./2/6—т/&4 
极 坐标 系 中 的 解 
一 平面 自治 方程 组 在 极 坐 标 系 下 可 表示 为 


dr __ 
2 563 r) 


在 直角 坐标 系 下 求 出 其 满足 下 (0) 一 (0，1) 和 时 (0) 一 (3，0) 的 解 ， 并 绘 出 其 图 像 ， 
f ”对 dr/dt=0.5(3 一 站 利用 变量 分 离 法 ， 并 对 40/4: 积分 可 求 得 解 
r= 3+ca e°, ,9g= +c. 

Ж X(0)= (0, D, 0,00) =1 Н 00) = к/2, AEK с = —2, c. = x/2. 解 曲线 为 螺 线 
г--3--267050-5/2) ЕЩ г» оон, ӨХЖИНМХЖН ГОЛ 3. 

# xX(0)= (3, 0), 8 +(0)=3 Н 000) =0, МИ a =c 0, r=3, 0=t. 所 以 z=r cos0= 
3cos 1, y=r sin0=3sin :+， 解 是 周期 性 的 .这 个 解构 造 了 一 个 以 (0，0) 为 中 心 ， 半 径 为 3 的 
|. 这 两 个 解 的 图 像 如 图 10. 6 所 示 . m 
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Ё| 10.5 图 10.6 
练习 10.1 

在 习题 1 一 6 中 ， 将 所 给 的 非 线 性 二 阶 微分 方程 改写 为 平面 自治 方程 组 ， 求 出 所 得 方程 组 的 所 有 临界 点 . 
1. 2 + 9ѕіпх= 0 2.x +(x) +2z=0 
3. tr (1—25) —2=0 4. x 十 4 рї? = 
5， 必 十 z 一 ez e>0 6. t” +r ex | z Í| =0, є>0 
在 习题 ?一 16 中 ， 求 出 所 给 平面 自治 方程 组 的 所 有 临界 点 . 
7. х 一 工 十 Zy 8. x =y r 

Y 一 一 ?一 Z9 y==—y 
9„х'=3х*—4у 10.х'=х*—у 

у'=х—у у'=х— у? 
11. '=х(10—т—-г>) 12. х' = —?х+у+10 

/一 — ор y—]5 -3У- 

у =у(16—у— 2) у =2х-— у 55 
13. х= а? е 14. х’ = ѕіпу 

у = y(e* — 1) y =e > 一] 
15. х'=х(1—х°*—3у°) 16. х= —х(4— у?) 

у = у03— 22 — 35у?) у =4у(1— 2?) 
在 习题 17 一 22 中 ， 所 给 线性 方程 组 都 来 源 于 练习 8.2. 
(a) 求 出 通 解 并 确定 是 否 存 在 周期 解 . 
(b) 求 出 满足 给 定 初 值 条 件 的 解 . 


Ы. Co 借助 图 像 计算 器 和 计算 机 软件 绘 出 (b) 中 解 的 图 像 并 指出 曲线 运动 的 方向 . 
17. xz 一 过 十 2y 


y=4z+3y, Х(0)= (2, —2) (练习 8. 2， 习 题 1) 
18. х= —6zr+2y 
у= —3х+у, Х(0) = (3, 4) (练习 8.2, 2186) 


19, х 一 4z 一 5y 


364 第 10 章 


y =5х—4у, Х(0) = (4, 5) (练习 8.2, 318 37) 
20. 12-24» 

y=—2zr—y, Х(0)=(—2, 2) (练习 8.2, 313 34) 
21. х=5х+у 

у= —2z+3y, Х(0) = (1, 2) (练习 8.2, 538 35) 
22. x =х—8у 

у'=х—3у, Х(0) = (2, 1) (练习 8.2, 318 38) 


在 习题 23 一 26 中 ， 通 过 转换 极 坐 标 系 求解 所 给 的 非 线性 平面 自治 方程 组 ， 描 述 满足 所 给 初 值 条 件 的 解 的 
几何 性 质 . 
23. т = — у= rlr +y) 24. х = у+а(а? + у?) 
у = хуба? +у?)?, Х(0) = (4, 0) y=—=r+yx(z2 +y), Х(0) = (4, 0) 
25. х=—у+х(1—х*—у°%) 
у = х+уб(1-- 2—2), ХО0) = (1, 0), Х(0) = (2, 0) 
LER: 得 到 的 关于 r 的 微分 方程 是 一 个 伯 努 利 微分 方程 。 请 参考 2.5 节 . ] 


26. х=у z (4—2? — у?) 
=° + у 
Цан y 2 2 = = 
y 一 一 工 一 (4—х'— y), Х(0) = (1, 0), Х(0) = (2, 0) 
ма? + у? 


El. 如 果 平 面 自治 方程 组 有 周期 解 ， 那 么 在 由 这 个 解 生成 的 曲线 内 至 少 存在 一 个 临界 点 . 在 习题 27 一 30 中 利 
用 这 一 事实 ， 并 使 用 数值 求解 程序 讨论 周期 解 存在 的 可 能 性 . 


27. х = 二 一 7 十 6y 28. п = 一 zt 十 6xy 
y 一 zy 十 12 у--8хут!2у 
29. х'= у 30. х = ху 
у= у(1— 322 —2у)— 2 уз-1-ах -у 


31. 如 果 «= f(z, PERR R 内 具有 连续 一 阶 偏 导数 的 函数 ， 那么 在 R МЧЖ УСЕ, у) = (Р(х, у), 
Qr, у) № Р(х, у= — 9 f/9y 和 Q(zr,， у= 3 ах У. 111 ХО) = (00), y) 
ВЭ О), ЖАРТ СЯ 000), уб) =с 成 立 . 这 样 解 曲线 就 在 f 的 等 


RRE ER: 利用 链 式 法 则 计算 号 ACz(D，y(D).] 


10.2 线性 方程 组 的 稳定 性 
在 10.1 节 中 ， 注 意 到 平面 自治 方程 组 


dz _ 
ЕП = P(z.,y) 
dy _ 
4 Ос, y) 


Шш ТЕД V(z, =P, y), Q(z, у)), ЖЖ 一 X(D 可 以 解释 为 初始 时 刻 位 于 点 
X(0) 一 所 的 质点 所 经 过 的 路 径 ， 如 果 是 临界 点 ， 那 么 质点 保持 不 动 ， 在 本 节 中 ， 我 们 将 研 
究 当 X, 是 方程 组 临界 点 邻 域内 的 点 时 解 的 性 态 . 
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一 些 基本 问题 Bik X E HB? WEB BU ЛЭХ, ХЕХЕ УАЙ XO) = X, 98. 
如 果 解 是 运动 质点 所 通过 的 路 径 ， 那 么 当 X f X 的 临 域内 时 ， 我 们 对 以 下 问题 感 兴趣 : 


(i ) 质 点 会 回 到 临界 点 吗 ? 更 准确 地 说 ， 是 否 有 ，lim XOX? 


і» оо 
СЇ 如果 质 点 不 会 回 到 临界 点 ， 那 么 它 会 在 临界 点 周围 运动 还 是 会 远离 临界 点 ? 有 另外 几 
种 可 能 ， 例 如 ， 质 点 围绕 临界 点 做 圆周 运动 ， 或 会 回 到 另 一 个 临界 点 ， 或 根本 没有 临界 点 ， 请 
参考 图 10. 7. 


Xo 
Xo -一 
临界 点 临界 点 
a) b) c) 
图 10.7 


如 果 在 临界 点 的 某 邻 域内 总 会 发 生 如 图 10.7(a) 或 (b) 的 情况 ， 则 称 该 临界 点 是 局 部 稳定 
的 (locally stable)， 然 而 如 果 在 初 值 点 和 的 任意 邻 域内 ， 总 会 发 生 类 似 于 (c) 的 情况 ， 则 称 该 
临界 点 是 不 稳定 的 (unstable)， 在 10.3 节 中 我 们 将 研究 非 线 性 方程 组 的 问题 Ci ) 和 (ii )， 并 给 
出 更 精确 的 概念 . 

稳定 性 分 析 ”我 们 首先 对 线性 平面 自治 方程 组 研究 这 两 个 稳定 性 问题 ， 并 为 10. 3 节 打 下 
基础 ， 第 8 章 中 的 解法 使 我 们 能 够 用 系数 矩阵 


的 特征 值 和 特征 向 量 对 
т'=ах+ Ьу 
у 一 cz 十 dy D 
的 解 进行 几何 性 质 的 分 析 ， 为 确定 X, = (0, ORRE R BRINA даа — b0. 
若 са d ЖЫШ А 的 轨迹 S ， 则 特征 方程 derCA— ADD =0 可 以 写成 
一 以 十 和 A 二 0. 
所 以 和 的 特征 值 为 1 一 (r 士 VE 二 4A)/2， 根 据 呈 一 4A 为 正 、 为 负 或 等 于 0 可 分 为 三 种 情形 . 
在 下 一 个 例子 中 我 们 利用 数值 求解 程序 来 研究 解 相应 于 这 些 情况 的 性 质 . 
例 量 ”特征 值 与 解 的 形状 
求 出 线性 方程 组 
X= 一 Zz 二 Ty 


у 一 cz 一 > 


О ж, RE AE nXn 矩阵 ， 那 么 4 的 轨迹 是 主 对 角 线 上 元 素 之 和 ， 


ааа а ао НИВ _ 


的 特征 值 ， 考虑 c 的 值 ， 利 用 数值 求解 程序 研究 当 c= 174, 4, 0, Ж-Э 的 情况 时 ， 解 的 
图 像 


н яшн ( 


”| ) 的 轨迹 为 一 一 2， 行 列 式 Aae WERN 
所 以 特征 值 的 性 质 由 < 的 符号 决定 . 

车 c= 二 1/4， 则 有 两 个 不 同 的 负 特 征 值 4 二 一 1/2 和 4 二 一 3/2. 在 图 10. 8(a) 中 ， 利 用 数值 求 
解 程序 生成 了 相应 于 各 个 初 值 条 件 的 解 曲线 或 轨迹 .注意 到 除了 图 中 黑 线 标 出 的 轨迹 外 ， 其 他 
轨迹 都 按照 固定 的 方向 趋 近 于 0. 回顾 第 8 章 中 zy 平面 内 的 轨迹 集合 ， 或 相 平 面 (phase 
plane) ， 它 称 为 方程 组 的 相 图 (phase portrait). 


10. 8 


当 c=4 时 ， 有 异 号 特征 值 4=1 和 一 3， 这 时 出 现 一 个 有 趣 的 现象 ， 除 了 图 10. 8(b) 中 始 于 
黑色 直线 上 的 解 外 ， 其 余 轨 迹 都 按照 固定 方向 远离 原点 ， 我 们 曾 在 图 8. 2 所 示 的 相 图 中 看 到 过 
这 样 的 现象 .读者 可 以 利用 数值 求解 程序 验证 这 些 结果 . 
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车 选择 c=0， 则 可 以 得 到 唯一 的 实 特征 值 王 一 1. 这 种 情况 与 с=1/4 的 情况 很 类 似 ， 但 
也 有 明显 的 不 同 ， 图 10.8(c) 中 的 所 有 解 曲线 按 一 固定 方向 随 着 上 的 增 大 而 趋 近 于 0. 

最 后 ， 当 c= 一 9 时 , 4 二 一 1 土 v 二 9 = 一 1 十 3i， 特 征 值 为 一 对 实 部 为 一 1 BU dt ЖЖ. 
图 10. 8(d) 显示 了 螺 线 随 着 上 的 增 大 而 趋 近 于 原点 . m 

例 1 的 图 10.8 给 出 的 4 个 相 图 中 ， 轨 迹 的 性 态 可 以 用 第 8 章 中 的 特征 值 -特征 向 量 解法 来 
解释 . 

情形 工 : 不 同 的 实 特征 值 (一 4A 20) 

根据 8.2 节 中 的 定理 8.7，(1) 的 通 解 为 


X) = a K, ei! + c, K, ел! б (2) 
其 中 4 和 为 特征 值 ，K, 和 天 :为 相应 的 特征 向 量 ， 注 意 ХОШ AE 
XG) = е [0с K, +c, Ке]. (3) 


(а) ЕА 50(2-4А20,т-0, HA>) 
稳定 点 CU <А, 0), 因为 两 个 特征 值 都 为 仙 ， 由 (2) 可 知 ，jim ХО) 一 0， 若 假设 A < 


{-> 十 оо 
д, Жл, А0, Ц еба 是 指数 递减 函数 ， 所 以 由 (3) 知 ， 当 上 的 值 很 大 时 于 (Scie 
当 ci 天 0 时 ， 夺 (会 从 由 相应 于 办 的 特征 向 量 К, 决定 的 两 个 方向 之 一 趋 近 于 0. Ж с 一 0， 
PAE ХО) = с. Кеч, В X04) 沿 特征 向 量 K: 决 定 的 直线 趋 近 于 0， 图 10. 9 给 出 了 原点 周转 
解 曲线 的 集合 ， 当 两 个 特征 值 都 为 负 时 ， 相 应 的 临界 点 称 为 稳定 点 (stable node). 

(5) 1: 50Е( 4 51 (г 4А >20, “20, HA>) 

不 稳定 点 (0 二 Xs 二 1)， 对 这 种 情况 的 分 析 与 (a) 类 似 ， 还 是 由 (2) 可 得 ， XOMA г 的 增加 
而 无 限 增 大 ， 进 一 步 再 假设 А, 二 入， ， 并 利用 (3)，X(2) 沿 着 由 特征 向 量 Ki 决定 的 两 个 方向 之 一 
ОЧ с зо 时 ) 或 沿 由 特征 向 量 K; 决 定 的 直线 ( 当 с =0 时 ) 变 为 无 穷 大 ， 图 10. 10 给 出 了 一 个 典 
型 的 解 曲线 集合 ， 当 两 个 特征 值 都 为 正 时 ， 相 应 的 临界 点 称 为 不 稳定 点 (unstable node). 


y y 
K; 


图 10.9 稳定 点 图 10.10 不 稳定 点 


(c) 特 征 值 异 号 (一 4A >20 B A <0) 
鞍点 (1 <0<< Ai ): 在 这 种 情况 下 对 解 的 分 析 除 一 点 以 外 其 余 与 (b) 都 相同 . 当 c = 0 В, 
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XGD= с„К,е““ ， 因 为 1<0， 所 以 书 ( 轨 会 沿 由 特征 向 量 天 :决定 的 直线 而 趋 近 于 0. 如果 
X(0) 不 在 K; 决 定 的 直线 上 上， 那么 由 K; 决 定 的 直线 是 ХОЙ ЗЭ. 因此 ， 即 使 一 些 解 随 上 的 


增加 而 趋 于 0， 该 临界 点 也 是 不 稳定 的 ， 这 个 不 稳定 临界 点 称 为 鞍点 (saddle point)， 请 参考 
10. 11. 


К, 


K2 


图 10. 11 鞍点 
不 同 的 实 特征 值 
确定 临界 点 (0，0) 是 以 下 每 个 线性 方程 组 X 二 AX 的 稳定 点 、 不 稳定 点 还 是 遂 点 . 


2 3 — 10 6 
а А=(„ 1) Q) À = [ 15 _ 19) 
对 于 每 种 情况 讨论 解 在 (0，0) 邻 域内 的 性 质 . 
解 (a) 因 为 轨迹 t=3， 行列 式 A 一 一 4， 所 以 特征 值 为 


А 一 тут 一 4A _ 3 士 V3 一 4( 一 4) 355 , | 
2 2 2 ; | 


因为 特征 值 异 号 ， 所 以 C0，0) 点 为 鞍点 ， 不 难 证 明 ( 请 参考 8.2 节 的 例 1) 相 应 于 二 4 和 
„ = —1 的 特征 向 量 分 别 为 
3 1 
K, = () 和 K, 一 (_ . 


如 果 X(0) 二 名 在 直线 y= 一 x 上， 那么 X(D) 趋 近 于 0， 对 其 他 初 值 条 件 ，X( 会 沿 KK 确定 的 
方向 而 趋向 无 限 大 ， 也 就 是 说 ， 直 线 y— r 是 所 有 这 些 解 曲线 的 渐 近 线 ， 请 参考 图 10. 12. 


(b) H r=—29 和 人 A 二 100 48 А 的 特征 值 为 1 一 一 4 和 4 一 一 25. 两 个 特征 值 都 为 负 ， 所 以 
со, 0) 点 为 稳定 点 ， 因 为 相应 于 和 1 二 一 4 和 和 二 一 25 的 特征 向 量 分 别 为 


ax- 人 
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所 以 除了 那些 在 K, 定 义 的 直线 ?一 ——-z 上 的 解 X(0) 二 X。 外 ， 其 余 所 有 解 都 沿 Ki 确定 的 方向 
而 趋 近 于 0， 请 参考 图 10. 13. 


图 10.12 Р 10.13 m 


WEI: 重复 的 实 特征 值 (一 4A 二 0) 

退化 节点 : 回顾 8.2 节 中 通 解 取 两 种 不 同 的 形式 之 一 ， 这 取决 于 从 重复 特征 值 1 能 找到 一 
个 还 是 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 

(a) 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 

ШЖ K A KK 是 相应 于 的 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 那 么 通 解 为 

Х( = с Куел + eK eA" = (c, K, + c; Ks) es. 

# A <0, Ш ХООР Et c, K, +c, K, Ж E BJ B 2k 0 ЭЛ F 0， 且 该 临界 点 称 为 是 退化 
稳定 点 (degenerate stable node) (请 参考 图 10. 14(a))， 当 ) 2>0 时 图 10. 14(a) 中 的 箭头 相反 ， 
且 有 退化 不 稳定 点 (degenerate unstable node). 

y 


cI K, +c; K; 


a) b) 


Ра 10.14 退化 稳定 点 
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(b) 线 性 无 关 的 特征 向 量 
如 果 仅 存在 一 个 线性 无 关 的 特征 向 量 K, ， 那 么 通 解 为 

XA) = ca K e e Kte + Peh), 
ЗЭВСА-А,ОР-К, (请 参考 8. 2 节 中 的 (12) 一 (14))， 解 可 以 改写 成 


ХО) = eh: | ск, +K. цэл! 


如 果 «со, ЖАЯ, ЭР үен = 0 ，X(D) 沿 着 由 向 量 KK 决定 的 方向 之 一 而 趋 近 于 0( 请 
参考 图 10. 14(b))， 该 临界 点 也 称 为 退化 稳定 点 (degenerate stable node). 4 А, 2>0 时 ， 与 
图 10. 14(b) 所 示 的 箭头 方向 相反 .由 Ki 决定 的 直线 是 所 有 解 的 汤 近 线 ， 该 临界 点 也 称 为 进化 


不 稳定 点 (degenerate unstable node). 
WEI: 复 特 征 值 (7 一 4A <0) 
ШЖ 二 a 十 褒 和 二 a 一 褒 为 复 特 征 值 且 KK 二 Bi 十 Bs 为 相应 于 的 复 特征 向 量 ， 那 么 通 
解 可 写成 XG = X G) c. Х, (0), ЖФ 
X, (0) = (B,cos8t — B,singt)e“ , X, (0) = (B,cos8t + Bi аш е“. 
请 参考 8. 2 节 中 的 (23) 和 (24) 式 ， 所 以 解 也 可 以 写 为 


z(t) = е" (cncosBt + сав, y(t) = e (со cosBt + cz sint), (4) 
的 形式 ， 并 且 当 a 二 0 时 有 
x(t) = cncosBt + cis sint ,y(t) = calcospBt 十 cazsinpt . (5) 


(a) 纯 虚数 根 ( 妈 一 4A <0, т=0) 

中 心 ， 当 wx=0 时 ， 特 征 值 为 纯 虚 数 ， 并 由 (5) 可 得 ， 所 有 解 的 周期 为 p= 2x/B. 注意 如 果 
cl 和 ca 恰好 都 为 0, 那么 (5) 可 简化 为 

x(t) = суусовД ,y(t) = czsinft ， 

TERRA х2/с,--у/с =1 的 标准 参数 方程 ， 利用 sin’ gt + cos 82 = 1 可 以 求 出 (4) 中 的 
cosBt 和 sinft , 可 以 证 明 所 有 解 都 是 以 原点 为 中 心 的 椭 
H. KRAO, ORA P'S Center), В 10. 15 给 出 了 一 
个 典型 的 解 曲 线 集合 . 8 1:1:5Е JIR BJ £F sk g IRF 27 1 
运动 . 

(pb) 非 零 实 部 (好 一 4A <0, т 0) 

螺旋 点 : 当 a 关 0 时 ，(4) 中 ee' 的 影响 与 5.1 节 中 阻尼 Х 
运动 分 析 里 指数 项 的 影响 类 似 ， 当 a eO BJ, е0, 且 类 
似 于 椭圆 的 解 以 螺 线 方式 趋 近 于 原点 . 该 临界 点 称 为 稳定 
螺旋 点 (stable spiral point). 24 а2>0 时， 其 影响 相反 ， 类 
似 于 椭圆 的 解 以 螺 线 方式 远离 原点 ， 且 该 临界 点 称 为 不 稳 
定 螺旋 点 (unstable spiral point)， 请 参考 图 10. 16. 


y 


图 10.15 中 心 
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a) b) 


图 10.16 稳定 和 不 稳定 螺旋 点 


重复 特征 值 及 复 特 征 值 

确定 临界 点 (0，0) 在 以 下 每 个 线性 方程 组 X =AX 中 的 类 型 . 

аза = (5 2") а= (С ' 

2 —9 —1 1 

讨论 满足 六 (0) 二 (1 ，0) 的 解 的 性 质 ， 确 定 每 个 解 的 参数 方程 . 

解 (a) 因 为 c= 一 6 R A 二 9， 特 征 多 项 式 为 交 十 64 十 9 二 (4 十 3)*， 所 以 (0，0) 点 为 退化 稳 
定点 ， 对 于 重复 的 特征 什 一 一 3， 可 以 求 出 单个 特征 向 量 为 K. = 1) ， 所 以 满足 X(0) =G, о 
НИЙ ХОРЛОН НА у=х/3 所 确定 的 方向 趋 近 于 (0，0) 点. 

(b) 因 为 t=0 Н A=1， 特 征 值 为 一 士 1i， 所 以 (0，0) 点 是 中 心 点 ， 满 足下 (0) 一 (1，0) 的 
解 ХО р 2n 个 单位 时 间 绕 原点 一 周 的 椭圆 . 

由 8. 2 节 中 的 例 4 可知，(a) 中 方程 组 的 通 解 为 

3 Ї | 

X(t)=c, Ни e 3 |, 

0 

cost+ И sg 


3 

ПО 

由 初 值 条 件 得 c= 二 0 及 c 一 2， 所 以 解 的 参数 方程 为 
х= (6:+-1)е7*, y=2te *, 

(b) 中 方程 组 的 通 解 为 

cost 


— sint 


X(t) = | 


由 初 值 条 件 得 ca 一 0 及 c 一 1， 所 以 
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x = cost — sint, y =— sint 
为 椭圆 的 参数 方程 .注意 到 当 z 取 较 小 的 正 值 时 ><0， 所 以 椭圆 的 方向 是 顺 时 针 的 . 
(a) 和 (b) 的 解 分 别 如 图 10. 17(Ca) 和 (b) 所 示 . 
y 


a) b) 
图 10.17 E 


图 10. 18 概述 了 本 节 的 结果 ， 解 的 几何 性 质 可 以 通过 计算 A 的 轨迹 和 行列 式 来 确定 ， 实 
际 操作 中 ， 获 得 解 的 图 像 的 最 简便 的 方法 并 不 是 利用 显 式 特征 值 -特征 向 量 法 ， 而 是 利用 数值 
求解 程序 和 一 阶 方程 组 的 龙 格 - 库 塔 法 . 


临界 点 的 分 类 
FES a. b,c. d, PRS, MMA AO, OFLAF EDR HEN AH Х = AX 中 的 
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类 型 . 


1.01 3.10 
сюА-( 1 


-1.10 一 1.02 (bA = 


一 cd 分 —d$ 

解 (a) 对 于 这 个 矩阵 r= 一 0. 01，A 二 2. 379 8, АИ т — 4A<0. 在 图 10.18 中 ， 我 们 可 
以 看 到 (0，0) 是 稳定 螺旋 点 . 

(b) 这 个 矩阵 来 自我 们 将 在 10.4 节 中 研究 的 Lotka-Volterra 竞争 模型 矩阵 ， 因 为 + = 
一 (az 十 d5》) H 算 阵 中 的 所 有 常数 为 正 ,所 以 + 二 0, 行 列 式 可 写 为 A 二 ad 4235(1 一 bc) . Ж ic > 1, 
则 A 二 0, 临 界 点 为 鞍点 , Жс 二 1, 则 A > 0, 临 界 点 有 可 能 为 稳定 点 、 退 化 稳定 点 或 稳定 螺旋 点 . 在 
所 有 三 种 情况 中 都 有 lim XG) = 0. ш 

对 于 本 节 一 开始 提出 的 针对 线性 平面 自治 方程 组 (1) 的 问题 ， 下 面 的 定理 在 ad 一 bc 取 0 的 情 
况 下 做 了 一 个 总 结 性 回答 . 

线性 方程 组 的 稳定 性 判别 法 则 

对 于 detA220 的 线性 平面 自治 方程 组 XX 二 AX， 令 站 一 X(1) 表 示 满 足 初 值 条 件 XOS X, н) Ж. 
其 中 XX。 关 0. 

(a) lim ХО) =0 当 且 仅 当 和 的 特征 值 有 负 实 部 ， 当 A>0 Н r<0 时 会 发 生 这 种 情况 . 

(Cb)xX( 四 是 周期 性 的 当 且 仅 当 A 535 48 Ë 39 bb Ë 3. 当 А>0 E z= 0 时 会 发 生 这 种 
ЖЖ. 

(c) 在 所 有 其 他 情况 中 ， 定 原点 的 邻 域 ， 领 域 中 至 少 存在 一 点 X 45 ХОМА t 6) 
增加 而 无 限 增 大 . 

注 每 本 书 中 用 来 描述 临界 点 类 型 的 专用 名 词 可 能 不 同 ， 下 表 列 出 了 您 在 阅读 中 可 能 

遇 到 的 其 他 表示 方法 . 


本 书 术 语 其 他 可 能 术语 
临界 点 均衡 点 、 奇 点 、 平 稳 点 、 休 止 点 
螺旋 点 焦点 、 旋 涡 点 
稳定 点 或 螺旋 点 吸引 子 、 吸 收 点 
不 稳定 点 或 螺旋 点 排斥 子 、 起 源 点 
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练习 10. 2 
在 习题 1 一 8 中 已 经 给 出 了 线性 方程 组 X = AX 的 通 解 . 
(a) 在 每 种 情况 下 讨论 解 在 (0，0) 的 邻 域内 的 性 质 . 
最 、(b) 借 助 于 图 像 计算 器 或 计算 机 软件 绘 出 满足 X(0) 一 (1，1) 的 解 的 图 像 


—2 —2 2 1 
1. A= ( E хоо ( Jete ( je“ 
-2 一 5 —1 2 
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1 — sint cost 
» ХО) = e 
) )=e а ( cost |+е (229) 


“ЇР е) at) 


0 
хач( 2 кон (сэ Ge hle] 
2 4 2 2 
6. A=( BE X(t) = (1 )« “| еэ je] 
2 —1 1 1 
7- а= (, 27 коте (1) (8) 
—1 5 | 
8. A= (| ЯГ Ха (сз а) + (соз Кыш) 
在 习题 9~16 中 ,通过 计算 轨迹 т 和 行列 式 A， 并 利用 图 10. 18 确定 临界 点 (0，0) 在 所 给 线性 方程 组 中 的 
类 型 、 
9. 她 一 一 5z 十 3y 10. x =—5r+3y 
?一 2z 十 77 y =2х—17у 
11. z 一 一 5z 十 3y 12. zx 一 一 5z 十 3y 
y 一 一 2z 十 5y у =—7х+4у 
13. z=- rtty 14. r= =+ 
y=—=— +5 y=— =+ 
15. х'=0.02х—0. 11у 16. x =0. 032 +0. 01у 
y =0. 102—0. 05у у = —0. 01=+0. 05у 
17. 确定 实 常数 4 应 满足 的 条 件 ， 使 得 (0，0) 为 线性 方程 组 
z =— purty 
Kas 
的 中 心 . 
18. 确定 一 个 实 常数 4 应 满足 的 条 件 使 得 (0，0) 为 线性 方程 组 
х = у 
ЛИИ 
的 稳定 螺旋 点 . 
19. 证 明 (0，0) 总 是 线性 方程 组 
z = uz+ y 
Kasa 
的 不 稳定 临界 点 ， 其 中 ЕН Z —1. 什么 时 候 (0，0) 为 不 稳定 鞍点 ? 什么 时 候 (0，0) 为 不 
稳定 螺旋 点 ? 
20. 令 X 一 X(b 为 线性 动力 系统 


(= =ах— Ву 
y = Вх tay 
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满足 初 值 条 件 XX(0) =X ВОД. ЕЗ a 和 8 应 满足 的 条 件 以 确保 lim ХО) = (0, ORZ. (0, 
0) 是 节点 或 鞍点 吧 ? 

21. 证 明 当 A=det4 天 0 时 ， 非 齐 次 线性 方程 组 X'=AX T F ЖЩ — ЯН Хү. ШЕННЕ х ХО) 是非 齐 
次 方程 组 的 解 ，r<0 且 A>0， 那 么 有 lim ХО) = Х,. ER: ХО) = X, +X. 1 

22. 在 例 4 的 (b) 中 ,证 明 当 bc<1 时 (0，0) 为 稳定 点 ， 

在 习题 23—26 中 给 出 一 个 非 齐 次 线性 方程 组 X -АХ--Е. 

(a) 在 每 种 情况 下 确定 唯一 的 临界 点 Xi. 

怕 、‘b) 利 用 数值 求解 程序 确定 (a) 中 所 得 临界 点 的 性 质 . 
(ОЗ 关 与 齐 次 线性 方程 组 X 二 AX 的 临界 点 (0，0) 之 间 的 关系 . 


23. х =2х+3у—6 24. х= —5т+9у-+13 
y= 一 x 一 2y 十 5 ус=—х—11у—23 
25. х =0.1=—0. 2у+0. 35 26. т =3х—2у—1 
у = 0. 1z 十 0. 1y 一 0. 25 у 一 5z 一 3y 一 2 


10.3 线性 化 和 局 部 稳定 性 


本 节 的 核心 思想 是 线性 化 .回顾 微 积 分 学 中 ， 对 于 一 个 可 微 函 数 f(x) 在 某 点 (xi， 
f(zxi)) 处 的 局 部 线性 近似 ， 或 线性 化 (linearization)， 就 是 f 的 图 像 在 该 点 的 切线 方程 ，y 二 
fD P ff (zi) (хт). 对 于 接近 zi 的 z， 由 切线 方程 获得 的 y(x) 值 是 f(z) 的 近似 ， 线 性 
化 使 我 们 可 以 用 线性 方程 作为 非 线性 方程 的 近似 ， 线 性 方程 组 作为 非 线性 一 阶 微分 方程 组 的 
近似 ， 

滑行 的 小 圆 珠 首先， 我 们 推导 10.2 节 中 介绍 的 稳 
定性 在 非 线性 自治 方程 组 中 的 应 用 .虽然 线性 方程 组 
Х'= АХ ҮЕ 4еїА-=0 时 仅 有 一 个 临界 点 ， 但 在 10. 1 节 中 
可 以 看 到 ， 非 线性 方程 组 可 能 有 多 个 临界 点 ， 所 以 不 能 
肯定 初始 时 位 于 X。 的 质点 会 留 在 给 定 临界 点 X, 的 附近 ， 
除非 ,与 Xi 足够 接近 ， 质 点 可 能 会 移动 到 其 他 的 临界 
点 .为 了 强调 这 一 思想 ， 考 虑 如 图 10.19 所 示 的 物理 系 
统 ， 一 个 小 圆 珠 在 重力 作用 下 沿 曲 线 «= Сх) 855. 我 


们 将 在 10.4 节 中 证 明 小 圆 珠 的 х 坐标 满足 非 线 性 二 阶 微 m 10.19 
分 方程 "一 g(x，x')， 所 以 可 以 设 y=r 满足 非 线性 自治 方程 组 

х = у 

у =g(x, y). 


如 果 小 圆 珠 置 于 P= 二 (x，f(x)) 且 初速 度 为 0， 那么 当 f (2) =0 时 小 圆 珠 会 停止 在 Р м. 
如 果 小 圆 珠 放 在 临界 点 x 二 zi 附近 ， 那 么 仅 当初 速度 不 足以 使 其 翻越 x 二 zx; 处 隆起 的 部 分 而 到 
达 临 界 点 x 二 zx; 时 ， 小 圆 珠 才 会 停留 在 z=zz 附 近 ， 所 以 (0) 二 (zx(0)，z'(0)) 必 须 在 (zi，0) 
下 面 我 们 将 以 | Х-Ү | ЕЕХ SA X MY 之 间 的 距离 ， 如 果 X= (zi, ха» s дь), 
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Ү= (у, Уг, Ээ ул» 那么 


|X—Y I=V — y) + (х, y) +++ T (z, — yad. 

稳定 临界 点 

设 XX 为 自治 方程 组 的 临界 点 ， 并 设 压 一 时 (CI 表示 满足 初 值 条 件 ХСО0)--Х,8188, ОР X, Z 
Х\. Ж X, 为 稳定 临界 点 (stable critical point) ， 当 任 给 定 半径 po>0 时 ， 存 在 一 个 相应 的 半径 > 
—0 使 得 当初 始 位 置 X, š £ | X —X, | <r H, аа ХО) Ж F # 20 满足 
1XCD 一 和 |<o。， 另 外， 如果 只 要 | Xo 一 XX | <r RA lim ХО) Ха, 则 称 Xi 为 渐 近 稳定 临界 
f 点 (asymptotically stable critical point). 

图 10. 20(a) 诠 释 了 这 一 定义 ， 任 给 定 以 临界 点 X 为 中 心 ， 以 o 为 半径 的 圆 面 ， 若 X(0) 一 
Х.НЭЕВЭН X ， 则 解 将 停留 在 给 定 圆 面 内 . X, 是 稳定 的 并 不 意味 着 解 一 定 要 趋 近 于 临界 点 ， 


线性 方程 组 的 稳定 点 、 稳 定 螺旋 点 及 中 心 都 是 稳定 临界 点 ， 为 强调 Xo 必须 接近 Ху. 我 们 用 到 
了 术语 局 部 稳定 临界 点 (locally stable critical point). 


Z 


a) b) 


不 稳定 临界 点 

жх љаш Е, ЭХ X=- XWA F җ Л йл $£ Х(О) = Хой, Ж 中 
X. ZX.. Ж Xi 为 不 稳定 临界 点 Cunstable critical point)， 如 果 存 在 一 个 半径 为 po 二 0 的 圆 面 ， 
使 得 对 任意 7 之 0， 至 少 存 在 一 个 初始 位 置 X 满足 | 一 XX | <r， 但 存在 至 少 一 个 t>0, 使 
得 相应 的 解 Хал | XOX | 2р. 

如 果 临 界 点 ,是 不 稳定 的 ， 那 么 无 论 XX 的 邻 域 有 多 小 ， 总 可 以 找到 一 个 初始 位 置 X, E 
得 解 在 未 来 某 时 刻 上 离开 半径 为 o 的 圆 面 ， 请 参考 图 10. 20(b)， 线 性 方程 组 的 不 稳定 点 、 不 稳 
定 螺 旋 点 及 鞍点 都 是 不 稳定 临界 点 . 图 10. 19 中 的 临界 点 (zz， 0) 是 不 稳定 的 ， 非常 小 的 偏 移 
或 初速 度 都 会 使 小 圆 珠 滑 离 点 (zs fa). 

稳定 临界 点 

证 明 (0，0) 点 是 非 线性 平面 自治 方程 组 


а= усіма? Бу 
y =r yve Бу 
的 稳定 临界 点 .考虑 10.1 节 中 的 例 6. 
解 在 10.1 节 的 例 6 中 ， 我 们 证 明了 在 极 坐 标 系 下 r= 二 1/(r 十 c1)， 0 二 t 十 cs 是 方程 组 的 


5 ЈА. — 50 
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解 . ШЖ Х(0) = (5, ) 为 极 坐标 系 下 的 初 值 条 件 ， 那 么 
п rt 08489. 
注意 (250 时 rr。， 且 7 随 着 i 的 增 大 趋 近 于 (0，0)， 所 以 给 定 o>0， 起 始点 与 (0，0) 的 
距离 小 于 p BJ 834 220 时 都 在 与 原点 的 距离 小 于 р 的 范围 之 内 ， 所 以 临界 点 (0，0) 是 稳定 且 渐 
近 稳 定 的 ， 一 个 典型 的 解 如 图 10. 21 所 示 . = 


不 稳定 临界 点 
极 坐 标 系 下 的 平面 自治 方程 组 为 


ағ _ 
go 05r(3 r) 


证 明 (z， y) 一 (0， 0) 为 不 稳定 临界 点 . 
证 ”因为 zx=rcosg，y 一 rsin0， 所 以 有 


dz —rsin8 对 十 等 cosb， 图 10.21 
dy _ 40 | dr 
rcos0 q a sin 


由 dr/d 一 0.05r(3 一 ”>) ， 可 以 看 到 当 r=0 时 dr/dt 二 0， 所 以 通过 把 r=0 代 人 新 的 方程 组 
微分 方程 dr/dt 二 0.05r(3 一 7) 是 一 个 逻辑 斯 说 方程 ， 可 以 利用 变量 分 离 法 或 3. 2 节 中 的 方 
EKRE. Ш 00) = Н 750, А 
Ш 3 
"”ү-Есүе t? 


其 中 co 一 (3 一 ro)/ro. 因为 


. 3 2 
Шт рс eT 3, 


所 以 无 论 解 从 多 靠近 (0，0) 点 的 位 置 开 始 ， 它 都 会 运动 到 以 原点 为 中 心 ， 半 径 为 3 的 圆周 上 . 
所 以 (0，0) 点 是 不 稳定 临界 点 .一 个 典型 的 由 (0， 0) 点 附近 开始 的 解 如 图 10. 22 所 示 . m 

线性 化 ”实际 上 很 少 能 像 在 例 1 和 例 2 中 那样 ， 通过 求 出 非 线 性 方程 组 的 显 式 解 来 判断 其 
临界 点 的 稳定 性 ， 另 一 种 方法 是 ， 用 线性 项 A(X— X.)  ⁄& £ B 16 p ЖН X = g (X) rh Bl 
g(X), ДН A(X— X,) E: g (X) fE X BIRA KE fD. 这 种 方法 被 称 为 线性 化 (linearization) 方 
法 ， 我 们 首先 介绍 它 在 一 阶 微分 方程 zx = р(х) ФАЈЛ. 

曲线 у= ех) fE х= x ЯМ ЛЭЛТ 0 y=g(ai) tg (x1) (х2), ст, хт = g(a) ВИ 
RE, WMA х =g) ~g (a)l), 线性 微分 方程 

x = (х()(ї--21) 

的 通 解 是 zx= ri ce, ЖР a= я (ai). ТИЯ Н g (21) «20, WORF z. Ж 
理 10. 2 说 明了 当 给 定 的 zx(0) 一 zo 足 够 接近 z PT, 原 微分 方程 的 解 是 怎样 的 . 
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x 二 g(x) 的 稳定 性 判别 法 则 

设 Xx 为 自治 微分 方程 п 二 g(x) 的 临界 点 ， 其 中 gg 在 XxX1 处 可 时， 

(a) 如 果 g (zi)<<0， 则 zi 是 渐 近 稳定 临界 点 ， 

(b) 如 果 g aD, N хүл 453 M 35. 

非 线性 一 阶 微分 方程 的 稳定 性 

r=<x/4 #l z=5x/4 都 是 自治 微分 方程 r = cosz 一 sinz 的 临界 点 .我 们 很 难 求 出 这 个 方程 
的 显 式 解 ， 但 可 以 利用 定理 10. 2 预测 靠近 这 两 个 临界 点 的 解 的 性 态 . 

因为 g (x) 二 一 sinx 一 cost，g (x/ 外 二 一 V2 <0 H g (57/4) = /2 >0, A х==т/4 ХЕ ЭНЭ 
定 临 界 点 ， 而 z= 二 5x/4 是 不 稳定 的 .在 图 10. 23 中 ,我 们 利用 数值 求解 程序 给 出 了 始 于 (0，x/44) 
和 (0，5x/4) 附 近 的 解 ， 正 如 预测 的 那样 ， 始 于 (0，5x/4) 附 近 的 解 很 快 远离 了 直线 x 二 5n/4. 


图 10.22 图 10.23 = 


逻辑 斯 请 微分 方程 的 稳定 性 分 析 

不 求解 方程 ， 分 析 逻 辑 斯 说 微分 方程 (请 参考 3. 2 节 )x 一 rx(K 一 x)/K 的 临界 点 的 性 质 ， 
Жр, 和 KK 为 正常 数 . 

解 “方程 的 两 个 临界 点 为 zx 一 0 l z=K, MAH g (x) 二 r(K 一 27)/K, #ф& (0)= Ж 
g'(K) 二 一 r， 由 定理 10.2 可 知 ，zx=0 为 不 稳定 临界 点 ， 而 х= К 为 渐 近 稳定 临界 点 . = 

ETHER ”我 们 可 以 对 平面 自治 方程 进行 类 似 的 分 析 ， 曲 面 Sga DE Xi 一 (zl， 
y1) 处 的 切 平面 为 


Ig — 9 8 
z= ву) +- = зө Z ad) 97у 


并 且 а(х, у) х, 的 邻 域内 可 以 用 切 平面 来 近似 . 
当 X, 为 平面 自治 方程 组 的 临界 点 时 ，P(Cz yD 一 QGrz ，y) 一 0 HA 


(у x) . 


(z >р) 


_ „9 Р шэнэ 
х = Pez, Tz сүзө T z) 9 у! уур > > 
= 29 —т)+99| (у-у). 
y =Q(x, 20% азр T Ti 9 yia > ! 


在 临界 点 X 的 邻 域 内 ， 原 方程 X 一 g(X) 可 由 线性 方程 组 X 一 4(X 一 X,) 来 近似 ， 其 中 


Үр. 7 2 2 定 ， 
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ЭР 2: 

dx (х,у) ау Czy) 
A= 

3 Q 3 Q 

д хірур 9 yle, 


这 个 矩阵 称 为 忆 的 雅 可 比 和 矩阵 (Jacobian matrix) ， 并 可 用 g (Xi ) 来 表示 .如 果 令 Н-Х- 
XX ， 那 么 线性 方程 组 X 一 A(X 一 Xi) 变 为 H =AH, RGAE 10. 2 节 里 分 析 了 这 种 形式 的 线性 
方程 组 ，X 二 A(X 一 X,) 的 临界 点 X= X, 与 H'=AH 的 临界 点 HH 二 0 相对 应 . 若 4 的 特征 值 有 
负 实 部 ， 则 由 定理 10. 1 可 得 , 0 为 H'—AH 的 渐 近 稳定 临界 点 .如 果 其 特征 值 有 正 实 部 ， 那 
Z H=0 为 不 稳定 临界 点 . 定理 10. 3 断言， 原 方程 组 的 临界 点 会 有 同样 的 结论 . 

平面 自治 方程 组 的 稳定 性 判别 法 则 

设 时 为 平面 自治 方程 组 Х' =g OHER, AP РО. PAG, у) ХААА 
连续 的 一 阶 偏 导 数 . 

(a) 如 果 А=р (X ) 的 特征 值 有 负 实 部 ， 则 XX 为 渐 近 稳定 临界 点 . 

(b) 如 果 4 一 g'(X) 的 特征 值 有 正 实 部 ， 则 XI 为 不 稳定 临界 点 ， 

非 线性 方程 组 的 稳定 性 分 析 

对 以 下 每 个 平面 自治 方程 组 的 临界 点 是 否 稳定 进行 判断 (如 果 可 能 的 话 ): 

a) = = z: + y — 6 zx’ = 0. 0120100 — z — у) 
у = 2? — y y = 0. 05y(60 — у — 0. 2z) 
解 ” 每 个 方程 组 的 临界 点 已 经 在 10.1 节 的 例 4 中 确定 了 . 
(a) 方 程 组 的 临界 点 为 (/2,2) 和 (一 V3,2) ， 雅 可 比 矩 阵 为 


| 


; 2х 2y 
Х)-- , 
g ОО (> 2) 
所 以 
2V2 4 —2 2 4 
A =g (2, он 0 ЖА = (( 一 V2， >| а . 
2402 一 1 一 2VZ 一 1 


因为 A 的 行列 式 为 负 ， 所 以 A 的 特征 值 是 正 实数 ， 故 (V2 ,2) 为 不 稳定 临界 点 ， 和 矩阵 A, 的 行 
列 式 为 正 ， 轨 迹 为 负 ， 所 以 这 两 个 特征 值 都 有 负 实 部 . 由 此 可 得 (一 V2 ,2) 为 稳定 临界 点 . 
(b) 方 程 组 的 临界 点 为 (0，0)、(0，60) (100, 0) 25 (50, 50), ЗЕ ШЖ У 


, Ш 0.01(100—2z— у) -0.01х 
g ( =| 一 0.01y 0. 05(60—2y—0. ЯМ 
所 以 
‚ 1 0 o, год 0 
asgo 0)=(, ,)' дв 0, 609-( 2604) 
‚ -1 =1 ‚ _ 一 0.5 一 0.5 
дв 0О00, о (о) 4870050, 50=( 225). 


因为 矩阵 A 的 行列 式 和 轨迹 都 为 正 ， 所 以 其 特征 值 有 正 实 部 ， 故 (0， 0) 为 不 稳定 临界 点 . 
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矩阵 A; 和 4; 的 行列 式 为 负 ， 所 以 它们 都 有 一 个 正 的 特征 值 . 故 (0，60) 和 (100，0) 都 为 不 稳定 
临界 点 .因为 矩阵 А, 的 行列 式 为 正 且 轨迹 为 负 ， 所 以 (50，50) 为 稳定 临界 点 . п 

在 例 5 中 我 们 没有 计算 2 ЛС 10. 2 节 中 所 做 的 那样 ?并 且 把 临界 点 进一步 分 为 稳定 
点 、 稳 定 螺旋 点 、 鞍 点 等 类 型 ， 例如， 在 例 5(a) 中 天 = (02,2), т? —44<0, ШЖ 
是 线性 的 ， 则 可 知 已 ,为 稳定 螺旋 点 .图 10. 24 给 出 了 由 数值 求解 程序 得 到 的 几 条 在 X, BH Н) 
解 曲线 ， 每 个 解 都 螺旋 地 趋 近 于 临界 点 ， 


A 


不 稳 


N Үс 


稳定 点 N | W / 不 稳定 点 


| 
12- ад <0 
N 
定 的 Кар 27, 
>œ 


€ / 


< 


2 稳 


? 


鞍点 


-2 -1 
图 10.24 图 10.25 


临界 点 的 分 类 我 们 很 自然 地 想到 是 否 能 通过 一 些 类 似 于 对 线性 方程 组 所 做 的 分 析 ， 推出 
非 线性 自治 方程 组 在 临界 点 X, 附近 的 更 多 几何 性 质 . 这 个 问题 的 答案 总 结 在 图 10. 25 中 ， 不 
过 应 该 注意 以 下 几 点 : 

(| ) 类 似 于 线性 方程 组 ， 这 里 的 临界 点 也 可 分 为 5 Ж Ой д. 稳定 螺旋 点 、 不 稳定 螺旋 
点 、 不 稳定 点 及 鞍点 ). 这 里 的 解 与 线性 方程 组 中 的 解 有 大 致 相同 的 几何 特性 ， 且 х, АОБ 
小 ， 相 似 性 就 越 强 . 

(Ci 如 果 忆 =4A 且 rz>0， 则 临界 点 X TEE. 但 无 法 确定 在 这 种 边界 情况 下 的 X, 是 不 
稳定 螺旋 点 、 不 稳定 点 ， 还 是 退化 不 稳定 点 .类似 地 ， ж 2=4A R z<0, MJ X; 是 稳定 的 但 
可 能 是 稳定 螺旋 点 、 稳 定点 或 退化 稳定 点 . 

(й r=0 В A>0， 那 么 A= g (XX) 的 特征 值 为 纯 虚数 ， 在 这 种 边界 情况 下 ， Xi 可 能 
是 稳定 螺旋 点 、 不 稳定 螺旋 点 或 中 心 ， 所 以 无 法 确定 它 是 稳定 的 还 是 不 稳定 的 . 

非 线性 方程 组 的 临界 点 分 类 

确定 例 5Cb) 中 平面 自治 方程 组 的 每 个 临界 点 属于 以 下 哪 种 类 型 : 稳定 点 、 稳 定 螺旋 点 、 
不 稳定 螺旋 点 、 不 稳定 点 或 鞍点 . 

解 ” 相 应 于 (0，0) 的 矩阵 4 ， 有 А=3, r=4, 所 以 习 一 4A=4， 故 (0，0) 为 不 稳定 点 . 
对 于 (0，60) 和 (100，0) ， 因 为 A<0， 所 以 它们 都 是 鞍点 . IFEA, A>0, т<0, Нг — 


平面 自治 方程 组 及 稳定 性 381 


4A>>0， 所 以 (50，50) 为 稳定 点 ， 请 利用 数值 求解 程序 验证 这 些 结论 . | 
软 弹簧 的 稳定 性 分 析 
回顾 5.3 节 中 的 二 阶 微分 方程 mx 十 kx 十 kx 0, 之 0， 它 表示 质量 为 m 的 物体 在 非 线 
性 弹 答 的 作用 下 做 自由 无 阻尼 振动 的 模型 ， 如 果 &=1, =l, MAARE RAR, t 
应 于 非 线性 二 阶 微分 方程 十 x 一 x’ 二 0 的 平面 自治 方程 组 为 


/一 
T =Y 
| /3 
y STT zx. 


求 出 其 临界 点 并 进行 分 类 (如 果 可 能 的 话 ). 


解 ” 因 为 一 x 二 xCz 一 1)， 所 以 临界 点 为 (0，0)、(1,，0) 和 (一 1，0). ЖУ ЖЕП] ҤЕ 
阵 为 


1 0 1 
=g'((0, o= | | A,=g (01, 0))=к ((—1, o= | | 
0 2 0 


—1 
因为 detA,<0, БЕД S (1, 0390С-41, ORERA. ERE А, НАНА Ж i, 所 以 由 
前 面 的 (并 ) ， 临 界 点 (0，0) 的 状态 无 法 确定 ， 它 可 能 为 稳定 螺旋 点 、 不 稳定 螺旋 点 或 中 心 点 . 
m 
相 平 面 法 有 时 可 以 利用 线性 化 方法 获得 解 在 临界 点 附近 的 信息 . 但 如 果 我 们 感 兴趣 的 解 
初始 位 置 ХО) = 二 ,不 在 临界 点 附近 ， 或 者 我 们 希望 能 获得 解 曲线 组 的 全 局 情况 ， 那 么 线性 化 
方法 没有 太 大 帮助 . 相 平 面 法 (phase-plane method) 是 基于 
dy _ dy/dt .ОСх,у) 
dz dr/dt Р(х,у) 
的 ， 我 们 想 用 求解 一 阶 微分 方程 的 方法 (请 参考 第 2 ж) у, yy 是 关于 z 的 函数 . 如 例 8 和 
例 9 所 示 ， 这 一 方法 有 时 可 以 用 来 确定 如 例 7 中 的 (0， 0) 那 样 的 临界 点 是 稳定 螺旋 点 、 不 稳定 
шиг sum. 
相 平 面 法 
利用 四平 而 法 确定 平面 自治 方程 组 


的 唯一 临界 点 (0，0) 的 类 型 . 
f ”方程 组 的 雅 可 比 矩 阵 


) B 2y 
(X 一 
£ 2x 0 


的 行列 式 在 (0，0) 处 为 0， 所 以 它 在 临界 点 0， 0) 处 的 性 质 还 不 能 确定 ， 利 用 相 平 面 法 ， 可 以 
得 到 一 阶 微分 方程 


dy_ dy/dt _ z 


— = 一 一 一 一 一 一 


dz dz/dt у 
由 变量 分 离 法 很 容易 求解 
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3 X(0)= (0, ууд, WE y Sr Hy R у =/х* 1 y ， 图 10.26 给 出 了 相应 于 不 同 BU 9 
解 曲线 集合 ， 这 个 相 平面 可 以 清晰 地 表明 临界 点 的 性 质 ， 
无 论 解 在 开始 时 有 多 接近 (0，0) ，X(b) 总 会 随时 间 上 的 增 
加 而 远离 原点 ， 所 以 临界 点 (0，0) 是 不 稳定 的 . ш 

软 弹 筑 的 相 平面 分 析 

利用 相 平 面 法 确定 x 十 x 一 x 二 0 的 解 在 (0，0) 邻 域 
内 的 性 质 ， 

Ш i dr/dt=y, M ау/а= z — z. 由 此 可 得 一 阶 
微分 方程 


y 


dy _ dy/dt _ z? — zx 
ах dz/dt y ` 


它 可 用 变量 分 离 法 求解 ， 对 
Г = [e — юв. 90—53 
配方 后 ， 可 将 解 写 成 光一 (了 巡 一 1)2/2 十 wa， WME XOS (ло, 0), Д 0< z <1, Мосс 
— (2,2 --1)2/2, PTV 
‚ _ (а*—1)° (22 —1)% _ (2— x — z2) (z — z2) 
У 2 2 2 : 
注意 当 z= rB, y=0. 此 外 ， 当 一 ma<z<zo 时 ， 等 式 右边 为 正 ， 所 以 相应 于 每 个 
有 两 个 y 的 值 ， 满 足 XC0) 一 (zx。，0) 的 解 X=X(D) 是 周期 性 的 ， 所 以 (0，0) 为 中 心 点 ， 
图 10. 27 给 出 了 原 方程 组 的 解 曲线 族 ， 即 相 图 ， 我 们 可 
以 利用 原平 面 自治 方程 组 来 确定 每 条 轨迹 的 运动 方向 . п 
练习 10.3 


1. 对 于 非 线性 自治 方程 组 
х'=ах— pyty 


Ё| 10.26 


y = Вх lay zy 
证 明 当 a<0 时 ，(0，0) 为 渐 近 稳定 临界 点 ， 当 a 之 0 时 ， 它 为 
不 稳定 临界 点 . [提示 : 将 方程 组 变 为 极 坐标 形式 . ] 
2. 一 个 平面 自治 方程 组 的 极 坐标 形式 为 


sarr) 


40 _ 
dt 

证 明 当 且 仅 当 a<0 时 ，(0， 0) 为 它 的 渐 近 稳定 临界 点 ， 

在 习题 3 一 10 中 ， 不 求解 方程 ， 判断 所 给 一 阶 自治 微分 方程 组 的 临界 点 是 源 近 稳定 的 还 是 不 稳定 的 . 

假设 所 有 的 常数 都 为 正 . 


— 1. 
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3. akanti a) 4 42 


. 本 = 一 kz 去 ，z>0 
ат _ d 
5. q ТТ) 6. т С та kv 
7 dr pe —х)‹@—х) >в 8 dz kl )( )( ) >g 
' a sa 9 а— х) (8— х) (у— х), а> > у 


o. ЯР. P(a—bP)(1— cP D, P>0, acè 10. -k AK-A), A>0 


在 习题 11 一 20 中 ， 对 所 给 平面 自治 方程 组 的 每 个 临界 点 进行 分 类 (如 果 可 能 的 话 )， 类 型 有 稳定 点 


螺旋 点 、 不 稳定 螺旋 点 、 不 稳定 点 及 鞍点 . 


П. х'==1—2ху 12, л --42-у7-1 
у =2zy—y у= 25у 

13. г = уж +2 14. x =2r— у? 
у = 1° — ху 一 一 ?十 zy? 

15. x =—3r+y [2 16. х =xy—3y—4 
улсад -у у= у? — az 

17. х = —2zy 18. х'=х(1—х°*—3у') 
у =y—zr+xy— у! y = у(3— 22 — 35у?) 

19. х-х(10-а--үэ) 20. z =—2r+y+10 
у = у(16— у— х) У =22—у—15 = 


、 稳 定 


在 习题 21—26 中 ， 对 所 给 二 阶 微分 方程 的 临界 点 进行 分 类 (如 果 可 能 的 话 )， 类 型 有 稳定 点 、 稳 定 螺旋 


点 、 不 稳定 螺旋 点 、 不 稳定 点 及 鞍点 . 


H 1 + , 

21.0 = (соѕ0— 0. 538809, | 0 | <x 22. "+ x= (5-30 )? )х — zr? 
H ЁЛ Р 

23. x 二 Tz (1—2) -2 = 24.2714 тру 22 一 0 


25. л" + r=e x’, £ >0 
— d 
26. 2" Бх єх | х |  0,6290 | 提示 a 11 =2|z|. | 


27. 证 明 当 8<0 时 (0，0) 为 非 线 性 二 阶 微分 方程 
(14а 22) x tta (ж) ) r=0 
的 鞍点 . 
28. 证 明 当 cg>1 时 ， 动 力 系 统 
X=—ari+zry 
у =1—By— а? 
存在 唯一 临界 点 ， 且 当 8 之 0 时 这 个 临界 点 是 稳定 的 . 
29.(a) 通 过 绘 出 一 z 十 y 一 妇 一 0 和 一 x 一 y 十 二 0 的 图 像 说 明 平面 自治 方程 组 


I 二 一 XxX 十 y 一 7 


y=—=—y+ y 
有 两 个 临界 点 .确定 临界 点 (0，0) 的 类 型 . 
Cb) 证 明 第 二 个 临界 点 X, = (0. 880 54, 1.563 27) 为 鞍点 ， 
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30. 


31. 
32. 
33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


《a) 证 明 (0，0) 是 瑞 利 微分 方程 (Rajeigh differential equation) 


z+el( : Эн z) Fz=0. 

唯一 的 临界 点 . 
(b) 证 明 当 s>0 时， 点 (0，0) 是 不 稳定 的 .什么 时 候 (0，0) 为 不 稳定 螺旋 点 ? 
(c) 证 明 当 s<0 时 ， 点 (0，0) 是 稳定 的 ， 什 么 时 候 (0，0) 为 稳定 螺旋 点 ? 
(d) 证 明 当 s=0 时 ， 点 (0，0) 为 中 心 . 
利用 相 平 面 法 证 明 (0，0) 为 非 线性 二 阶 微分 方程 т -++2х*=0 的 中 心 . 
利用 相 平面 法 证 明 非 线性 二 阶 微分 方程 zz 十 2z 一 zx’ 一 0 满足 z(0) 一 1 及 x'(0)==0 的 解 是 周期 性 的 . 
(a) 求 出 平面 自治 方程 组 

= =?2ту 
y=1—z +, 

的 临界 点 并 说 明 不 能 通过 线性 化 获得 关于 这 些 临界 点 性 质 的 信息 . 
(b) 利 用 相 平 面 法 说 明 (a) 中 的 临界 点 都 是 中 心 . 

[提示 : Ф и= у/х, HERG- у с 1. ] 
原点 是 非 线 性 二 阶 微分 方程 z* 十 (x')? 十 x 二 0 唯一 的 临界 点 . 
(a) 证 明 由 相 平面 法 可 得 到 伯 努 利 微分 方程 dy/dz= 一 > 一 zy !. 
(b) 证 明 满 足 z(0)=1/2 及 x (0) =0 的 解 不 是 周期 性 的 . 
非 线 性 二 阶 微分 方程 十 x 一 zx’ 一 0 的 一 个 解 满足 z(0)=0 及 xz'(0) 二 w， 利用 相 平面 法 确定 什么 时 候 
解 是 周期 性 的 . (їйл: 请 参考 例 9. ] 
利用 相关 理论 分 析 行星 运动 时 可 得 非 线性 微分 方程 x 十 + 二 1 十 ex*. 对 相应 的 平面 自治 方程 组 的 所 有 
临界 点 进行 分 类 (如 果 可 能 的 话 ). 
在 LCR 电路 中 有 一 个 非 线 性 电容 ， 电 压 不 再 由 9/C 表示 而 是 更 精确 地 描述 为 ag 十 Bq* ， 其 中 a 和 8B 为 
ЗОН a>0. 那么 5.1 节 中 自由 电路 的 微分 方程 (34) 可 被 


2 
L +R 99 ад д 一 0. 


代替 ， 求 出 这 个 非 线 性 微分 方程 的 所 有 临界 点 并 对 它们 进行 分 类 [提示 : 分 成 pb>>0 和 8<0 两 种 情 
况 讨论 . ] 

非 线性 方程 тла х 二 0，k>>0， 表 示 一 个 连接 在 弹簧 上 质量 为 m 的 物体 做 自 由 无 阻尼 振动 的 
通用 模型 ， 如 果 之 0， 则 弹簧 被 称 为 是 硬 的 (请 参考 5.3 节 中 的 例 1)， 确 定 z" + r+ z'==0 的 解 在 
(0，0) 邻 域内 的 性 质 ， 

非 线 性 方程 8 十 sing= 1/2 可 看 作 是 一 个 钟 摆 的 数学 模型 ， 它 具有 恒定 的 施 迫 函数 . 

Ca) 证 明 (x/6，0) 和 (5x/6，0) 为 相应 平面 自治 方程 的 临界 点 . 

(b) 利 用 线性 化 确定 临界 点 (5x/6，0) 的 类 型 . 

Cc) 利用 相 平 面 法 确定 临界 点 (x/6，0) 的 类 型 . 


讨论 题 
40. (a) 证 明 (0，0) 为 平面 自治 方程 组 


z =x — ry? 
у =2л%у— у 
孤立 的 临界 点 ， 但 无 法 通过 线性 化 获得 关于 临界 点 性 质 的 信息 . 
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(b) 利 用 相 平 面 法 证 明 Hy = 3czry. 这 条 经 典 的 曲线 被 称 为 稍 卡 几 叶 形 线 ， 叶 形 线 的 参数 方程 为 


3ct Зсі? 


Жур” Y үр 
LER: 关于 x 和 y 的 微分 方程 是 齐 次 的 . | 
Ы. (c) 利 用 绘图 软件 或 数值 求解 程序 绘 出 解 曲 线 ， 能 够 根据 图 像 确定 临界 点 是 稳定 还 是 不 稳定 的 吗 ? 可 
以 确定 临界 点 的 类 型 ， 即 是 节点 、 鞍 点 、 中 心 或 螺旋 点 吗 ? 请 加 以 解释 . 


10.4 利用 自治 方程 组 建 模 


很 多 物理 方面 的 问题 都 会 用 到 形 如 之 =g(z，z) 的 非 线 性 二 阶 微分 方程 ， 例 如 ,在 5.1 
节 对 自由 阻尼 运动 的 分 析 中 ， 假 设 阻 力 与 速度 r 成 正比 ,那么 得 到 的 模型 mx = pr 一 kz 为 
线性 微分 方程 ， 但 如 果 阻 力 大 小 与 速度 的 平方 成 正比 ， 则 新 的 微分 方程 mz 二 一 Bx | x | 一 
Ех 是 非 线 性 的 . 相应 的 平面 自治 方程 组 


是 非 线 性 的 .在 本 节 中 ,将 利用 10.3 的 结果 分 析 非 线性 钟 摆 、 在 曲线 上 运动 的 小 圆 珠 、 
Lotka-Volterra 捕食 者 -被 捕食 者 模型 以 及 Lotka-Volterra 竞争 模型 . 更 多 的 模型 将 在 练习 中 
给 出 . 
非 线 性 钟 摆 ”在 5.3 节 的 (6) 式 中 ,我 们 证 明了 简单 钟 摆 的 偏 移 角 0 满足 非 线 性 二 阶 微分 
方程 
420 


© Z+ sin0=0. 
dr i 
当 令 r=0 及 y 一 时， 这 个 二 阶 微分 方程 可 以 改写 成 动力 系统 
х= у 
ван, 
它 的 临界 点 为 ( 士 Ar，0)， 且 容易 证 明 雅 可 比 矩 阵 为 


[ 0 1 
g (Ck, шиг NE 
l 


如 果 上 二 2n 十 1，A 二 0， 那 么 所 有 临界 点 ( 土 (2n 十 1)x，0) 都 为 鞍点 ， 特 别 地 ， 临界 点 (x，0) 
如 顶 期 的 那样 是 不 稳定 的 ， 请 参考 图 10. 28. 4 k=2n 时， 特征 值 为 纯 虚 数 ， 所 以 这 些 临界 点 
的 性 质 也 就 无 法 确定 ， 因 为 假设 钟 摆 没 有 受到 阻力 ， 所 以 我 们 预期 所 有 临界 点 ( 士 22r， 0) 都 
是 中 心 。 可 以 用 相 平 面 法 证 明 这 一 点 ， 由 


ду _ dy/dit g sinz 
dr dz/di 1 y 


可 得 六 一 (2g/Dcosz 十 c， WR X(0)= (то, 0). 那么 


у? = ŽE (соат — coszo) . 
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注意 当 x= 一 zo 时 y 王 0， 并 且 对 于 | х | < | x | «х (2g/D (cosz—coszr,)2>20. HLA 
每 个 x 有 两 个 相应 的 y 值 ， 满 足 X(0)=(zo，0) 的 解 X=X(D 是 周期 性 的 ， 所 以 可 得 结论 : 
(0，0) 是 一 个 中 心 ， 经 过 观察 发 现 ， 相 应 于 大 的 初速 度 ， 解 中 的 x 二 6 会 增 大 ， 如 图 10. 29 所 
示 ， 在 这 种 情况 下 ， 钟 摆 会 围绕 其 支点 整 圈 地 旋转 . 


а) 0=0,@ = 0 b) 0 = x, @' = 0 


图 10.28 


BD 钟 摆 微 分 方程 的 周期 性 解 
一 个 在 均衡 位 置 g= 0 的 钟 摆 有 初始 角速度 worad/s. 确定 在 什么 条 件 下 得 到 的 运动 是 周期 
Е АЈ. 
Ю ХБИ HJ Е ХО0) = (0, о. H y = (26/1) созт 1-с 可 得 
2 _ 28 2 4. 2 
у = E (совт 1+ 00) . 
要 确定 解 X(t) 是 周期 性 的 ， 需 要 证 明 在 一 x 到 rZ AFER ratr ARRE, E 
对 于 |x| 二 1 x | ， 上 式 右边 为 正 ， 每 一 个 这 样 的 工 值 对 应 于 两 个 y (ñ. 
如 果 у==0, соѕх=1— (1/26), HA 1 一 (1/2g)wo? 之 一 1， 那 么 这 个 方程 在 一 * 到 x 之 
间 有 两 个 解 = Ьл. 注意 对 于 |Zz1 扫 |xzo |, 有 (2g/D(coszr 一 coszo) 为 正 ， 这 个 对 初始 角 
速度 的 限制 可 以 写成 | oo | 26/1. m 
非 线性 振动 : 滑动 的 小 圆 珠 ”如 图 10.30 所 示 ， 假设 一 个 质量 为 m 的 小 圆 珠 沿 着 函数 z = 
f(z) 描 述 的 曲线 滑动 . 非 线性 振动 可 以 通过 改变 曲线 形状 和 z 


改变 施 于 小 贺 珠 的 力 得 到 . мэд — T 
由 重力 W—=mg 分 解 出 来 的 切 向 力 F 大 小 为 mgsinp， 所 A 
以 在 x 轴 上 的 分 量 为 F; = — твзіпбсозӣ. PIX сап = 207 


产 (x)， 所 以 可 以 利用 恒等式 1+ tan 0= sec' 0 和 sin20 一 1 一 
cos20 得 到 


ў (х) 
"E IFW 图 10.30 
假设 (如 5.1 节 ) 在 小 圆 珠 上 施加 一 个 与 其 运动 方向 相反 的 阻力 也 ， 是 小 圆 珠 速 度 的 常数 
售 ， 则 DD 在 x 轴 上 的 分 量 为 D; =— pr. 如 果 忽 略 曲线 与 小 圆 珠 之 间 的 摩擦 力 并 假设 系统 中 没 
有 其 他 力 的 影响 ， 那 么 由 牛顿 第 二 定律 可 得 


F. =— mg sin0cos0 = 
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m (х) , 
£ 1+[f' C) 1 Вх , 
相应 的 平面 自治 方程 组 为 


? 


їх = у 
, х 
| етут Ëy. 

ШЖ Ху 三 (x! ，y1) 是 方程 组 的 临界 点 ，yi 二 0， 因 此 有 f(x) 二 0， 那么 小 圆 珠 会 在 某 点 

停 下 ， 而 这 点 的 切线 是 水 平 的 ， 若 二 次 可 微 ， 则 XX 处 的 雅 可 比 矩 阵 为 
g(xX)=( ? ! р 
—gf x) --В/т 

所 以 r= — В/т, ASgf (зу), Ңт—4А=# /т 46у" (ал). ЖЇН 10. 3 节 的 结果 ， 有 以 
下 结论 ， 

(1)F (х)<0. 

Xz 王 Xx) 为 相对 极 大 值 ， 因 为 A 二 0， 所 以 Xi 二 (xi，0) 为 不 稳定 鞍点 . 

(Сї /”(х):>0 В g>0. 

相对 极 小 值 出 现在 x 二 x 处 ， 因 为 zc<<0 B A20, МИА XX, 二 《x;，0) 为 稳定 临界 点 如果 
这 4gm?: 了 (x1)， 那 么 系统 称 为 是 过 阻尼 的 (overdamped)， 临 界 点 为 稳定 点 .如 果 记 二 4gm? 
Ра), 那么 系统 称 为 是 欠 阻 尼 的 (underdamped)， 临 界 点 为 稳定 螺旋 点 ， 如 果 -4дт 
挛 (x1)， 则 无 法 确定 稳定 临界 点 的 准确 性 质 . 

(ii) PCz)>>0 且 系统 无 阻尼 (8 一 0). 

在 这 种 情况 下 ， 特 征 值 为 纯 虚 数 ， 但 是 可 以 利用 相 平 面 法 证 明 临 界 点 为 中 心 ， 所 以 X, = 
(х\, ORDERI XO) = (200), х (0)) 是 周期 性 的 . 

小 圆 珠 沿 正弦 波形 滑动 

一 个 重量 为 10g 的 小 圆 珠 沿 曲线 х= sinz Ha. REE), 在 х = — п/2 和 3r/2 处 
取得 的 相对 极 小 点 是 稳定 临界 点 (请 参考 图 10. 31)， 因 为 f'(—x/2)= f'(3z/2)=1, MAE 
施 二 4gm*， 则 系统 是 欠 阻 尼 的 .如果 使 用 标准 国际 单位 ，m 一 0。01kg Н g 一 9. 8m/s ， 那 么 系 
统 为 欠 阻 尼 的 条 件 变 为 二 3. 92X10 °. 

如 果 阻 尼 常 数 为 8 二 0.01， 那 么 这 两 个 临界 点 都 是 稳定 螺旋 点 ， 分 别 相应 于 初 值 条 件 ХО) = 
(zx(0)，z (0)) 二 (一 2x，10) 入 (0) 二 (一 2x，15) 的 两 个 解 可 由 数值 求解 程序 求 得 ， 其 图 像 如 
图 10. 32 所 未 ， 当 x'(0) 二 10 时 ， 小 圆 珠 有 足够 的 冲 量 翻 过 z 一 一 3x/2 处 的 波峰 ， 但 无 法 翻 过 
zx 二 x/2 处 的 波峰 ， 然 后 小 圆 珠 将 靠近 z= —x/2 处 的 相对 极 小 点 ， 如 果 х (0)=15, ЯЛ ИЖ 
可 以 翻越 这 两 个 波峰 ， 但 它 还 是 会 回 到 z==3x/2 处 的 波 谷 并 靠近 点 (3r/2， 一 1). 可 以 利用 数 
值 求解 程序 验证 其 他 初 值 条 件 . 

图 10. 33 给 出 了 无 阻尼 情况 下 由 数值 求解 程序 得 到 的 解 曲 线 集合 。 因 为 6 二 0， 所 以 相应 于 
ху=—т/? 和 3х/2 的 临界 点 是 中 心 。 当 (0) 二 (一 2x，10) 时 ， 小 圆 珠 有 足够 的 冲 量 翻越 所 有 
的 波峰 ， 图 像 也 说 明 ， 若 小 圆 珠 静 止 地 在 z= 一 3x/2 fll т=х/2 之 间 释 放 ， 则 得 到 的 运动 是 由 
期 性 的 . 
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图 10.31 图 10.32 B=0.01 图 10.33 8-0 m 


Lotka-Volterra 捕食 者 -被 捕食 者 模型 ”捕食 者 -被 捕食 者 的 相互 影响 (predator-prey 
interaction) 发 生 在 两 种 动物 之 间 ， 其 中 一 种 动物 (捕食 者 ) 以 另 一 种 动物 (被 捕食 者 ) 为 食 ， fl 
如 ， 雪 泉 几 乎 仅 以 一 种 在 北极 很 常见 的 员 齿 动物 旅 鼠 为 食 ， 而 旅 鼠 以 北极 苦 原 植物 为 食 ， 对 北 
极地 区 多 种 哺乳 动物 数量 循环 的 观察 引起 了 人 们 用 数学 工具 解释 捕食 者 -被 捕食 者 相互 影响 的 
兴趣 ， 例 如 ， 加 拿 大 的 Mackenzie 河 地 区 ， 猎 独 的 主要 食物 是 雪 兔 ， 且 两 种 动物 的 数量 循环 周 
期 都 是 10 年 . 

有 很 多 捕食 者 -被 捕食 者 模型 都 可 以 推出 至 少 有 一 个 周期 性 解 的 平面 自治 方程 组 ， 第 一 个 
这 样 的 模型 分 别 由 生物 数学 家 А + Lotka(1925) 和 V。Volterra(1926) 各 自 独立 构造 ,如 果 z 表 
示 捕 食 者 数量 而 y 表示 被 捕食 者 数量 ， 那 么 Lotla-Volterra 模型 的 形式 为 : 

z'=—az+bzry=zxz(—a+by) 
y =— czy + dy = yC z+ d) ， 
Жү а, b. cd 为 正常 数 . 

注意 如 果 没 有 捕食 者 (z= 二 0)， 那 么 有 y = dy, 被 捕食 者 的 数量 将 以 指数 方式 增长 .如果 
没有 被 捕食 者 ， 则 有 x = ах, ЕЖЕ К, —сху 代表 了 由 于 捕食 造成 的 被 捕食 者 的 死亡 
率 ， 这 个 模型 假设 这 一 死亡 率 与 某 特定 时 刻 t 的 捕食 者 和 被 捕食 者 可 能 相遇 的 次 数 zy 成 正比 ， 
bry 代表 zy 对 捕食 者 的 数量 带 来 的 正 的 贡献 . 

这 一 平面 自治 方程 组 的 临界 点 为 (0，0) 和 (Cd/c，a/b)， 相 应 的 雅 可 比 矩 阵 为 


А -а 0 
А, = 0 ((0,0)) = [ ) y 


о а 
7 _ {0 БА /с 
Á, = g" (Ge aby = en е ): 
临界 点 (0，0) 是 鞍点 ， 图 10.34 给 出 了 第 一 象限 内 (0， 
0) 点 附近 的 一 个 典型 解 的 图 像 . 
因为 矩阵 A, 有 纯 虚 数 特征 值 一 士 Vadi ， 临 界 点 (qd/c， 
捕食 者 


被 捕食 者 


ay/D 可 能 为 中 心 ， 这 种 可 能 性 可 以 利用 相 图 法 分 析 ， 因 为 


ау  уС-с +d) 
dr mw a+by) 


分 离 变 量 后 可 得 


图 10.34 (0，0) 点 附近 的 解 
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| кюч, = [= Huar, 
所 以 
一 alny 十 by =— cx + dlnr +c, 8 (хе) (уе?) = c. 
接 下 来 的 讨论 是 为 了 说 明 ， 所 有 始 于 第 一 象限 的 解 曲 线 都 是 周期 性 的 . 
典型 的 非 负 函数 Ех) = ле “ПС (у) = уе “的 图 像 在 图 10. 35 中 给 出 ， 不 难 证 明 F(x) 
在 х=4/с 处 取 绝 对 极 大 值 ， 而 GOE y=a/b 处 取 绝 对 极 小 值 . 注意 除了 0 和 绝对 极 大 值 外 ， 
下 和 G 在 它们 的 区 间 上 都 恰好 经 过 这 些 值 两 次 . 


F 


A і F(x) 的 图 像 G(y) 的 图 像 


жг Т 


а) b) 


图 10.35 


这 些 图 像 说 明 始 于 第 一 象限 的 某 非 临 界 点 (x。，yo) 的 解 曲 线 有 如 下 性 质 . 

(1) 如 果 y= 二 a/5， 那 么 方程 F(x)G(y) 二 co 恰 有 两 个 解 z, гм Н z, <а4/ см. 

(2) 如 果 r, <r хм, хел, А FDG) = сИГ y x, R. у <а/Ь< у». 

(3) 如 果 х ТЕХ (х,. rulth, 902, F(z)G(y)= с X; f. 

我 们 将 证 明 (1) 并 在 练习 中 略 述 (27 和 (3).， В (хо, уо) 5 СА/с, a/b), МИ F DGO) < 
Е(а/с) ° G(a/b). Ёс y=a/b, WA 


04220 " Ё(хо)ССуу) _F(d/oyG(a/b) 
`G(a/b) G(a/b) G(a/b) 


所 以 F(x) 二 co/G(a/6b) 恰 有 两 个 解 z, fl хм, H z,<d/c< zu. 一 个 典型 周期 解 的 图 像 如 
图 10. 36 所 示 . 

捕食 者 -被 捕食 者 数量 的 循环 

ЖЛЕ Lotka-Volterra 捕食 者 -被 捕食 者 模型 中 令 a 二 0.1, b=0.002, c= 0. 0025, 4--0.2, 
则 第 一 象限 内 的 临界 点 为 (4/c，a/6) 二 (80，50)， 并 且 知 道 这 个 临界 点 是 中 心 。 请 参考 
图 10. 37， 我 们 利用 数值 求解 程序 生成 了 这 些 封闭 解 ， 初 值 条 件 X。 越 靠近 (80，50)， 周 期 解 就 


=Е(4/с). 


. 2. шт 
越 像 相 应 线性 方程 组 的 椭圆 解 ，g'((80，50)) 的 特征 值 为 а= +304, 所 以 靠近 临界 点 


的 解 的 周期 为 p<*10V2r， 或 约 等 于 44.4. = 
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被 捕食 者 


x 
40 80 120 160 


捕食 者 
图 10.36 图 10.37 
Lotka-Volterra 竞争 模型 ” 当 两 个 或 多 个 物种 在 一 个 生态 系统 中 竞争 食物 、 水 、 光 和 空间 


等 资源 时 ， 就 会 发 生 竞争 交互 作用 (competitive interaction)， 一 个 种 群 对 某 种 资源 的 利用 会 限 
制 其 他 种 群 的 生存 和 发 展 ， 那 么 在 何 种 情况 下 两 个 竞争 性 物种 可 以 共存 呢 ? 人 们 构造 了 很 多 数 
学 模型 来 探讨 物种 可 以 共存 的 条 件 ， 如 果 工 表示 物种 工 的 数量 ，y 表示 物种 开 的 数量 ， 那 么 
Lotka-Volterra 模型 的 形式 为 


(1) 
у = (Кә уала). 
РАР П ЖЕ (у 0), #z'= (ri /K,)z(Ki—xi), 第 一 个 种 群 以 逻辑 斯 详 方 
式 增长 并 达到 稳定 状态 的 数量 K (请 参考 3. 3 节 和 10. 3 节 中 的 例 4). 如 果 物 种 工 不 存在 ， 则 
物种 了 会 以 同样 的 方式 增长 ， 第 二 个 方程 中 的 项 一 aa zy 源 于 物种 工 和 物种 下 的 竞争 影响 ， 该 
模型 假设 在 某 一 特定 时 刻 1» 物种 数量 增长 率 与 可 能 出 现 的 竞争 对 数 zy 成 正比 . 


Куо) К, Е: 


а) азад < 1 b) аро > 1 
图 10.38 
这 个 平面 自治 方程 组 有 临界 点 (0， 0). (K, 0) 及 (0， K,). 当 олз озу > Ü 时 ， 直线 Кух 
ор у=0 和 К 一 y 一 aziZ 二 0 相交 产生 第 四 个 临界 点 误 一 (z, 53. 图 10. 38 AET, 9) 26 — 
象限 内 的 两 种 情形 . (Zx, 点 的 雅 可 比 矩 阵 的 轨迹 和 行列 式 分 别 为 
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rir 


KK 
在 网 10.38 所 示 的 (a) 中 ， 开 /ai > K, H K:/a >K. MUA aaa 21, +<0 B A>0. 因为 


K, SK. A=(1— ai2 Q21 ) 253 


2 rl re 
ё-44-(2к зк) БА (азоо — 1029 КК, 


АЛ aT? 


= (2 > ) 4ана ®ў- 
К, K; 12Q21 УК К,’ 


т —4л2>0, МСЕ, PARES. ЖЕ XX(0) = ХХ (+, $), WME lim ХО) = 
+ 


多， 此 时 我 们 认为 共存 是 可 能 的 . 分 析 情 形 (b) 可 得 到 一 个 鞍点 ,而 对 临界 点 (0,，0)、(K,，0) 
及 (0，K;) 性 质 的 分 析 留 作 练习 . 
当 两 个 物种 间 的 竞争 交互 作用 比较 弱 时 ， 系 数 ws 和 az 都 会 比较 小 ， 所 以 条 件 Ki /аг2> K; 
和 K; /a 之 Ki 可 能 会 满足 。， 当 两 种 猎取 一 种 食物 的 捕食 者 在 小 范围 内 同时 存在 时 ， 这 种 情况 
就 会 发 生 . 
Lotka-Volterra 竞争 模型 
一 种 竞争 交互 作用 由 Lotka-Volterra 竞争 模型 
х'=0.004х(50—х—0. 75у) 
二 0.001y(100 一 y 一 3.07) 
描述 ， 求 出 方程 组 的 临界 点 并 对 其 进行 分 类 . 
解 ” 临 界 点 取 在 (0，0)、(50，0)、(0，100) 以 及 方程 组 
ZX 十 0. 75y 二 50 
3. 0x 十 y 一 100 
的 解 (20，40) 处 ， 因 为 araa = 2. 25221, HMLA В 10.38 所 示 的 情形 (b)， 因 此 临界 点 (20， 
40) 为 鞍点 ， 方程 组 的 雅 可 比 矩 阵 为 
0. 2--0. 008z=—0. 003y -0.003х 
00 一 0. 003 0. 1—0. 002y 一 0. 003 )， 
. y . . y . х 
我 们 可 得 
— 0.2 7919) 


, 0.2 0 ‚ 
в'((0,0)) = | |, в'((50,0)) = | ‚ 
0 0.1 0 — 0.05 


, 一 0.1 0 
8 (00,100) = | | 


一 0.3 —0.1 
所 以 (0，0) 是 不 稳定 点 ， 而 (50，0) 和 (0，100) 都 是 稳定 点 . 〈 请 读者 检验 . ) G 
在 Lotka-Volterra 竞争 模型 中 ， 如 果 在 第 一 象限 内 至 少 完整 地 存在 一 个 周期 解 ， 那么 共存 
现象 也 会 发 生 ， 但 是 ， 这 个 模型 也 存在 没有 周期 解 的 情况 . 
练习 10.4 
非 线性 钟 摆 
1. 个 钟 摆 在 0= 7/3 处 被 释放 ， 初 始 角速度 为 worad/s， 确 定 在 何 种 情况 下 得 到 的 运动 是 周期 性 的 . 
2. (a) 如 果 一 个 钟 摆 在 6= 6 处 由 静止 释放 ， 证 明 在 6 二 一 处 的 角速度 又 变 为 0. 
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(b) 钟 摆 的 周期 ТОНО 由 6 开始 变动 到 一 和 再 回 到 6 所 需要 的 时 间 . 证明 


T = 21. | 0: 1 _ 49 
0» /eos — cosh 


滑动 的 小 圆 珠 

3. 一 个 质量 为 mm 的 小 圆 珠 沿 着 由 函数 z =: f(r) 所 确定 的 细 线 滑动 ， 如 果 X 一 Cr，y1) 是 由 滑动 的 小 圆 珠 
得 到 的 平面 自治 方程 组 的 临界 点 ,证明 Xi 处 的 雅 可 比 和 矩阵 为 

rav=( gf a) 一 BA/ эн) 

4. 一 个 质量 为 m 的 小 圆 珠 沿 着 由 函数 z = F(z) 所 确定 的 细 线 滑动 ， 当 /'(х)=0, 7 0) 20, ВЖЖ 
阻尼 时 ， 临 界 点 X, 一 (zl OERO. 当 z(0) 靠 近 лу. 且 关 (0)=0 时 ， 求 出 小 圆 珠 的 运动 周期 ， 

5. 一 个 小 圆 珠 在 曲线 z— x /2 上 的 z(0)= х, Ab A D PE BE х (0) =  cm/s 被 释放 . 
《a) 利 用 相 平面 法 说 明 当 系统 无 阻尼 时 可 得 周期 解 . 


Cb) 证 明 小 球 达到 的 最 大 高 度 «НИН zon S eE Ha JA, 


6. $ z= 二 coshx， 重 做 习题 5. 
捕食 者 -被 捕食 者 模型 
7. (请 参考 图 10. 36) 如 果 tn Lr Crm r=, WER FOGO = сё Ж ЙЛ у ЖП 六 满足 у <a/b< 
уг. [Йй я: 首先 证 明 GCy) 二 co /F(zi)<G(a/b). 1 
8. 由 图 10.35 所 说 明 的 解 曲 线 的 性 质 (1) 和 (3), 说 明 当 y= a/ 时 捕食 者 的 数量 达到 最 大 值 ， 
9. 在 很 多 渔业 科学 模型 中 ， 对 一 个 物种 的 捕捞 速率 与 该 物种 的 数量 成 正比 . 如 果 捕 食 者 和 被 捕食 者 都 可 
以 被 捕捞 ЖБД Lotka-Volterra 微分 方程 有 如 下 形式 
大 一 一 az 十 pzZy 一 ex 
у 一 一 cZ3 十 dy 一 еу» 
其 中 上 和 е ЕЖ. 
(a) М e <d в, 证明 在 第 一 象限 内 存在 一 个 新 的 临界 点 ， 且 它 为 一 个 中 心 . 
(b) 沃 尔 泰 拉 原 理 (Volterra's principle) 认 为 适当 的 捕捞 量 会 使 被 捕食 者 的 平均 数量 增加 面 使 捕食 者 的 
平均 数量 减少 ， 这 个 渔业 模型 与 沃 尔 泰 拉 原 理 一 致 吗 ? 
10. 一 个 捕食 者 -被 描 食 者 之 间 的 交互 作用 由 Lotka-Volterra 模型 
一 一 0. 1х-Е0.02ту 
一 0. 2y— 0. 025xy. 
描述 . 
H. ca) 求 出 位 于 第 一 象限 的 临界 点 ， 并 且 利 用 数值 求解 程序 绘 出 这 些 物种 数量 循环 的 图 像 . 
(Cb) 估计 靠 近 Ca) 中 临界 点 的 周期 解 的 周期 . 
竞争 模型 
11. 竞争 交互 作用 由 Lotka-Volterra 竞争 模型 
т'=0.08х(20—0.4х—0.3у) 
у = 0.06у(10—0. 1y 一 0. 37) 
， 求 出 这 个 方程 组 的 所 有 临界 点 并 对 其 进行 分 类 . 
12. 在 (中 证 明 (0， 0) 总 是 不 稳定 点 ， 
13. EDHE, OH K, >K. /az 时 为 稳定 点 ， 在 K СК, Гаа 时 为 鞍点 ， 
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14. 利用 习题 12 和 13 Е 4X= (2，3》) 为 稳定 点 时 ，(0，0)、(Ki，0) 及 (0，K;) 是 不 稳定 点 
15. 在 (1) 中 证 明 当 


K 
—<K, 和 Кьск. 


НХ-(2, DARA. 
混合 非 线 性 模型 
16. 如 果 假 设 一 阻力 施加 于 与 钟 押运 动 相反 的 方向 且 其 大 小 与 角速度 40/0: 成 正比 ， 那 么 钟 摆 的 偏 移 角 0 
满足 非 线性 二 阶 微分 方程 
ті = —mgsin0— В 2, 
(a) 将 上 述 二 阶 微分 方程 改写 成 平面 自治 方程 组 ， 并 求 出 其 所 有 的 临界 点 . 
(b) 求 出 一 个 关于 m. Re 的 条 件 使 得 (0，0) 为 稳定 螺旋 点 . 
17. 在 5.1 节 中 对 自由 阻尼 运动 的 分 析 中 ， 假 设 阻力 与 速度 x' 成 正比 . 这 个 阻力 的 大 小 常常 与 速度 的 平方 
成 正比 ， 那 么 新 的 微分 方程 为 


m= Bz | х | – z. 
(a) 将 上 述 二 阶 微分 方程 改写 成 平面 自治 方程 组 ， 并 求 出 其 所 有 的 临界 点 . 
(b) 这 个 系统 当 (0，0) 是 稳定 点 时 被 称 为 是 过 阻尼 的 ， 当 (0， 0) 是 稳定 螺旋 点 时 被 称 为 是 欠 阻 尼 的 ， 


力 理 学 认为 (0，0) 肯 定 是 浙 近 稳定 临界 点 ， 证 明 这 个 系统 必须 为 欠 阻 尼 的 .| Л. 

e131)=2131. | 

讨论 是 

в. ARRA 的 小 贺 珠 沿 着 由 函数 < 二 f(x) 所 确定 的 细 线 滑动 ， 施 加 于 细 线 上 微小 的 张力 使 其 起 到 
类 似 于 介面 的 作用 ， 在 力学 中 假设 小 圆 珠 与 细 线 之 间 的 摩 氛 力 与 mgeos0 成 正比 (请 参考 图 10. 30). 
Ca 解释 为 什么 关于 小 圆 珠 z 坐标 的 新 微分 方程 为 


КЄЗ В. , 
£ =8 IFF (уй т" 


ДФ к ЕЖ. 
(b) 考 察 相 应 平面 自治 方程 组 的 临界 点 . 在 何 种 情况 下 临界 点 为 鞍点 ? 或 稳定 螺旋 点 ? 
19. 一 无 阻尼 振动 满足 形 如 之 十 A(z) 一 0 的 非 线性 二 阶 微分 方程 ， 其 中 F(0) =0 В.Х 250 有 zf(z)>0, 
—а<х<а. 利用 相 平面 法 说 明 临界 点 (0，0) 是 否 可 能 为 稳定 螺旋 点 . Ст: Ех) 一 КОТ 并 


证 明史 十 2FCz) 一 c.] 
20. 在 Lotka-Volterra 捕食 者 -被 捕食 者 模型 中 ， 假设 如 果 没 有 捕食 者 ， 那么 被 捕食 者 的 数量 按 指数 增长 ， 
如 果 做 另 一 假设 ， 即 被 捕食 者 数量 按 逻 辑 斯 详 增 长 ， 那么 新 的 方程 组 为 


X=—artbry 


y=—czytRY (K— y), 
Jeiha, b. c. r ЖК 为 正 ， 且 K>a/b. 


(a) 证 明 方 程 组 有 临界 点 (0，0)、(0，K) 及 (2,5), ЖФ $= a/b Hc? = ЕК9). 
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21. 


Ы, 22. 
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(b) 证 明 临 界 点 (0，0) 和 (0， 开 ) 为 鞍点 ， 判 断 临界 点 (Z，?) 为 稳定 点 还 是 稳定 螺旋 点 . 


^ 4K? , aa 
OWR > < ЕДК „ШЕВ (2,5) 为 稳定 螺旋 点 ， 解 释 为 什么 当 被 捕食 者 的 总 数量 K 较 大 时 会 出 现 这 


种 情况 . 
动力 系统 


被 用 于 描述 恒 化 器 中 微生物 的 繁殖 模型 。 便 化 器 是 一 个 简单 的 实验 装置 ， 即 一 个 营养 物质 会 不 断 流 人 
的 培养 多， 在 这 个 方程 组 中 ，zx 表示 培养 号 中 微生物 的 浓度 ，y 表示 营养 物质 的 浓度 ， 且 о>1 和 83 
0 是 可 由 实验 员 调 节 的 常数 . 求 a 和 8p 满足 的 条 件 以 保证 方程 组 在 第 一 象限 内 有 了 唯一 的 临界 点 (2,7), 
并 考察 这 个 临界 点 的 稳定 性 . 
利用 本 章 中 的 方法 和 数值 求解 程序 考察 由 

Zz 十 8x 一 6zx: 十 x 二 0. 
建 模 的 非 线 性 弹 得 /质量 系统 的 稳定 性 . (请 参考 练习 5. 3 中 的 习题 8. ) 


章 复习 题 


不 看 课本 的 内 容 ， 在 习题 1 一 10 中 填空 或 判断 对 错 . 


ч о n e 


9. 


АОВ з" РС) + g(z)=0 可 写成 一 平面 自治 方程 组 为 
. 如果 XX 二 X(1) 是 某 平面 自治 方程 组 的 一 个 解 且 对 һа Хоц) = ХС), 那么 Хов. 
.如 果 和 矩阵 A 的 轨迹 等 于 0 B 06450, 那么 线性 方程 组 X' = AX 的 临界 点 (0，0) 可 能 的 类 型 


为 . 


.如果 (0，0) 是 线性 方程 组 X —AX 的 稳定 螺旋 点 ， 那 么 4 的 特征 向 量 为 

,如 果 (0，0) 是 线性 方程 组 X — AX 的 鞍点 且 关 一 系 (7) 是 一 个 解 ， 那么 lim ХОЋЕ. 

. 如 果 牙 可 比 矩 阵 А-г (Xi ) 在 一 平面 自治 方程 组 的 某 临 界 点 处 有 正 的 轨迹 和 行列 式 ， 那么 临界 点 Х, 不 稳定 . 
. 我 们 有 可 能 利用 线性 化 方法 证 明 非 线性 平面 自治 方程 组 有 周期 解 . 


EDE ČLA £ sing = 0 的 所 有 解 都 是 周期 性 的 . 


当 a 取 何 值 时 平面 自治 方程 组 
х'=ах—2у 
y =— arty 
有 周期 解 ? 


10. щи НЕЇ с=п 为 自治 一 阶 微分 方程 r 一 sinz 的 渐 近 稳定 临界 点 ? 


11. 


通过 转换 成 极 坐 标 形式 求解 以 下 非 线性 平面 自治 方程 组 ， 并 且 描 述 满 足 所 给 初始 条 件 的 解 的 几何 
形态 : 

д = y— rvVr Бу)? 

у= z—y( = Буу». 


Х(0) = (1,0). 


12. 讨论 线性 方程 组 Х' = АХ 的 解 的 几何 性 质 ， 其 给 定 的 通 解 为 : 
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13. 


оо 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 
19. 


20. 


(а) Х(г) =c, (+ (he СЬХ ОО = су (| Jeta G)” 
对 于 所 给 的 线性 方程 组 ， 通 过 计算 轨迹 z 和 行列 式 A 来 确定 临界 点 (0，0) 的 类 型 . 
(ajz' 一 一 3z 十 4y (b)z'=—3zr+2y 

у = —5х+3у y 一 一 2z 十 y 
求 出 平面 自治 方程 组 


= =x+x=y—3x 


у =4y—2zy_ x. 


的 临界 点 并 确定 其 类 型 (如 果 可 能 的 话 ). 

确定 的 值 使 得 (0，0) 为 平面 自治 方程 组 ( 极 坐标 下 ) 
0-1. 

的 稳定 临界 点 . 


对 于 非 线性 二 阶 微分 方程 
tal l) 十 zz 一 0， 

确定 其 相应 平面 自治 方程 组 的 临界 点 (0，0) 的 类 型 ， 其 中 为 一 实 常 数 . 
不 用 求 出 方程 的 显示 解 ， 确 定 自 治 一 阶 微分 方程 x’ 一 (x 一 1)e "的 临界 点 是 渐 近 稳定 的 还 是 不 稳定 
的 (如 果 可 能 的 话 ). 
利用 相 平 面 法 证 明 非 线性 二 阶 微分 方程 x = —2х VG FIWE z(0)= x 和 必 (0) 一 0 的 解 是 周期 性 的 . 
在 5.1 节 中 假设 弹 签 的 右 复 力 满足 虎 克 定律 二 ks， 其中， 是 弹簧 的 伸 长 量 ,是 正比 例 常数 ， 如 
果 用 非 线性 定律 F=ks’ 代 替 这 一 假设 ,那么 在 硬 弹 簧 作用 下 ， 阻尼 运动 的 新 微分 方程 为 

mx = Вх ° —k(s+x)° mg, 
其 中 ks 二 mg， 系统 当 (0，0) 是 稳定 点 时 称 为 是 过 阻尼 的 ， 当 (0， 0) 是 稳定 螺旋 点 时 称 为 是 欠 阻 尼 
H. RESA m, k Ж В 满足 的 条 件 使 得 系统 为 过 阻尼 的 或 欠 阻 尼 的 . 
钟 摆 的 杆 连 接 在 可 移动 点 P 上 ， 以 角速度 w(rad/s) 在 垂直 于 杆 的 平面 内 转动 .请 参考 图 10. 39. 这 样 
旋转 钟 摆 的 振动 就 受到 一 个 额外 的 向 心力 ， 则 关于 9 的 新 微分 方程 为 


2 
ml Ti- w mlsin0cos0— mgsin0— B $ 


图 10.39 


DWE а <g/l, 证 明 (0， 0) 是 稳定 临界 点 且 是 区 间 --x<0<x 上 唯一 的 临界 点 . 描述 当 000) 一 4， 
go0)=0, 且 名 很 小 时 会 出 现 什么 物理 现象 . 

СЪ 2 226/1, ШЕВ (О, 0) 是 不 稳定 的 且 在 区 间 一 zx<b<x 上 存在 另外 两 个 稳定 临界 点 (60,0). 
描述 当 000) = 0, 6 (0) =0, Вол ЯГАИ. 


傅 里 叶 级 数 的 部 分 和 ;， 见 图 11.2 


第 11 章 ，” 正 交 函 数 和 传 里 叶 级 数 


读者 曾 在 微 积 分 学 中 学 习 过 二 维 或 三 维 空间 中 的 向 量 ， 并 且 知 道 当 两 个 非 零 向 量 的 内 积 为 
0 时 ， 它 们 是 正 交 的 .车 超出 微 积分 学 的 范围 ， 向 量 、 正 交 和 内 积 就 失去 了 它们 的 几何 意义 . 
这 些 概念 已 经 得 到 了 推广 ;很 容易 将 一 个 函数 理解 为 一 个 向 量 ， 当 两 个 不 同 的 函数 的 内 积 为 0 
时 ， 我 们 可 以 说 它们 是 正 交 的 ,但 是 后 面 将 看 到 这 些 向 量 (函数 ) 的 内 积 其 实 是 定 积分 。 正 交 函 
数 的 概念 对 第 12 和 13 章 的 内 容 来 说 是 很 基础 的 . 

微 积 分 学 中 的 另 一 个 概念 是 给 定 函 数 太 的 震级 数 展开 ， 在 本 章 中 我 们 将 看 到 如 何 利 用 一 系 
列 无 穷 多 个 的 正 交 函 数 展开 函数 f. 


11.1 正 交 函数 


在 高 等 数学 中 ， 函 数 被 认为 是 向 量 的 推广 ， 在 本 节 中 ， 我 们 将 看 到 两 个 向 量 内 积 的 概念 以 
及 正 交 性 在 函数 意义 下 的 推广 ， 回顾 有 关内 容 ， 如 果 u 和 w 是 3 维 空间 中 的 向 量 ， 那 么 内 积 
(и, о) ЦБ (Еи wv) 具有 以 下 性 质 : 

( | )(и, v)=(v, и). 

(ў) (и, v)=klu, v), k 为 一 标量 . 

СО и=0, (и, и) =0; # u#0, Wu, и) 2>0. 

(іу) и+о, ж) = (и, ж) (о, w). 

我 们 希望 内 积 的 概念 在 推广 以 后 仍然 保持 这 些 性 质 . 

两 个 函数 的 内 积 ”假设 有 和 户 是 定义 在 区 间 [a， 站 89 上 的 函数 .因为 只 要 乘积 f, (z) f. (z)#E 
这 个 区 间 上 的 定 积 分 存在 ， 它 就 具有 向 量 内 积 的 性 质 ( | ) 一 (iv )， 所 以 有 如 下 定义 . 

函数 的 内 积 

两 个 函数 f, 和 f, 在 区 间 [a,6b] 上 的 内 积 (inner product) 为 


сл» = | со аах, 
юй ”两 个 向 量 wu о 的 内 积 为 0 时 正 交 , 受 这 一 事实 的 启发 ,我 们 以 类 似 的 方法 定义 
E X h% (orthogonal function). 


加 “这 个 区 间 也 可 以 是 (一 cc， 十 cc)、[0， 十 ce)， 等 等 . 
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正 交 函数 
ШЛАК f, 和 f, 称 为 在 区 间 [a,b] 上 是 正 交 的 (orthogonal) ,如 果 


CA. fo) = {fin (юат = 0. a) 
例如 ,函数 12163) = д? 和 f. z) = д? 在 区 间 [ 一 1,1] 上 正 交 ,因为 
(fi, f.) =f = 。 тат = Ez | = 0, 


与 向 量 分 析 不 同 , 这 里 的 正 交 并 不 是 垂直 的 同义词 ,这 部 分 内 容 中 的 正 交 以 及 条 件 (1) 没有 
几何 意义 . 
正 交集 ”我 们 主要 感 兴趣 的 是 一 系列 的 无 穷 多 个 正 交 函数 


正 交 集 
Аа (9, (z) p Cr) ,和 (x),…) 的 集合 称 为 在 区 间 [a,b 上 正 交 (orthogonal) ,如 果 有 
($, ,$,) = | „со, Саз = 0,m = n. (2) 


标准 正 交集 ”向量 ¿ 的 模 或 长 度 | x | 可 由 内 积 表 出 KARU, ш) = | ul KAFFER, 
所 以 其 模 为 | и || = х uu). 类似 地 ,函数 各 (x) 的 平方 模 (square norm) 为 $, (z) |2 = (é, , $, ,所 


以 其 模 (norm) ,或 其 广义 长 度 为 ГЛСОЭ | = /G$ Сх) С.ХООЭ ， 也 就 是 说 ， EZE ($, Cr) 中 
的 函数 6 的 平方 模 和 模 分 别 为 


lg l? = [эг oda Яй |$„Сх) | =, |в лаг, (3) 


118 (Ф,Ссэ) Ж Ж Га, b] E ЕСПЕ ЖЕ Н B 8 |, | =1, л=0, 1, 2, += 
那么 {B(x)} 称 为 是 该 区 间 上 的 标准 正 交集 (orthonormalset). 

函数 的 正 交集 

证 明 集 (1，cosz，cos2z，…} 在 区 间 [ 一 rz，x] 上 正 交 . 


解 利用 定义 加 (zx) = 1 H $, (z) = cosnz, MUER | 4,056, (:04х нэ 0, Н 
| pa C (zydz = 0,m Z п. 在 第 一 种 情况 下 ， 有 


Cho n) = Ї ф, (х)ф, (х) ат = F cosnx dx 


= Lsinnz | = 二 [sinmx sin( 一 2z)] = 0,n Z 0, 


在 第 二 种 情况 下 ， 有 
Anp) = | Соф, Соз 


x 
= | соѕтх соѕпх dx 
-x 


= 二 | [cos(m + п) х + cos(m — п) х Јах < 三 角 便 等 式 
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_ 1 Kua is ll 2 


2 m +n m—n 


Osm = п m 
模 
求 出 例 1 中 给 定 的 正 交 集中 每 个 函数 的 模 . 
Ж ”对 于 加 (Cz) 王 1， 由 (3) 可 得 
IA = | de= 2r, 
所 以 || & (z) || =/2х. Р ф„(х)=созпт, n>0, Ж 
1 pa (2) || 2 = | cos? nz dz = LF [1 + cos2nz]dz = x. 


所 以 对 于 п>0, Җ 19,60) | = ук. = 
任意 非 零 函数 正 交 集 { 册 (z))(z=0，1，2，…) 可 以 被 标准 化 ， 即 通过 除 以 每 个 函数 自己 
的 模 使 其 变 成 标准 正 交集 ， 由 例 1 和 例 2 得 集 
| І cosx costa a] 


Vr Ук үх 


是 区 间 [ 一 r,r ] 上 的 标准 正 交 集 . 
我 们 对 向 量 和 函数 做 进一步 类 比 ， 假设 mw、 六 及 办 是 3 个 三 维 空间 中 相互 正 交 的 非 零 向 
E. 这样 的 一 个 正 交 集 可 以 作为 三 维 空间 的 基 ; 即 任意 三 维 向 量 可 被 写成 线性 组 合 
u=c,%, Fev: соз, (4) 
其 中 c(i 二 1，2，3) 是 标量 ， 称 为 向 量 的 分 量 ， 每 个 分 量 cP Hi u 和 相应 的 向 量 v ,表示 . 为 证 
实 这 一 点 ， 做 (4) 与 v1 的 内 积 : 
(u, о.) = а (vi, 9.) Helo, ®©1)-Есз(юз, 91) = | ду M Tes 0-с; 0 


所 以 
с = (u,v: ) 
:一 To 
(u, >) _ (u,o,) 
e= о PEST о 1 
所 以 (4? 可 被 表示 为 
2 u,v: ) (u (u,v) (uv) , — а UU, ) (5) 
u= F3, t To 1 To = Тре" 


正 交 级 数 展开 B hO ) 是 区 间 [a，bj 上 的 无 穷 函 数 正 交集 . 我 们 问 : ШЖ у= f(x) 
是 定义 在 区 间 [a，6j 上 的 函数 ， 是 否 可 以 确定 一 系列 系数 c。，n 二 0，1，2，… 使 得 
f(z)=c Ф (х) +o) Ф, (л) +: Бс, $, (х) + (6) 
成 立 ? 正如 前 面 求 向 量 分 量 的 讨论 ， 可 以 利用 内 积 求 出 系数 с. 将 (6) 乘 以 如 (Cz) 并 在 区 间 
Га, bJ ERII 


b 
[сов саа of go (22, (z)dz + c f'g, (z)$,(z)dz + = + 312 (496, (ade + 
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= co Chon) re (h $.) + e о боф) 1 

由 正 交 性 ,上 一 个 等 式 右 端的 每 一 项 都 为 零 除 非 m = 72. 在 这 种 情况 下 有 
| гсаэв, бадаг - c, | 8 со. 

所 以 所 求 的 系数 为 


ё 
| Р(х)%,(а)ах 
C 一 5 Б ‚п = 0,1,2, 
[| Ф (х)ах 


со 


fa) = > c, $, CX), (7) 
b 
| f Xb, zr) dr 
RACJE E 


Cn 一 


(8) 
使 用 内 积 符号 ,(7) 可 以 写 为 


_ CEA 
f(x) = > Тїз”? (9) 


这 样 (9) 的 形式 就 类 似 于 (5) 给 出 的 关于 向 量 的 结果 . 

正 交集 / 权 函 数 

一 个 实 值 函 数 { ф (2), (2) ,ф(х) ‚е } 的 集合 称 为 在 区 间 [a， 约 上 关于 权 函 数 (x) Ж 
(orthogonal with respect to a weight function ш(х)), Зи Ж 


b 
| 10(2:9, (z)$, (х) ах = 0,т = n. 


通常 假设 在 正 交 区 间 [a, БЕ (х) 220. 例 1 中 的 集 {(1，cosz，cos2z， …} 在 区 间 [ л, 
x |] EX AM В w(x) 一 1 正 交 . 
如 果 { 风 (xz)) 在 区 间 [e， 站 上 关于 权 函 数 w(x) 正 交 ， 那么 在 (6) 上 乘 以 w(z) 史 (Cz) 并 积分 可 得 


| fy, Со аз 
нс (10) 
其 中 
RACJE 2 = Тос adz. (11) 


级 数 (7) 的 系数 由 (8) 或 (10) 给 出 ， 称 之 为 三 的 正 交 级 数 展 开 (orthogonal series expapsion) 
或 广义 傅 里 时 级 数 (generalized Fourier series). 

完备 集 前面 所 给 的 确定 系数 c, 的 过 程 是 形式 化 的 ，; 而 形 如 (7) 的 正 交 级 数 展开 实际 上 是 
否 存在 这 一 基本 问题 被 忽略 了 . 另外， 为 使 f 有 正 交 级 数 展开 ， 需 使 f 不 能 与 正 交 和 集 ( 加 (x)} 
中 的 每 个 加 都 正 交 ，( 如 果 与 每 个 #8, 都 正 交 ， 那 么 会 有 c 二 0，? 一 0， 1，2，…) 为 了 避免 这 
一 问题 出 现 ， 我 们 将 在 后 面 的 讨论 中 假设 正 交集 是 完备 的 (complete). 这 意味 着 只 有 零 函 数 才 
与 正 交集 中 的 每 个 成 员 都 正 交 ， 
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练习 11.1 
在 习题 1—6 中 , uEBB 25 E РЕЗЕ E |А] E IF 2. 
1. Р (а) =z, рб) а; [—2, 2] 2. р(х) = а, р ба) = а? +1; [—1, 1] 
3. (х) =e, р(х) = =e *—e =; [0, 2] 4. р(х) = созк, р, (х) = sinz; [0, x] 
5. 0х) =, р (х) = соѕ2203 [—x/2, x/2] 6. А (х) е, р (z)=sinzr; Гл/4, 57/4] 
在 习题 7~12 中 ,证 明 给 定 函 数 集 在 指定 区 间 上 正 交 ， 求 出 函数 集中 每 个 函数 的 模 . 
7. {sinz, sin3x, sin5z, *…}; [0, я/2] 8. {соѕх, cos3x, cos5z, ©}; CO, п/2] 
9. {sinnz)}, n=1, 2, 3, =; [0, x] 10. {sin "Er }, n=1, 2, 3, =; [0, p] 
п. (1, cos zz 上， n=1, 2, 3, =; [0, 2] 
12. 


п, соз a, sin Л}, п=1, 2, 3, +, m=1, 2, 3, се; 1-0, p] 


在 习题 13 和 14 中 ， 直 接 利 用 积分 证 明 函 数 在 给 定 区 间 上 关于 指定 的 权 函 数 正 交 ， 


13. Н,(2)=1, Н, (х) =2z, H,(z) =422—2,; wr)=e*, (7%, оо) 

14. Lo (xz)=1, Li(x)=—z++l1, 14 (一 广 辽 一 2z 十 1 ю(т)=е *, [0, оо) 

15. 令 {和 (x)} 是 区 间 [a， 妇 上 的 正 交 函数 集 且 加 (z) =1. 证明 | $.(z)dzx = 0л = 1,2. 

16. Фф, Соо) Са Б) ВЛЕЗ ВЕ НН А С) 二 1 和 名 (z) = r ЗЕЯ аг Ф, ade = буп = 2,3,-= 
对 任意 常数 a 和 8 都 成 立 . 

17. 令 { 和 加 (zx)} 是 区 间 [a， OJEE. WR 

Cz) 二 Cz) 二 

18. 由 习题 1 可知 f(x) 二 x 和 f(z) 二 x 在 [一 2， 2] 上 正 交 . 求 出 常数 ci 和 cz 使 得 Р(х) = х-Есул* + 
сүх Бу Р Р fo 在 相同 区 间 上 正 交 . 

19. 函数 集 {sinnx}(n 二 1，2，3， …) 在 区 间 [ 一 x,x JEER. 证 明 这 个 集 是 不 完备 的 . 

20. 假设 f. Р 方 在 区 间 [a， ЬЕ. ВЕН СА, T fo o f.)= (f. f. )+ С, fs). 

讨论 题 


21. 实 值 函数 f 称 为 是 周期 性 (periodic) 的 且 周 期 为 工 ШЖ f(x 十 Т) = Ға). 例如, 4r 是 sinz 的 周期 ， 


11. 2 


因为 sinCz 十 4x ) = sinr. 满足 f(z 十 T)== f (z) ВЈ 二 的 最 小 值 称 为 是 S 的 基本 周期 (fundamental 
period). П, f(z)= sinz 的 基本 周期 是 T= 2x. 以 下 函数 的 基本 周期 是 多 少 ? 


(а) f(x) = cos2x= (b) f(x) = sin 15 


(с) Р(х) = sinz + sin2= (d) fx) = sin2z 十 cos4 工 
(е) f(x) = sin3 工 十 cos2x 


(D f) = As + У] (Асов "Бх + Basin пл.) л, MB, 仅 与 ” 有关 
n=1 


傅 里 叶 级 数 


我 们 在 前 面 看 到 ， 如 果 { 加 (Xx), 和 (ZX) h a) } 是 区 间 [a，6b] 上 的 正 交集 且 f 是 定义 在 
同一 区 间 上 的 函数 ， 那么 可 将 f 展 成 正 交 级 数 co ф Сах) сі $ (а) +c; Ф, (z) + + , 其 中 系数 Cn 
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可 以 利用 内 积 的 概念 确定 . 三角 函 数 正 交集 


2x 3л ‚Дл . 2r . 3 
l, cos х, cos Zx, cos Tr, ©, sin Čz, sin fr, sin r, + (1) 
p P b P 


b 
将 在 后 面 求解 特定 类 型 的 偏 微分 方程 边界 值 问 题 的 过 程 中 起 到 非常 重要 的 作用 ， 集 (1) 在 区 间 
[一 p，pj 上 正 交 (请 参考 练习 11.1 中 的 习题 122. 


三 角 级 数 ”假设 f 是 定义 在 区 间 [ 一 p，p]j 上 的 函数 ， 它 可 用 正 交 和 集 (1) 中 的 三 角 函 数 展 成 
正 交 级 数 ; BD 
f(x) = = + > (а. cos rs: + b, sin Ta). (2) 
系数 ao， ар», 42» “Э» Бэ. ы... .可 由 11. 1 节 中 对 正 交 级 数 展开 的 一 般 讨 论 确定 . 在 求 出 
系数 之 前 ， 注 意 到 我 们 将 集 (1) 中 1 的 系数 写成 co/2 而 不 是 a。 这 只 是 为 了 方便 起 见 ， 当 a, 公 
RPK n=0 时 可 以 得 到 ао. 
现在 对 (2) 的 两 边 从 一 p 到 p 积分 可 得 
А f(x)dz = a dz + > ( |, cos уулнаас | sin zdr). (3) 
H соз(лкт/ PD RI sin(nzz/ р), кыа 区 向 与 1 正 交 ， 所 以 CD) 的 右边 化 简 为 单独 的 -项 
0 Р — 0 P — 
| sde = 8 de= | = pae. 
ЖЭ ас 可 得 


а) = 


1 Р 

| 4 
i Sod (4) 
现在 给 (2) 式 乘 以 соСтха/ p) 并 积分 : 


Р 
| Fos ты dz = 学 | сов ты dz 


十 2) (anf соз “p reos Зах dz 十 5. |” сов ты sin л dz). (5) 
由 正 交 性 我 们 有 


m ‚ пу 
sin SSS = 0, 


Р 
| cos 至 Frdz = 0,m > о} cos 
-p b -p 


0, m = n 


Р тт пт 2 
соз —Зхсоѕ хіх = _ 
—p p P P» m = п. 


这 样 (5) 可 化 简 为 
WS ухан =a, b° 
所 以 


a, = 二 | Соз prde. (6) 


最 后 ,如 果 给 (2) 式 乘 以 16215722) ,积分 ,并 利用 结果 
Ї. sin dz = 0,т > o,f sin “p esin ухан = 0, 
{°' т = п 


P 
| sin Л sin rdr = 
= Р р. m = n 


b 
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可 以 求 得 
b, = S| сэм edz. (7) 

三 角 级 数 (2) 的 系数 aa, ЖЬ, 分 别 由 (4)、(6) 和 (7) 定义 , 称 为 函数 f 的 傅 里 叶 级 数 
(Fourier series). H (4) (63 和 (7) 获得 的 系数 称 为 是 f BJ 48 E er AA (Fourier coefficient). 

ERAP assa, КЬ, 时 ,假设 /在 区 间 上 是 可 积 的 , 且 (2) 和 由 (2) 3614 cos(mxzVzp) 得 到 的 
级 数 关 于 其 逐 项 积分 收敛 . 除非 (2) 已 被 证 明 是 收敛 于 给 定 的 函数 f, 否 则 这 里 的 等 号 不 具有 严 
格 或 精确 的 含义 . 有 些 教材 用 一 来 代替 =. 因为 实际 应 用 中 的 很 多 函数 可 以 保证 其 级 数 的 收敛 
性 ,所 以 在 这 里 使 用 等 号 . 我 们 对 上 述 结果 做 一 概括 : 

MEHAK 

ЖЖ f 定义 在 区 间 ( 一 p,p) 上 的 傅 里 时 级 数 (Fourier series) 由 


f(z) 一 全 十 之 (в. cos “= + b, sin e ) (8) 
# H. 其 中 
a = Lf f(z)dx (9) 
0 b -p 3 
а, = | Cocos таат, (10) 
b, = 二 | свв "лга. (11) 
傅 里 叶 级 数 展开 
将 
0, 一 0 
Fa) = | x < z < (12) 
ru a Ts, 0 < х т 
展开 成 傅 里 叶 级 数 . 


解 ”f 的 图 像 如 图 11. 1 所 示 . XF3 p = x, 由 (9) 和 (10) 可 得 


а = | fede = Ч oar+ [сс paz | 10-35) = > 


x 


x 0 x 
а, = 1f f(z)cosnz dz = Ч| odz 十 | (к — z)cosnzdz | 
T J 一 x х Lj -=x ° 


= L| < 一 Зи 


x 


+ 1 | sinnzdz | 
njo 


х ° 图 11.1 
1 соѕпх |" _ 1— (— 1" 
nr n lo nên 
其 中 用 到 了 cosnz = (— 1)". 类 似 地 ,由 (11) 可 得 
b, = 1 C — z)sinaz dz = 3, 
то п 
因此 有 
A /1— C— l?” ! (13) 
Убх) = 17 > (= созш 十 二 sinmz . E 


注意 当 令 n=0 时 由 (10) 定 义 的 a, 可 以 简化 为 (9) 从 而 得 到 ав. 但 如 例 1 所 示 ， 求 a; 时 如 
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果 先 积分 再 代入 一 0 进行 计算 ， 可 能 会 得 到 不 同 的 结果 . 

傅 里 叶 级 数 的 收 剑 性 以 下 定理 给 出 了 传 里 叶 级 数 在 某 点 收敛 的 充分 条 件 . 

Жс 

设 f 和 J/ 在 区 间 ( 一 p，p) 上 分 段 连续 ; PP f е f' 只 在 区 间 内 的 有 限 个 点 不 连续 上 且 这 些 点 
有 有 限 的 函数 值 ， 那 么 了 的 傅 里 叶 级 数 在 该 区 间 上 的 连续 点 收效 于 J(z). 傅 里 叶 级 数 在 间断 
点 收敛 于 均值 


Sfat) 120672 
2 , 


其 中 f(x 十 ) 和 f(x 一 ) 分 别 表示 f Ë z 点 的 右 极限 和 左 极 限 . 虽 
对 这 一 定理 的 证 明 ， 读 者 可 以 参考 由 Churchill 和 Brown 所 著 的 经 典 教材 .。 
间断 点 的 收敛 性 
例 1 中 的 函数 (12) 满 足 定理 11. 1 的 条 件 . 所 以 除了 z=0 以 外 ， 对 于 区 间 ( 一 r，r) 内 的 每 


Ar, RADAT f(x). ЖЕ х=0 处 函数 不 连续 且 级 数 (13) 收 和 敛 于 

fOO+)D+f(O—)_x+0_ x 

2 2 27 € 

周期 性 延 拓 “观察 可 知 基本 集合 (1) 中 的 函数 都 有 不 同 的 基本 周期 B 2p/n，n 之 1, 但 

因为 周期 的 正 整数 倍 仍然 是 周期 ， 所 以 所 有 函数 有 共同 的 周期 2p. (证 明之 . ) 因 此 (2) 的 右 端 

以 2p 为 周期 ， 而 2p 也 恰 为 和 式 的 基本 周期 (fundamental period). 我 们 可 以 得 出 结论 ， 傅 里 

叶 级 数 不 仅 表示 了 区 间 (一 p，p) 上 的 函数 ,而 且 给 出 了 了 在 这 个 区 间 外 的 周期 性 延 拓 

(periodic extension). 现在 对 f 的 周期 性 延 拓 应 用 定理 11.1, 或 者 先 假 设 给 定 函 数 以 2 为 周 

ЯЯ, Вр f(x 十 2p) 二 f(x)， 当 了 分 段 连续 上 且 在 xz 一 一 p fü т = p 处 分 别 存在 右 导数 和 左 导数 时 ， 
级 数 (8) 在 这 些 端点 收敛 于 均值 


[e~t p+], 
НЯЕ--3р, Б5р, +7p 等 处 周期 性 地 收敛 于 这 个 值 . 
(13) 中 的 傅 里 叶 级 数 在 工 轴 上 收敛 于 (12) 的 周期 性 延 拓 .在 0， 士 2r， 士 4r，… 和 士 r， 
士 3x， 士 5rg，… 处 ， 级 数 分 别 收敛 于 
fe ЕО) r fT C rt =o. 


图 11. 2 中 的 实心 点 代表 r/ 2. 


` ` т ` ` 
e`. e, e`. e`. 
М-- 3—4 - 4—5 
-4л -Зл -27 -n п 2r Зл 4л x 
图 11.2 


O BREW, WF Р ХН х КАРО, f(z+)=limf(zth), 1163 )=limf(z—h). 


@ Ruel V. Churchill and James Ward Brown, Fourier Series and Boundary Value Problems(New York: Мс Graw- НШ). 
如 ”请 参考 练习 11.1 中 的 习题 21. 
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部 分 和 序列 ”观察 伟 里 叶 级 数 的 部 分 和 序列 {Sn (zx)} 如 何 近 似 一 个 函数 是 件 有 趣 的 事情 . 
例如 ，(13) 的 前 三 个 部 分 和 为 


Si(z) 一 亚 ，Si(z) 一 下 十 2cosz 十 sinz，Si(z) 一 至 十 和 cosz 十 sinz 十 于 sin2z 


在 图 11. 3 中 利用 CAS 绘 出 了 (13) 的 部 分 和 5, (z)、Ss (х). 5 (х) Я Sis o) Æ KH] C r, 
x) 上 的 图 像 ， 图 11. 3(e) 给 出 了 Sis(z) 在 (一 4r，4r) 上 的 周期 性 延 拓 . 


с) S(x) d) 84(х) 


e) Sis(x) 


图 11.3 传 里 叶 级 数 的 部 分 和 


练习 11.2 
在 习题 1~16 中 ， 求 出 了 在 给 定 区间 上 的 傅 里 叶 级 数 
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1. f(x) = N TISE 2. уба) = m —7<1<0 
1, 0«х« 2, 0«х« 
3. = | ， 一 1<z<<0 4. ус = B —1<x<0 
х» 0< т< 1 х, 0<z<1 
5. а) = | 一 r<<z<<0 6. (ху = |” — к< х<0 
z, 0O<r<x r, OLIK 
7. fOQ = хк, SKLIK 8. f(z) =3—2zxz, —x=—<x—= 
9. ба) = l: 775250 о.) [07 7726250 
sinz, О<х<т COST, 0=<zxr<x/2 
0, —2<z<—1 0 2<x<0 
п.р) 27 TISO рә дуунд z, <= 
1, 0<=z<1 1, 15:22 
0, 1<2<2 
13. f(x) = , 一 5<<z<0 14. рб) 2 十 zx， —2<х<0 
1+x, 0<z<5 2, 0<2<2 
15. fD =e, —x<xr<x 16. (сху- (77 77750 
ё-1, 0 委 z<r 


17. 利用 习题 5 的 结果 证 明 
цариг шэр цэр yp. TI ll li... 
ЧС! ҮЗЕ агт 和 12717273 76777 
18. 利用 习题 17 求 一 个 级 数 ， 从 它 可 以 得 到 x /8 的 数值 . 
19. 利用 习题 7 的 结果 证 明 


хз l l l... 
317315 7 T. 
20. 利用 习题 9 的 结果 证 明 


x 1 1 1 1 1-1 
4 143 3-5 547 7.49 77 
21. (a)#l H: Е 8 Ж ЗНИК 
пт einxz/p Чет" ‚опт ете — өл "хар 
cos 2 ‚ SIn 人 一 ñ , 
P 2 21 


证 明 (8) 可 写成 复数 形式 人 (complex form) 


У) = > c ep , 


п=—со 


其 中 c = а,/2,с, = Can — ib )/2, H с-„ = (a, + ib,)/2,n = 1,2,3,+®. 
(b) 证 明 (a) 中 的 co „с, с, 可 由 积分 
с = 过 | fe de =0,+1+2,. 
表示 . 
22. 利用 习题 21 的 结果 求 f(x) = e 在 区 间 一 r<z<r 上 的 傅 里 叶 级 数 的 复数 形式 . 


11.3 傅 里 叶 余弦 和 正弦 级 数 


当 太 是 偶 函 数 或 奇 函 数 时 ,可 以 大 大 简化 求 函 数 f 的 伟 里 叶 级 数 展开 系数 ao、a, 及 5 的 过 
程 . 函数 f 称 为 是 
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偶 函 数 (even) ,如 果 f(r) = /(х); $ #h Ж (odd) ,如 果 f xr) =— f(x). 
在 如 (一 p,p) 的 对 称 区 间 上 ,所 有 偶 函 数 的 图 像 关 于 y 轴 对 称 而 所 有 奇 函 数 的 图 像 关 于 原点 对 称 . 


一 些 例子 ”这 里 的 奇 和 偶 源 于 这 样 一 个 事实 ,z 的 偶 次 罕 多 项 式 函 数 的 图 像 关 于 y 轴 对 称 ， 
而 xz 的 奇 次 寡 多 项 式 函 数 的 图 像 关 于 原点 对 称 . 例如 ， 


偶 整 数 y 
因为 fC r) = (一 zx)? = zx? = f(x), 所 以 f(x) = л НҢ РА 
奇 整数 y 
因为 f( 一 zx) = (х)? = r? = (х), ВТ f(x) = x° E: ñr PR 21 


请 参考 图 11.4 和 图 11.5. ОРОЛ РА ЖП 29 {Ж PR ЭЭГ áf РА 0, 因为 cos(— z) = 
cosr,sin(— z) = — sinz. 指数 函数 f(z) = е” ЯП f (ж) = е" 既 非 奇 函数 也 非 偶 函数 . 


偶 函 数 和 奇 函 数 的 性 质 ”以 下 定理 列 出 了 偶 函 数 和 奇 函数 的 一 些 性 质 . 
偶 / 奇 函数 的 性 质 

(а) 两 个 偶 函 数 的 乘积 仍 为 偶 函 数 ， 

(b) 54-1 ан Жл 2 48 Ж. 

(с) Ма — а 839484. 

(d) 两 个 偶 函 数 的 和 ( 差 ) 45 518% Ж. 

(е) 两 个 奇 函 数 的 和 ( 差 ) 03 488. 


(D 如 果 f ñinan |° fode 一 2 fdz. 


Cg) 如 果 三 为 奇 函数 ， 则 | сб = o. 


(b) 的 证 明 假设 上 和 8g 是 奇 函 数 ， 则 有 f( 一 x) 二 一 f(x) 和 g( 一 z+) 二 一 g(x)， 如 果 定 义 
fg 的 乘积 为 F(x) 二 f(x)g(x)， 则 
Fer) = frg ar) = /(а))С—&(т)) = fGo)g(z)=F(z2). 
这 就 说 明了 两 个 奇 函 数 的 乘积 下 是 偶 函 数 ， 余 下 性 质 的 证 明 留 作 练 习 ， 请 参考 练习 11.3 
的 习题 49. m 
余弦 和 正弦 级 数 ” 如 果 f 是 (一 p，p) 上 的 偶 函数 ， 那 么 根据 前 面 的 性 质 ，11. 2 节 中 的 (9) 
(10) 和 (11) 变 为 


p 
ав = | „сода 一 2. fode, 


408 


第 11 章 
а, 一 „|, f(x)eos rde = 2p f (w)cos газ, 
ай 
b, = 41, f (z)sin шэн = 0. 
шинж 当 是 区 间 ( 一 p， РЕНО аан, 
„ = Osn = 0,1,2,1, b, = 2) f(r)sin "байх. 
我 们 在 如 下 定义 中 概括 上 述 结果 . 
傅 里 叶 余弦 和 正弦 级 数 
CIDRA p, p) L 83 48 BAE ETR A RAAR Cosine series) 
уо» = © +}. cos лш, (1) 
其 中 
_ 2 |? 
а = S| Gyaz, (2) 
= 2P пт 
а„ = 2. fer)eos р 29 (3) 
СЭВХ С рр) 上 的 奇 函 数 的 傅 里 时 级 数 为 正弦 级 数 (sine series) 
Рб) = $, b, sin TT? (4) 
n=1 
其 中 
b, = 2. resin "лгал. (5) 


正弦 级 数 展开 

利用 健 里 叶 级 数 展开 o) 5r, —2<r<2. 

解 ” 观 察 图 11. 6， 发 现 给 定 函 数 是 区 间 ( 一 2，2) 上 的 奇 函 数 ， 所 以 可 以 利用 正弦 级 数 展 
JE f， 由 等 式 2p=4 可 得 p=2. 所 以 (5) 在 分 部 积分 后 变 为 


b, = = | xsin 1 rdr = 4C 1 
0 2 пт , 


因此 


4 сә", ; © 
f(z) эз эт. 


B| 1 中 的 函数 满足 定理 11. 1 "гч 因此 级 数 (6) 在 (一 2 2) 上 收敛 于 原 函 数 ， 共 周 期 性 
延 拓 (周期 是 4) 如 图 11. 7 所 示 . 


了 


у=х, -2<x<2 


图 11.6 图 11.7 
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正弦 级 数 展开 


РЕР _ t ç сан z< х<0 
如 图 11. 8 所 示 的 函数 г) | о. 是 区 间 ( 一 x， 


х) КАРА. 令 p= 二 x*， 则 由 (5) 可 得 
2 1 一 (一 1 
л 


п 


b, = 2, “(1)sinnzdz = 
л Јо 


所 以 


二 (7) 
fla) = >) т" sinnz. 


п 
吉 布 斯 现象 ”借助 于 CAS， 我 们 在 图 11.9 中 绘 出 了 (7) 的 非 零 项 部 分 和 5, (х). SC), 


S;(z) 及 Si (zx) 的 图 像 ， 如 在 图 11. 9(d) 中 看 到 的 ，Sis (z) 的 图 像 在 间断 点 х=0, хет, х= 
一 x 处 附近 有 明显 的 峰值 ， 这 种 在 原 函 数 的 间断 点 附近 得 到 的 部 分 和 Sn (zx) 的 值 显得 有 些 夸张 ， 
它 的 图 像 并 不 平滑 但 还 算 恒定 ， 甚 至 在 N 取 很 大 的 值 时 也 是 如 此 . 这 种 依 里 叶 级 数 在 f 间断 
点 附近 的 性 质 称 为 吉 布 斯 现象 (Gibbs phenomenon). 


a) 51(х) 


Y 


c) S(x) а) Sis(x) 
图 11.9 正弦 级 数 (7) 的 部 分 和 


例 2 中 的 f 在 全 部 zx 轴 上 的 周期 性 延 拓 是 一 个 脉冲 函数 (请 参考 图 7. 36). 

半 域 展开 “在 前 面 的 讨论 中 ， 函 数 f 总 是 定义 在 以 原点 为 中 点 的 区 间 上 ， 即 一 p<zx<p. 
然而 在 很 多 情况 下 ， 我 们 感 兴趣 的 是 只 在 区 间 0<z—L 上 用 三 角 级 数 表示 一 个 函数 . 我们 可 
以 通过 在 区 间 一 L 二 z 二 0 上 给 出 函数 的 定义 用 不 同 的 方法 来 解决 这 个 问题 . 为 简单 起 见 ， 我 们 
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只 考虑 三 种 最 重要 的 情况 ， 如 果 у= ГО X EZ aj 0<z< 工 上 ， 


(1 ) 关 于 > 轴 将 函数 图 像 反 射 到 一 L<z<0 上 ;， 则 现在 函数 变 为 一 L<z<L 上 的 偶 函 数 
(请 参考 图 11.10). 


(ii ) 关 于 原点 将 函数 图 像 反 射 到 一 L 二 zx 二 0 E; 则 现在 函数 变 为 一 L 二 x 二 L 上 的 奇 函 数 
(请 参考 图 11. 11). 


СЙ ЛЕ—1,<х<0 上 定义 f(x) 二 f(z 十 L)( 请 参考 图 11. 12). 


图 11.10 图 11.11 


注意 级 数 (1) 和 (4) 的 系数 只 用 到 了 函数 在 0 二 zx 二 p 上 的 定义 ( 即 区 间 一 p< 之 x 过 p 的 一 半 ). 
因此 在 实践 中 其 实 没 有 必要 做 由 ( i ) 和 和 (i) 所 描述 的 反射 。 如果 f E XE 0<<z<L E, WAR 
们 简单 地 定义 半 周 期 为 区 间 的 长 度 p= 二 L， 由 系数 公式 (2)、(3) 和 (5) 以 及 相应 的 级 数 可 得 原 函 
数 的 周期 为 2L 的 偶 或 奇 周期 性 延 拓 .由 这 种 方法 得 到 的 余弦 或 正弦 级 数 称 为 半 域 展开 (haif 
range expansion). 最后， 在 情形 (并 ) 中 定义 区 间 一 站 <z<0 上 的 函数 值 与 0<<z< 上 的 值 相 
等 ， 如 前 面 两 种 情形 一 样 ， 其 实 也 没有 必要 这 样 做 ， 可 以 证 明 11. 2 节 的 函数 集合 (1) 中 的 函数 
在 а<х<а+2р 上 正 交 ， 对 任意 实数 a 都 成 立 ， 选 定 a 二 一 p， 我 们 得 到 上 节 中 (9)、(10) 和 和 
(11) 的 积分 限 ， 但 对 于 ae 一 0， 积 分 限 是 从 х=0 到 z==2p. 所 以 如 果 / 定义 在 区 间 0<<z<L 
E, HRZ 2p=L R p=L/2. 所 求 得 的 傅 里 叶 级 数 给 出 了 周期 为 工 的 周期 性 延 拓 ， 这 种 方法 得 
到 的 级 数 在 一 上 L<z<0 8) 0<x<L 上 收敛 于 相同 的 值 . 

团 辐 用 三 种 级 数 展开 

展开 f(a)=x2, 0<<z<L. 

(аә (НЕЖИН 〈c) 用 傅 里 叶 级 数 

E ”函数 的 图 像 姐 图 11. 13 所 示 . 


y=2,0<x<L 


Дх) = fix + L) 
图 11.12 图 11.13 
Ca) 我 们 有 
_ 2[ зд Lr? = | 2 пт 412С— 1) 
ау = |: dz = —L-`,a, Th? cos —<=d 5 1 
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其 中 在 求 a, 时 要 用 到 两 次 分 部 积分 . 
所 以 


146: = HiS — cos ЯЛ. (8) 
(b) fE X #h 情况 下 需要 再 次 用 到 两 次 分 部 积分 ， 
= 2 [= sin ^^халх = 2L C DD” 
L 


„Ак 10, 


пу 
所 以 
212 A |C D": 2 . ‚опт 
= У | DD)" 1]}sin а, (9) 
(Ой F p=L/2, 1/p=2/L, E nx/p=2nx/L, Я 
L 2 
ao = 2| гаг = ZE sa, = zf д? cos “алта = = , 
232 sin 29ка 2 L 
b, = АЕ sin — хах яж 
因此 有 
12 < nT 1 . 2нх 
— = +1 53 [Zç пя уп “т^ |. (10) 


级 数 (8)、 CEROTTI EE fA 21. 为 周期 的 偶 延 折 、 以 2L 为 周期 的 奇 延 拓 和 以 工 
为 周期 的 延 拓 ， 这 些 周期 性 延 拓 的 图 像 如 图 11.14 所 示 . 


ZL A -| ТА! 3L 4L F 
t 


+ СА , 
, г , , “ 


с) 傅 里 叶 级 数 
图 11.14 E 
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周期 性 驱动 力 ”微分 方程 可 以 用 来 描述 具有 周期 性 驱动 力 jb) 的 物理 系统 ， 而 传 里 叶 级 
数 有 时 对 求 这 类 方程 的 特 解 很 有 帮助 ， 在 下 一 个 例子 中 我 们 求 微分 方程 
т х 
т që 
WER, PEN 了 进行 半 域 正弦 展开 然后 假设 特 解 具 有 形式 


+kz= f(t) (11) 


x(t) 一 У В, sin тм. (12) 
微分 方程 的 特 解 
一 个 无 阻尼 弹簧 质点 系统 ， 其 中 重 物质 量 为 m= slug, 弹簧 的 弹性 系数 为 & 一 4lb/ft， 它 


们 受到 了 一 个 周期 为 2 的 外 力 f(z)， 如 图 11. 15 所 示 . 虽然 施 
加 于 系统 的 力 是 在 1220 范围 内 的 ， 注 意 到 如 果 我 们 把 周期 为 2 
的 函数 拓展 到 上 辅 的 负 半 轴 上 ， 那 么 可 以 得 到 一 个 奇 函 数 . 在 
实际 求解 时 ， 只 需要 求 出 {D= xt, 0<:<1 的 半 域 正弦 展开 
即 可 ， 对 于 p= 二 1]， 由 (5) 及 分 部 积分 得 
2—1)". 

п 


110] 
x 


b, = = 2f ntsinnntdt = 
由 (11) ,系统 运动 的 微分 方程 可 写成 图 11.15 
16 + = > = pr -sinn at, ни 
为 求 出 (13) 的 特 解 2,00), 我 们 将 (12) 代入 方程 并 使 两 边 的 sinnxt 的 系数 相等 , 则 可 得 


olo? „з= 32(— 1)! 
( jie” x +4)в, В, = (сүт a ` 


因此 


у 3210-1277. (14) 
2,00 = 2) п(64 — п? me : m 
我 们 观察 发 现在 解 (14) 中 ， 不 存在 整数 n>1 使 得 B, 的 分 母 64—n 8 0. 一 般 地 ， 如 果 


存在 一 个 的 值 ， 比 如 N， 使 得 Nx/p 一 w， 其 中 一 VE/m ， 则 由 (11) 描 述 的 系统 处 于 完全 共 
振 状态 换言之， 系统 处 于 完全 共振 状态 如 果 驱 动力 fi) 的 傅 里 时 级 数 展开 包含 与 自由 振动 
的 频率 相等 的 项 sin(Nx/L)i( 或 cos( Nz/L)t1. 

当然 ， 如 果 驱 动力 f 以 2p 为 周期 ， 在 上 轴 负 半 轴 上 拓展 后 得 到 一 个 偶 函 数 ， 那么 我 们 用 
余弦 级 数 展开 f. 


练习 11.3 
在 习题 1 一 10 中 ， 确 定 函 数 是 奇 、 偶 ， 或 两 者 都 不 是 . 
1. f(x) = ил 2. f(x) = жсовх 
3. f(z) = r +r 4. f(x) = — 4x 


5. f(x)5e'7! 6. Р(х) 51e 


正 交 通 数 和 伟 黑 叶 级 数 
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z, —1<х<0 +5, —2 0 
7. fz) = | ; 8. f) = “ << 
=r’, 0<zxz<1 一 十 5，0<z<2 . 
9. fiz)= x°, 0<%x=<2 10. f(x)= | >° | 
在 习题 11 一 24 中 ， 利 用 合适 的 余弦 或 正弦 级 数 展开 给 定 的 函数 . 
1, 一 2 一 
п. (O ЇН 一 x<z<0 << 
. х) = 12. = ， = 
1, 0« r< fx) 0 1<х<1 
` 1, 1<x—<2 
13. (л) = | х | » “nrar 14. f(z) = х, “LIR 
15. бх) 22, —1<xz<1 16. (х) =х | z | , —1<<x<1 
17. р(х) =? 22, OLII . 18. /СаЭ--23, —x<xz—<x 
z—1, —дт<х<0 十 1， —1<ух<0 
19. fx) = х 20. f(7)= [Z И 
х1, 0<zx<x х-1,  0<х<1 
1, —2<:2<—1 
к, —2x<x<—x 
21. flr) = 22. (2) =4 х, —т©х<х 
ху 0% 2х<1 
т, х«2<2т 
1, 1<2<2 
23. 0х) = | sinz | , —т<х<х 24. ГСху =cosz, —x/2< z=<x/2 
在 习题 25 一 34 中 ， 求 给 定 函 数 的 半 域 余弦 和 正弦 展开 . 
1, 0о<х<-- 0, 0<\х<-- 
25. Р(х) = 26. Хх) = 
0, 1 -<х<1 1, 1<:<1 
2 2 
27. р(х) = cosx, 0<х<л/2 28. Р(х) = ѕіпх, 0<xz—<x 
хэ 0<х<л/2 0, 0<2<я 
29. у) = | ` зо. = 
n— z, л/2<&х<х х-к, x<x<Zx 
1, боз N 0<zxz—<1 32. fx) |, 0<х<1 
31. = J) = 
fe 1, 1<х<2 2-х, 1<xz<2 
33. fa) =22 х, 0<<x<1 34. /f(z) =z=(2—xz), 0<х<2 
在 习题 35—38 rB, ВИЙ E n РЕ НУРЖ. 
35. р(х) =x*, 0<\х<2х 36. fz) ==z=, 0<х<тхт 
37. (ж) =z+1, 0<<x<1 38. 0х) =2—x, 0<х<2 


在 习题 39 和 40 中 ， 用 例 4 的 求解 过 程 求 方程 (11) 的 特 解 z, Со), ЗЭВ m=1, k=10, WARA fO O hn F 
所 定 ， 假 设 当 太 CD 被 周期 延 拓 到 上 轴 负 半 轴 上 时 ， 得 到 的 函数 为 奇 函 数 . 
39. кд=| 5, O< ; fat?) = О) 40. Р) =1—1, 0<<27; fad = 700 
—5, д<1<2к 
在 习题 419142 中， 用例 4 的 求解 过 程 求 方程 (11) 的 特 解 х, (9. ЗЭВ m=1/4, k=12, Wb RA (四 如 


下 所 定 ， 假 设 当 六 2 被 周期 延 托 到 上 轴 负 半 轴 上 时 ， 得 到 的 函数 为 偶 函 数 . 
1 
t, KiF 


41. (Ð =2rt t , 0<<2я; Ға+ 21) = 700 42. РС) = 1 ; а+р= о 
l~t, > <t<1 
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43. 〈a) 求 解 习题 39 中 的 微分 方程 之 十 10z= f(z)， 使 得 解 满足 初始 条 件 200) =0, z (0) =0. 
Ы, (b) 利 用 CAS 绘 出 (a) 中 的 解 (0 的 图 像 . 


44. (a) 求 解 习题 41 中 的 微分 方程 子 z 十 12z 一 f(t)， 使 得 解 满足 初始 条 件 z(0) 一 1，z'(0) 一 0. 


Ы, (b) 利 用 CAS 绘 出 (a) 中 的 解 xb 的 图 像 . 
45. 假设 长 度 为 工 的 匀 质 杆 在 z 一 0 和 z= 工 两 点 简单 支撑 ， 如 果 单 位 长 度 的 载荷 由 zo (z) = us z/L(0< 
Zz<I) 给 出 ， 那 么 关于 杆 的 偏 移 y(z) 的 微分 方程 为 


Фу wz 
El df L 


其 中 玉 ,，I 及 wo 为 常数 . 〈 请 参考 5.2 节 中 的 习题 (4). ) 
(a) 用 正弦 级 数 半 域 展开 wa). 
(b) 利 用 例 4 的 方法 求 出 微分 方程 的 特 解 y, (2). 
46， 当 每 单位 长 度 的 载荷 如 图 11. 16 所 示 时 ， 按 习题 45 的 求解 过 程 求 出 特 解 y, (z)， 
47. 当 匀 质 杆 由 弹性 基 支 撑 且 每 单位 长 度 的 载荷 为 w(x) 时 ， 关 于 偏 
Ж >(z) 的 微分 方程 为 


EI бу +ву= wlr), 


其 中 上 为 支撑 基 的 杨 氏 模 量 ， 假设 匀 质 杆 和 弹性 基 的 长 度 无 限 ( 即 
一 co<zr<< 十 ce) 且 每 单位 长 度 的 载荷 为 周期 函数 


w(x) 


0, -л <x<—x/2 
sonje , —x/2<<x=<x/2, wrt+2n) = wlr). 
0 xz/2<z<mx 
利用 例 4 的 方法 求 出 微分 方程 的 特 解 y, Сх). 
讨论 题 
48. 证 明定 理 11. 2 中 的 性 质 (a)、(c)、(d)、(D 及 (g). 
49. 只 有 一 个 函数 是 既 奇 又 偶 的 ， 这 个 函数 是 什么 ? 
50. 如 在 第 4 章 中 所 看 到 的 ， 习 题 47 中 微分 方程 的 通 解 为 y= yty. 讨论 为 什么 可 以 在 物理 背景 下 确定 
习题 47 的 解 为 y,. [提示 : 考虑 当 z— + co 时 的 ?一 十 yp 
计算 机 实验 作业 
在 习题 51 和 52 中 ， 利 用 CAS 绘 出 给 定 三 角 级 数 的 部 分 和 {Sn (x)} 的 图 像 ， 实 验 不 同 的 N 值 并 在 z 轴 的 
不 同 区 间 上 绘图 ， 利 用 所 得 到 的 图 像 推测 由 级 数 表示 定义 在 0<x<—L 上 的 函数 了 封闭 形式 的 表达 式 . 


51. f(z) = 一 下 十 > Чиг: жишин +C D! дыг | 


52. f(x) = — + ЭЭР: > [1 — cos E ) cos х 


53. 对 于 习题 51 和 52， 答 案 是 唯一 的 吗 ? 给 出 定义 在 关于 原点 对 称 的 区 间 一 a 二 x+<a 上 的 函数 f, É 
得 其 有 与 下 列 习题 相同 的 三 角 级 数 . 
Ca) 习题 51 (b) 习 题 52 
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11.4 施 图 姆 - 刘 维 尔 问 题 
为 方便 起 见 ， 我 们 在 这 里 简单 介绍 一 下 在 后 面 的 章节 中 非常 重要 的 一 些 常 微分 方程 . 


线性 方程 通 解 
у 十 My 一 0 y=c e 
у'+Ау=0, А20 у= сусов/Ах + с; зїп /Ах 
у'—Ау=0› 4>0 у= се с, е“ яў, 

у= ci cosh Ах + с; sinh „Ах 
柯 西 - 欧 拉 方程 通 解 ，z>0 
rè y + ху 一 12y 一 0 хэв аж ХЭВ 

y 一 ct 十 czlnz，A 一 0 
参数 贝 塞 尔 方程 (一 0) H, 2220 
ху +y +Аху=0 у= Jo (Ах) +оо Ү, (Qz) 
81:48 Уу (п=0, 1, 2, +) 特 解 是 多 项 式 
(1—22) — 22у Еп(а+1)у=0 Р,(2)=1, Р.(х) = 2, Ра) = 5-32 —1), а 


ми. ll lllllleCeCe—— 


作为 一 个 约定 ， 当 z 的 定义 域 是 无 限 或 半 无 限 区 间 时 ， 我 们 用 指数 形式 у = с e Бо e% 3⁄ 
表示 у ду = 0,4 > 0 的 通 解 ， 当 工 的 定义 域 是 有 限 区 间 时 ,使 用 双 曲 形式 y = с. coshVhz + 
cs sinh л 来 表示 其 通 解 . 
特征 值 与 特征 函数 正 交 函数 也 出 现在 微分 方程 的 解 中 .进一步 ， 可 以 通过 求解 一 个 两 点 
边界 值 问题 生成 一 个 正 交 函 数 集 ， 这 个 边界 值 问题 包含 一 个 带 参数 4 的 线性 二 阶 微分 方程 . 在 
5.2 节 的 例 2 中 我 们 看 到 ， 仅 当 参 数 4 80 УА =n n/L? (n=l, 2, 3, «ЭМ, 边界 值 问题 
у'+Ау=0, y(0)=0, y(L)=0 (1) 
才 有 非 平凡 解 ， 这 时 的 4 值 称 为 特征 值 (eigenvalue). 相应 的 非 平凡 解 > 一 czsin(Cnxz/ 工 ) 或 简单 
地 y 一 sinCnaxz/Z) 称 为 该 问题 的 特征 函数 (eigenfunction). 例如 ， 对 于 边界 值 问题 (1), 4 二 一 2 
不 是 特征 值 而 4==9xw*/L? (n= 二 3) 是 特征 值 ， 所 以 有 


在 本 章 中 ， 函 数 集 {sin(nxz/L)}(n 二 1，2， 3，…) 是 函数 在 区 间 [0， 1,1 E B 48 1Е 52 
级 数 展开 所 使 用 到 的 基础 正 交集 ， 认识 到 这 一 点 是 非常 重要 的 . 
特征 值 与 特征 函数 
我 们 把 证 明 边界 值 问题 
š y Ay=0, y (0)=0, y (1) =0 (2) 


416 # 11 章 


的 特征 值 和 特征 函数 分 别 为 A 二 rx/L? (n= 二 1]，2，3，…) 和 y= 二 cicos(nxz/L)(ci 了 0) 留 作 练 
J. 与 (1) 相 比 ,， 4 二 0 是 这 个 问题 的 特征 值 且 >= 1 是 相应 的 特征 函数 . 后 者 可 以 通过 求解 满 
足 相同 边界 值 条 件 у (О) = 0,y (L) = 0 的 方程 y = 0 得到， 也 可 以 通过 将 nn 一 0 和 ci 一 1 代入 
у= соѕ(плх/1)18 Aj. РЖ Ж { соѕ(плх/1)) (п=0, 1, 2, 3, OERKE, 2ТЕ 1Е236 6. 
请 参考 练习 11. 4 中 的 习题 3. m 

正则 施 图 姆 - 刘 维 尔 问题 ”问题 (1) 和 (2) 是 一 类 重要 的 两 点 边界 值 问 题 的 两 种 特殊 情况 ， 设 
р. ч, rK r 是 区 间 [a， 引 上 的 连续 实 值 函 数 ， 并 假设 对 于 区 间 上 的 每 个 zx 有 Са) 220 和 p(x) 二 
0, ЖА 


R Eray (402) + Ap (z))y = 0 (3) 
使 得 :al yla) + B у (a) = 0 (4) 
ах yb) +В y (b) = 0 (5) 


称 为 正则 施 图 姆 - 刘 维 尔 问题 (regular Strum-Liouville problem). 假设 (4) 和 (5) 中 的 系数 为 实 
值 且 不 依赖 于 X*， 另外，al 和 不 全 为 0，as 和 也 不 全 为 0. 

因为 微分 方程 (3) 是 齐 次 的 ， 所 以 施 图 姆 - 刘 维 尔 问题 总 有 平凡 解 > 一 0， 但 我 们 对 这 个 解 
并 不 感 兴趣 ， 如 在 例 1 中 ,要求 的 是 (特征 值 ) 的 值 以 及 依赖 于 А 的 非 平凡 解 y (特征 函数 ). 

(4) 和 (5) 的 边界 条 件 (y My 的 线性 组 合 在 某 点 等 于 0) 也 是 齐 次 的 (homogeneous). #lI 1 
和 后 面 的 例 2 的 边界 条 件 也 是 齐 次 的 ; wa уба) + ñ, y (a) = c 的 边界 条 件 是 非 齐 次 的 
Cnonhomogeneous) ， 其 中 с 为 非 零 常数 ， 由 一 个 齐 次 线性 微分 方程 和 齐 次 边界 条 件 组 成 的 边 
界 值 问题 当然 被 称 为 是 齐 次 的 ;否则 就 是 非 齐 次 的 . 由 (3) 一 (5) 给 出 的 施 图 姆 - 刘 维 尔 问 题 是 
一 个 齐 次 边界 值 问题 . 

性 质 _ 定 理 11.3 列 出 了 正则 施 图 姆 - 刘 维 尔 问题 的 一 些 更 为 重要 的 性 质 . 我 们 只 证 明 最 后 
一 个 性 质 . 

正则 施 图 姆 - 刘 维 尔 问题 的 性 质 

Ca) 存在 无 穷 多 个 实 特 征 值 ， 且 它们 可 以 按 升序 排列 成 A Ао Аз А RE п 
十 co 时, д, ж Боо. 

(b) 对 于 每 个 特征 值 仅 存 在 一 个 特征 函数 (除了 它 的 非 零 常数 倍 ). 

(c) 对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 函数 是 线性 无 关 的 . 

(d) 对 应 于 特征 值 集 合 的 特征 函数 集合 关于 权 浮 数 ро) ЕБ ALa, 5b] 上 正 交 . 

(d) BJ uE BB 设 内 和 分别 是 相应 于 特征 值 M。 和 \》, 的 特征 函数 ， 则 有 


Гесу 19 (qO) +А, р(а)) у, =0, (6) 
Гесу 1+ асо А, ра?) у, =. (7) 
给 (6) 式 乘 以 y, 并 给 (7) 式 乘 以 y,,， 两 式 相 减 得 


(А„ А) PCT) yw Ул -»2 [r(z)y,] -y [rC y, ]. 


1:5:4:2:4:1:8-448:5: 
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对 上 述 结 果 从 r=a 到 工 二 b 进行 分 部 积分 得 
b 
CAm -adf (х) ym ynde =r(b)[ y, (6) y „(Ь) — у, (Б) у (51 
— rla) [у (а)у',Са) — yala) y , (a) ]. (8) 
现在 特征 函数 y, 和 y, 必 须 同时 满足 边界 条 件 (4) 和 (5)， 特 别 地 ， 由 (4) 我 们 有 
о yx (a) +8 y nla)=0 
аг y. (a) +В y Ca) 一 0， 
为 使 和 及 满足 这 个 方程 组 ， 且 不 全 为 0， 系数 行列 式 就 必须 为 0: 
yw(a)y „(а)— yala) y nla)=0. 
对 (5) 进 行 同 样 的 讨论 得 
yx (b)y',(b)— у,СЮу „(Ь)=0. 
因为 (8) 右 边 的 两 项 都 等 于 0， 所 以 可 以 证 得 正 交 关系 
| эвхээд Соо, Сах = 0,4, A An. ш 
正则 施 图 姆 - 刘 维 尔 问题 
求解 边界 值 问题 
y+Ay=0, y(0)=0, y(1) 二 +y (1)=0. (10) 


解 ”首先 可 以 证 明 ， 对 于 <0 和 4 二 0，(10) 只 有 平凡 解 y 二 0， 对 于 4 之 0 微分 方程 的 通 
解 为 y = cí cosVAz 十 ca sinVAz. 条 件 >(0) = 0 意味 着 这 个 解 中 的 cl = 0. 4 y = с sinwAz 时 ， 
第 二 个 边界 条 件 y(1) 十 y (1) = 0 可 被 满足 ， 若 有 

cz sin А +c, Acos А =0. 
令 c 天 0， 我 们 看 到 上 一 个 方程 等 价 于 
tan yA = VÀ. (11) 

若 令 rA, MA 11. 17 说 明 方程 tanz 一 一 有 无 数 个 解 ， 由 此 ， 问题 (10) 的 特征 值 就 是 
,二 x ， 其 中 x, (n= 二 1，2，3，…) 是 连续 的 正 根 借助 于 CAS, 保留 四 位 小 数 后 有 х= 
2.028 8, 2,=4.9132, 2;=7.978 7， 及 х,=11.085 5， 且 相应 的 解 为 y1 =sin2. 028 8х, у: = 
sin4. 913 2z, уз = sin7.978 7z， 及 у, = зїп11.085 5х. 一 般 地 ， 这 类 问题 的 特征 函数 为 
{sin Арх) n=1, 2, 3, +" 

A (х) =1, q(z)=0, p(z)=1, а =l, B =0, =l, 及 
k=l, 所 以 我 们 可 知 (10) 是 正则 施 图 姆 - 刘 维 尔 问 题 . 这 样 
(sin Vir} (n=l, 2, 3, --- 79У 0, 1] ЕТЖ р(х) = 
1 的 正 交集 . ш 

在 有 些 情况 下 ， 可 以 证 明 (3) 的 解 的 正 交 性 ， 而 并 不 需要 知道 
在 x 二 a M =b 处 的 边界 条 件 . 

奇异 施 图 姆 - 刘 维 尔 问题 如果 rla) 一 0, Ж (6) =0, 或 者 
Сау) 二 0， 那么 由 微分 方程 (3) 及 边界 条 件 (4) 和 (5) 组 成 的 施 图 11.17 
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图 姆 - 刘 维 尔 问 题 称 为 是 奇异 的 (singular)， 在 第 一 种 情况 下 ，z=a 可 能 是 微分 方程 的 奇 点 ， 
所 以 (3) 的 解 会 随 着 x 一 a 而 变 为 无 界 . 然而 ， 由 (8) 可 知 ， 如 果 ra= 且 方 程 的 解 在 该 点 有 
界 ， 那 么 要 证 明 特 征 函 数 的 正 交 性 则 无 需 x 二 a 处 的 边界 条 件 . 后 一 个 假设 保证 了 积分 的 存在 
性 ， 假 设 (3) 的 解 在 闭 区 间 [a，5j 上 有 界 ， 那 么 我 们 可 以 说 

(12418 rla)= 二 0， 那 么 无 需 有 在 r=a 处 的 边界 条 件 ， 正 交 关 系 (9) 成 立 . 

(ii 如果 xr(6) 二 0， 那 么 无 需 有 在 z=—b 处 的 边界 条 件 ， 正 交 关 系 (9) 成 立 . 

СЭ 1  у(а»--/05)--0, 那么 无 需 有 z=a 或 zx 一 处 的 边界 条 件 ， 正 交 关 系 (9) 成 立 . 

注意 在 前 面 的 讨论 中 ， 如 果 考虑 的 区 间 是 无 限 的 ， 那 么 施 图 姆 - 刘 维 尔 问 题 是 奇异 的 .请 
参考 练习 11.4 中 的 习题 11 和 12. 

HERE ”如 果 系 数 是 连续 函数 且 对 于 某 区 间 上 的 所 有 x 有 a(x) 隆 0， 那 么 任何 一 个 二 阶 微 
分 方程 


a(z)y'+b(z)y +(c(z)+Ad(z))y=0 (12) 
可 通过 给 方程 乘 以 积分 因子 
1 (b(z)/a(z))dx 1 
š (13) 


变 为 自 伴 形 (self-adjoint form)(3). 为 证 实 这 一 点 ,我 们 观察 到 微分 方程 
Ai и р OCT) [огах |! CTX) (лаах а(х) [аа \ — 
Ji Ey Шэн у + (25е ta уе )> 0 
与 
+ [Fejewoe Гй 十 сеси +A anejos) y =0 (14) 


а(х 
r(z) ` Y 
9(z) рб) 


等 价 . 
为 解 方 程 ， 其 实 并 不 需要 把 二 阶 微分 方程 (12) 变 为 自 伴 形 (3). 我 们 可 以 利用 (14) 中 给 定 
的 形式 确定 正 交 关系 (9) 中 需要 用 到 的 权 函 数 p). 下 面 两 个 例子 给 出 了 贝 塞 尔 函数 和 勒 让 德 
多 项 式 的 正 交 关系 . 

参数 贝 塞 尔 方程 

在 6. 3 节 中 ， 我 们 看 到 参数 贝 塞 尔 方程 ry try + (22 — п) у= 0000, 1, 2, + 
ЖЫ у= с. Ј, (Ах) сҮ, (Аах). В (13) АЈ 1/z ВАНТ. ДЖУ ЕЖИК ТАТА 
子 得 到 自 伴 形 

diyi (tË) =o 

其 中 我 们 令 ra) =r, q(z2)= т/х, Rpa) 2, 并 用 电 代 替 ， 现 有 r(0) 王 0， 并 且 两 个 
解 J,Az) 和 YY, (Xx) 中 只 有 J,(4x) 在 zx 二 0 ЯН Ж. Wh DKA, RAJ Ar) (i 二 1，2， 
3，…) 在 区 间 [0，6] 上 关于 权 函 数 p(x) 一 x 正 交 ， 正 交 关 系 为 


КАСА = 0,4, = Ау, 
0 


О #HCi ) 和 (ii) 分 别 等 价 于 选 定 а= 0, В =0Ж\а›=0, 8 = 0. 


正 交 通 数 和 人 和 传 里 叶 级 数 419 


其 中 ， 规 定 特征 值 M:( 一 1，2，3，…) 由 
аз Ja (АБ + AJ a САБ) = 09 (15) 

在 zx 一 5 处 的 边界 条 件 定 义 ， 

令 任 意 给 定 的 和 Bs 不 全 为 0， 那 么 (15) 式 有 无 数 个 根 zx; 二 A， 由 此 可 得 4; 二 zx;/5， 我 们 
将 在 下 一 章 叙 述 更 多 关于 特征 值 的 内 容 . m 

勒 让 德 方 程 

勒 让 德 多 项 式 P, (xz) 是 勒 让 德 微分 方程 (1 一 x?)y —2ху'-єп\(п+1)у=0(т=0, 1, 2, +) 
在 区 间 [ 一 1，1J 上 的 有 和 界 解 .由 自 伴 形 

EL)y +n Юуг 


ТИ 88] (х) =1—2°, 9020) =0, р(х) =1, ЖА=п(п+1). WEA 01) 01) =0, 由 
(ЙО НГЕ Ж{{1Р„(х)}(я=0, 1, 2, “СЭЛЕК Г-1, 1). ЕТА р(х) =11ЕЖ. 正 交 关 
系 为 

Г.Р.сОР,(базда = 0,m = n. = 
练习 11.4 


BL 在 习题 1 和 2 中 , 求 出 给 定 边界 值 问题 的 特征 函数 及 定义 特征 值 的 方程 ， 利 用 CAS 近似 求 出 前 4 个 特征 
值 如 、Ahs、 和 及 如， 给 出 相应 于 这 些 近 似 值 的 特征 函数 . 


1. у +Ау=0, y (0)=0, yQ) +y (1)=0 2.y +Ay=0, у00) +у' (0)=0, y(1)=0 
3. 考虑 十 Ay 二 0 18 у (0) =0, у (1) 二 0 证 明 特 征 函数 为 {1，cos =, cos =, …}， 这 个 在 [0， 
L] E 69 E 2 8 E ШИНЖ). 
4. 考虑 十 Ay 一 0， 周 期 性 边界 条 件 为 yO Dy), y(—L)= y (L). 证 明 特征 函数 为 
{1 cos Tr, cos 28, +, sin Zr sin 28. sin Зя ©) 
kd L 3 L . 3 L , L , L , ` 


这 个 在 [一 上 L， 世 上 的 正 交 集 是 健 里 时 级 数 的 基 . 
. 求 出 习题 1 中 每 个 特征 函数 的 平方 模 . 
. 证 明 对 于 例 2 中 的 特征 函数 有 


| sin Ат | *=-[1+cos' Vand. 


о n 


~ 


. (a) 求 出 边界 值 问题 
z y tary +Ау=0, y(1)=0, y(5)=0 
的 特征 值 和 特征 函数 . 
(b) 将 微分 方程 变 为 自 伴 形 . 
(c) 给 出 一 个 正 交 关系 . 
(a) 求 出 边界 值 问 题 


со 


y+y +Ау=0, y(0)=0, y(2)=0 
的 特征 值 和 特征 函数 . 


名 ”多 出 来 的 因子 来 自 链 式 法 则 (d/dz)J,CAz) 一 1J。 Ох). 
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(b) 将 微分 方程 变 为 自 伴 形 . 
(c) 给 出 一 个 正 交 关系 ， 
9. 拉 盖 尔 微 分 方程 (Laguerre’s differential equation)zyY 十 (1 一 z)y 十 ny 二 0(n 一 0，1，2，…) 有 多 项 式 解 
L,(z)， 将 方程 变 为 自 伴 形 ， 并 给 出 正 交 关系 . 
10. 埃 尔 米 特 微分 方程 (Hermite’s differential equation) у —2ху +2ny=0(n=0, 1, 2, ALMAR 
H,(z). 将 方程 变 为 自 伴 形 ， 并 给 出 正 交 关系 . 
11. 考虑 正则 施 图 姆 - 刘 维 尔 问题 : 
LATA) y+ a=, >00)=0, D=. 
(a) 求 出 边界 值 问题 的 特征 值 和 特征 函数 . [提示 : 令 r= tap 然后 使 用 链 式 法 则 . ] 
(b) 给 出 正 交 关系 . 
12. 〈a) 求 出 边界 值 问题 
zy 二 zy 十 (XxX? 一 1)y 一 0,，y 在 x 二 0 处 有 界 ，y(3)=0 
的 特征 函数 及 定义 特征 值 的 方程 . 
(b) 利 用 表 6. 2 求 出 前 4 个 特征 值 0 、Xs、%s 及 的 近似 值 . 
讨论 题 
13. 考虑 区 间 [a， 纪 上 正则 施 图 姆 - 刘 维 尔 问 题 的 特殊 情况 : 
Lircay 1+АР( у= 0, у (a)=0, у (b)=0. 
л=0 是 这 个 问题 的 特征 值 吗 ? 说 明理 由 . 
计算 机 试验 作业 
14. (a) 给 出 习题 1 中 施 图 姆 - 刘 维 尔 问题 的 正 交 关系 . 
Cb) 借助 于 САЗ 证 明 相应 于 前 两 个 特征 值 X 和 的 特征 函数 у, 和 yz 的 正 交 关系 . 
15. (a) 给 出 习题 2 中 施 图 姆 - 刘 维尔 问题 的 正 交 关系 . 
СЬ ВР CAS 证 明 相应 于 前 两 个 特征 值 x; 和 je 的 特征 函数 у, ЖП yz 的 正 交 关系 . 


11.5 贝 塞 尔 级 数 和 勒 让 德 级 数 


傅 里 叶 级 数 、 傅 里 时 余弦 级 数 及 傅 里 叶 正 弦 级 数 是 函数 正 交集 展开 的 三 种 方法 ， 但 是 这 样 
的 展开 决 不 局 限于 三 角 函 数 正 交 集 . 在 11. 1 节 中 我 们 看 到 ,定义 在 区 间 (a，6) 上 的 函数 f hl 
以 通过 正 交 函数 系 { 加 (x)} 展 开 ， 至 少 在 形式 上 可 以 这 么 做 ， 这 个 函数 系 在 La，6] 区 间 上 关于 
某 权 函数 正 交 .很 多 这 样 的 正 交 级 数 展开 或 一 般 的 傅 里 叶 级 数 都 起 源 于 施 图 姆 - 刘 维 尔 问 题 . 
为 了 求解 物理 系统 的 线性 偏 微 分 方程 模型 ， 我 们 可 以 推出 很 多 这 样 的 正 交 级 数 展开 和 广义 伟 里 
叶 级 数 ， 傅 里 叶 级 数 和 正 交 级 数 展开 以 及 本 节 讨 论 的 两 种 级 数 将 会 在 第 12 和 13 章 的 应 用 中 
涉及 . 
11.5.1 傅 里 叶 - 贝 塞 尔 级 数 

在 11.4 节 的 例 3 中 我 们 看 到 ， 当 特征 值 4 由 形 如 

аг: Ja AD) +B, AJ',Qb)=0 (1) 

的 边界 条 件 定义 时 ， 贝 塞 尔 函 数 集 {J, Cuz)}(G 一 1，2，3，…) 在 区 间 [0， 纪 上 关于 权 函 数 
p(xz) == 正 交 ， 由 11.1 节 的 (7) 和 (8) 知 ， 定 义 在 (0，5) 上 的 函数 了 利用 这 个 正 交集 所 做 的 三 
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ХӨ ЧЭЭЖ 


оо 


f(x) = > iJ, Aiz), (2) 


其 中 


Кет 
а= (3) 
| zJ," ОА; z) dr 
0 


以 (3) 为 系数 的 级 数 (2) 称 为 傅 里 叶 - 贝 塞 尔 级 数 (Fourier-Bessel series). 
微分 递归 关系 由 6.3 节 的 (142) 和 (1]5) 给 出 的 微分 递归 关系 (differential recurrence relation) 


Гал J.G) = z" J, G), (4) 


Ee с] r" „а (2) (5) 
常用 来 求 系数 (3) 的 值 . 
平方 模 平方 模 J Ar) |? = | z18Cuz)dz 的 值 取决 于 特征 值 》, 的 定义 方式 ， 如 果 y 一 
J Ax), ЖАШ 11.4 节 的 例 3 可 知 有 
A. [zy 1+ (x а-Т-ус-д. 
给 方程 两 边 乘 以 2zy ， 可 以 得 到 
AL [zy + (А? х2 — п? ур = (0), 
在 [0，65] 上 对 上 述 结果 进行 分 部 积分 得 
23° zyzdz = ([xy P+ Q а? — n°) у?) | . 
у y=], Ax), 34 n2>20 时，J,(0) 二 0， 所 以 下 限 为 0， 当 n=0 mt, [ху 1° +A y ЖИН 
在 х=0 处 为 0， 因此 
2x | ж] Олд = дз [J.Q + Q В — [J ,Qb) F, (6) 


由 链 式 法 则 有 y 二 AJ .CAz) . 

现在 考虑 (1) 的 三 种 情形 . 

情形 1: 如 果 选 择 a 一 1 和 应 二 0， 那么 (1) 为 

J,Qb)= 0. (7) 

(7) 有 无 数 个 正 根 x; (请 参考 图 6.3)， 所 以 特征 值 为 正 且 为 A 王 x:/b， 因 为 J, (ах) = 
(一 1)"Ja(x) ,所 以 不 能 由 (7) 的 负 根 得 到 新 的 特征 值 (请 参考 6. 3 节 )， 因 为 对 于 п=1, 2, 3, =o, 
7,(0)-40, 且 有 J。C0) 一 1， 所 以 对 任意 n，0 不 是 特征 值 . 也 就 是 说 ， 对 于 n=1, 2, 3, +з, 车 
4 二 0， 则 得 到 平凡 函数 ( 它 不 可 能 是 特征 函数 )， 而 对 于 л=0, 4--0 不 满足 方程 (7)， 当 把 (5) 写 成 
rJ (ZX) = п], ба) — zJ w(x) 的 形式 时 ， 由 (6) 和 (7) 可 得 J, (4s) 的 平方 模 为 
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П.А) | = О.В). (8) 
情形 正 : 如 果 选 择 a ,=h20, 8,=b, WADAH 
hJa ОЬ) 十 16J ОЬ) =0. (9) 


对 每 个 正 整数 n= 二 1，2，3，…， 方程 (9) 有 无 数 个 正 根 x;。 和 前 面 一 样 ， 特 征 值 可 由 4; 二 
ZXi/b 获得 . 对 于 n=1, 2, 3, +е, А=0 不 是 特征 值 . 将 AbJ (А,Б) =—hJ,Q. b) 代 人 (6)， 则 
求 出 六 (MAz) 的 平方 模 为 


Л.А) | рд Б). (10) 
ЇЙЛ 1: 如 果 (9) 中 的 h=0 Н n= 二 0， 那 么 可 由 
1,ОлЬ) =0 (11) 


НОЕН А. ЛАСА) R (9) BJ ВКА, E E EE А 0 时 特征 值 的 情 
m. 为 了 认识 到 这 一 点 ， 观 察 到 对 于 n 二 0，(5) 中 的 结果 意味 着 
Jo(45) =0 等 价 于 Л, Qb)—0. (12) 
因为 z =0 是 这 个 方程 的 根 并 且 7.00) =1 是 非 平凡 的 ， 所 以 二 0 是 特征 值 ， 但 是 当 л 
0, п=0, ЖА 0 时 我 们 显然 不 能 使 用 (10) 式 . 然而 由 平方 模 的 定义 ， 有 


2-1 _ b 
111 = | хат = > (13) 
№ h=0, n=0 时 ， 对 于 ;>0， 可 利用 (10) 得 到 
О; >) || = JQ, b). (14) 


接 下 来 我 们 将 概括 级 数 (2) 的 三 种 形式 . 
傅 里 叶 - 贝 塞 尔 级 数 
AA f ERO, b) k 648 Eet- Ж ЖОЛ &Җ (Fourier-Bessel series) 可 表述 为 


со 


Ci) fx) = У) c J.Q. z) (15) 
i=1 
2 | (z)d (16) 
“= P D| fr v, 


jk FPA RJ,Qb =0 Z X. 


оо 


(1) Ро) = У) c, J Qi z) (17) 
z=1 
23: » 
.二 t А , 18 
Ci pr on) fd (18) 
ЖФА, BAJ Ob) HADJ, ОБ) = 0 定义 . 
Сй? fD = a + У) Јо Q, z) (19) 
i=2 
=2f хус 2 ЇЕД ууа) (20) 
a= Z | zf G) хэс = Eb z fx Ts 
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其 中 4 由 Jo (А) = 0 Z X. 

傅 里 叶 - 贝 塞 尔 级 数 的 收敛 性 ” 储 里 叶 - 贝 塞 尔 级 数 收敛 的 充分 条 件 并 没有 特别 的 限制 . 

收敛 条 件 

如 果 fpf 在 开 区 间 (0,6) 上 分 段 连续 ,那么 三 的 和 傅 里 叶 - 贝 塞 尔 展开 在 任何 一 个 上 连续 的 
点 处 收敛 于 f(x) ,而 在 的 间断 点 处 收敛 于 均值 [f(x 一 ) + f(x 十 )]/2. 

傅 里 叶 - 贝 塞 尔 级 数 展开 

利用 满足 边界 条 件 J (3А) = 0 的 一 阶 贝 塞 尔 函 数 对 函数 f(x) = x,0 < zx < 3 进行 傅 里 
叶 - 贝 塞 尔 级 数 展开 . 

解 ”利用 (15) ,其 中 系数 c; 由 (16) 给 出 : 


3 
Ci 一 =G], Ji: Q; z=)dx. 


为 求 这 个 积分 , 令 上 = Ах 并 利用 (d/d2)[# J, G] = J G) 得 


2 N 4-2 Ш 2 
| g J: G) 14: = IT GIS 


C; 


iT JEGA) 
所 以 求 得 的 级 数 为 


ох 1 
1163 22) y J GAD Q z). = 


傅 里 叶 - 贝 塞 尔 级 数 展开 

如 果 例 1 中 的 特征 值 N;, 由 J 厂 (3A) БАЈ (ЗА) 二 0 定义 ,那么 级 数 展开 唯一 变化 的 地 方 是 平方 
模 的 值 . 给 边界 条 件 乘 以 3 А838] 37, (3А) 十 31J 1 (3А) = 0, 则 与 (9) ШНА = 3,6 = 3, л =1. 
所 以 由 (18) 和 (17) 依次 得 

18А, J: GAD) 
(9А + 8),1‹3А2” 
` 37:33.) 

fe = 1821 бга 

计算 机 应 用 AXN ERASE CAS 的 内 置 函 数 ,所 以 可 以 直接 求 出 传 里 叶 - 贝 塞 尔 级 数 
的 特征 值 MX, 和 系数 c; 的 近似 值 . 例如 ,在 (9) 中 可 以 把 z, = Ab 看 成 是 方程 hJ (zx) 十 XJ], (х) = 
0 的 正 根 . 这 样 可 以 在 例 2 中 利用 CAS 求 出 3J1(x) 十 zJ (zx) 一 0 的 前 5 个 正 根 zx, 并 且 由 这 些 
正 根 得 到 前 5 个 特征 值 ;A1 = x1/3 = 0. 983 20,4. = z,/3 = 1.947 04,43 = 13/3 = 2. 957 58, 
м 2/3 = 3.985 38 = zs/3 = 5.020 78. 已 知 根 z, = 33, 以 及 特征 值 ,再 次 利用 CAS 计算 
1,034: 和 2 GAD 的 数值 ,从 而 最 后 得 到 系数 с, 利用 这 种 方法 我 们 求 出 例 2 中 f(x) 一 z,0 < 
太志 3 的 傅 里 叶 - 贝 塞 尔 级 数 的 前 五 项 部 分 和 S; (>) 为 

S, (х) = 4.018 44J, (0. 983 20x) — 1. 869 37J, (1. 947 04л) 
+ 1.071 06J, (2. 957 58z) — 0. 703 06J, (3. 985 38х) 
+ 0. 503 437, (5. 020 78x). 

S, (2) 在 区 间 0 二 zx 二 3 上 的 图 像 由 图 11.18(a) 给 出 .在 图 11. 18(b) 中 我 们 绘 出 了 So) 

在 区 间 0 < z < 50 上 的 图 像 .注意 在 定义 区 间 0 < xz < 3 外 ,级 数 并 不 收敛 于 了 的 周期 性 延 拓 ， 


c, = 


J Q: z). m 
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这 是 因为 员 塞 尔 函 数 并 不 是 周期 函数 . 请 参考 练习 11. 5 中 的 习题 11 和 12. 


2 


ËY 
.5 
2 
1.5 
1 
.5 


0 


0.5 1 1.5 2 2.5 3 


а) 5:43),0 < x < 3 b) Sio(x), 0 < x < 50 


图 11.18 一 个 傅 里 时 - 贝 塞 尔 级 数 的 部 分 和 


11.5.2 傅 里 时 - 勒 让 德 级 数 
由 11.4 节 中 的 例 4, 我 们 知道 勒 让 德 多 项 式 集 {P, (x)}(n 一 0,1,2,…) 在 区 间 [ 一 1,1] 上 关 
于 权 函 数 p(x) = 1 正 交 .进一步 ,可 以 证 明 多 项 式 P,(x) 的 平方 模 依 赖 于 n: 
Р, С) 1° = | расах = 
函数 的 勒 让 德 多 项 式 正 交 级 数 展开 可 由 如 下 定义 给 出 . 
傅 里 时 - 勒 让 德 级 数 
函数 f 在 区 间 ( 一 1,1) 上 的 傅 里 叶 - 勒 让 德 级 数 (Fourier-Legendre series) 为 


20242 
27 + 1° 


fe) = D с„Р„(а), (21) 


п=0 


其 中 
с, = ээ ҒОЭР, (ах. (22) 


傅 里 时 - 勒 让 德 级 数 的 收敛 性 。 伟 里 叶 - 勒 让 德 级 数 收敛 的 充分 条 件 由 如 下 定理 给 出 . 

收敛 条 件 

如 果 了 和 f 在 (一 1,1) 上 分 段 连 续 , 那 么 傅 里 叶 -- 勒 让 德 级 数 (21) 在 卫 的 连续 点 处 收 仇 于 
了 (x); 而 在 了 的 间断 点 处 收 化 于 [f(z 十 ) 十 f(z —) ]/2. 

傅 里 时 - 勒 让 德 级 数 展开 

写 出 

0,—1—< z< 0 
fœ) = N 0<x<1 

的 伟 里 叶 - 勒 让 德 展 开 的 前 四 个 非 零 项 . 

解 ”前 几 个 勒 让 德 多 项 式 在 6.3 节 中 已 经 给 出 . 由 这 些 多 项 式 和 (22) 可 求 得 


1 1 
в = +| SPa = 1} 1-14: = +> 


0 
1 1 
су = + fe) P. Ga) dz = > .1，zdzr 一 4. 
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Бр 58.21 
s = | fO P.O) dr = | 14410322 — Ddr = 0, 
214 2). 2 
7 1 1 
а= | ООР, ade = T| 1+ AGa —34)4х =— у, 
сэр 9f, 1 
сє, = > fa) P, (z)dz = | 1. —(35z* — 302°? + 3)ах = 0, 
Ё 21.6" 8 
11 1 1 
< = HP FDP (алах = ufa . 1. 632 一 70z + 15z)dz = H, 
因此 
FDEP, a) +P, (2) = Z p (а) ЇР, a) + н 
2 ° 40! 16` ° 32 5 ` 


和 贝 塞 尔 函 数 一 样 ， 勒 让 德 多 项 式 也 是 Maple 和 Mathematica 等 CAS 系统 内 置 的 函数 ， 
并 且 上 面 列 出 的 系数 可 通过 积分 程序 求 出 ， 利用 CAS 我 们 还 可 以 求 出 co 一 0 K c = — 65/256. 
例 3 中 的 函数 f 的 健 里 叶 - 勒 让 德 多 项 式 前 五 项 部 分 和 为 


S= PHP, (z) — ЕР, С) 4-Р, (z) — S P (a). 


5, (xz) 在 区 间 一 1 二 x 二 1 上 的 图 像 如 图 11.19 所 示 . 

级 数 的 其 他 形式 ”在 实际 应 用 中 ， 侍 里 叶 - 勒 让 德 多 项 
式 会 以 另 一 种 形式 出 现 ， 如果 令 x 二 cos96， 那 么 zx 一 1 意味 着 
0-0, W += -—1 意味 着 0= х. Н ах = 一 sin0d0, 所 以 
(21) 和 和 (22) 分别 变 为 


оо 


F(0) = У) с, Р,(соѕ), (23) -1 -0.5 0.5 1 
< = 2191 Fe Р, (cosg)sinbdb , (24) ”图 11.19 伟 里 叶 - 勒 让 德 级 数 
2 Jo 的 部 分 和 


其 中 f(cos9) 被 FORE. 
练习 11.5 

11.5.1 8 ЕМ-ЖЛЭЭН 

1. 求 出 由 Л, 34) =0 定义 的 前 4 个 特征 值 u [提示 : 请 参考 6. 3 节 的 表 6. 2. ] 

2. 求 出 由 Jo (2 和 ) 定 义 的 前 4 个 特征 值 A,. 

在 习题 3~6 中 ， 利 用 满足 给 定 边界 条 件 的 零 阶 贝 塞 尔 函数 对 函数 (zx) 一 1，0<x<2 ЖИН ЕНД 
级 数 展开 . 


3. Jo (24) =0 4. 7.024) =0 
5. J CZA) +2А4Ј' (2А) = 0 6. Jo CCA) AJ (24) =0 
在 习题 7 一 10 中 ， 利 用 与 边界 条 件 相 同 阶 数 的 贝 塞 尔 函数 对 给 定 函 数 进行 傅 里 时 - 贝 塞 尔 级 数 展 开 . 
7. f(z)=5r, 0<х<4 8. f(x)=zx:, 0<z<1 
3J (4A) 41J (4А) =0 J: Q)=0 
9. РС) = а, 0<х<3 10. 02) =1--2а°, 0<2<1 
633) =0 [提示 : 6 = * t] J.Q)=0 
计算 机 试验 作业 


11.(a) 利 用 CAS 绘 出 y=3J1(zx) 十 zJ14(z) 在 某 区 间 上 的 图 像 ， 使 得 前 5 个 z Е ВАЗН. 
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(b) 利 用 CAS 中 的 求 根 程序 近似 求 出 方程 3J otri (0) =0 的 前 5 个 根 хү, 
(c) 利 用 (b) 中 获得 的 数据 求 出 满足 ЗЛС44-Н543Л (44) =0 的 前 5 个 正 特 征 值 Л. 
(d) 如 果 方 便 的 话 ， 求 出 前 10 个 正 特 征 值 . 


. (a) 利 用 习题 11(c) 求 得 的 特征 值 和 CAS 近似 求 出 在 习题 7 中 得 到 的 傅 里 叶 - 贝 塞 尔 级 数 的 前 5 个 系数 


ci 的 值 . 
(b) 利 用 CAS 绘 出 习题 7 中 傅 里 叶 - 贝 塞 尔 级 数 的 部 分 和 Svw(Cz)CN=1，2，3，4，5) 的 图 像 . 
(ce 如果 方便 的 话 ， 绘 出 部 分 和 Sol) E 0<z<4 和 各 0 二 x 过 50 上 的 图 像 . 


11.5.2 傅 里 时-~ 勒 让 德 级 数 
EL 在 习题 13 和 14 中， 写 出 给 定 函数 的 傅 里 叶 - 勤 让 德 展开 的 前 五 个 非 零 项 ， 如 果 方 便 的 话 ， 利 用 CAS Ж 


出 系数 ， 用 CAS 绘 出 部 分 和 S, (x) 的 图 像 . 
0, —1<х<0 . 
13. f(x)= 14. ГСхЭл-е", —1<х<1 
х, 0<x<1 
15. 前 三 个 勒 让 德 多 项 式 分 别 是 Р, (а) =1, Р. (xz) 二 +， 及 Р(х) = + (3x? 一 1)， 如 果 z= cosh, ЯА 
Р, (озб) 二 1 目 P, (созӣ) 二 cos9， 证 明 Р, (созӣ) = 4 (3с0520+1). 
16. 利用 习题 15 给 出 的 结果 求 出 FO = 1 — соѕ20 818 E pr —8J 1 ЖЕ (23). 


. 勒 让 德 多 项 式 P,(z) 是 偶 函数 还 是 奇 函数 ， 取 决 于 是 偶数 还 是 奇数 ， 证 明 如 果 / 了 是 (一 1，1) 上 的 偶 


函数 ， 那 么 (21) 和 (22) 分 别 变 为 


Уба) = У)сьР (ж), (25) 
1 
ca 一 сан | (СОР, G) dz. (26) 
. 证 明 如 果 f 是 (一 1，1) 上 的 奇 函 数 ， 那 么 (21) 和 (22) 分 别 可 写 为 
Ра) = $) cemi Py (0), (27) 
Ст = Сан З) | Со Pan Соб, (28) 
0 


Ы, 级 数 (25) 和 (26) 也 可 用 于 了 只 定义 在 区 间 (0,1) 上 的 情况 . 级 数 (25) 和 (27) 都 可 以 表示 (0,1) 上 的 


FAEERE 1,0) 上 ,(25) 表示 一 个 偶 延 拓 而 (27) 表示 一 个 奇 延 拓 . 在 习题 19 和 20 中 , 写 出 给 定 函 数 展开 的 
前 四 个 非 零 项 . 级 数 在 (一 1,1) 上 表示 什么 函数 ?利用 CAS 绘 出 部 分 和 5, (x) 的 图 像 . 

19. f(r) = z,0 < z < 1;(25) 20. F(z) = 1,0 < z < 1;(27) 

讨论 题 


21. 


22. 


23. 


如 果 将 习题 12 中 的 部 分 和 图 像 在 诸如 一 30 < х < 30 的 对 称 区 间 上 绘 出, 那么 图 像 具 有 对 称 性 吗 ?请 解 

释 . 

(a) 徒手 绘 出 习题 3 EKE — 2 < z < 2 E gk 3k д ИКЕА. 

(b) 如 果 习 题 7 中 的 特征 值 由 3J. (22) ДААХ ОЛ 二 0 定义 ,徒手 绘 出 在 区 间 一 1 过 + 二 1 上 收敛 的 傅 
里 叶 ~ 员 塞 尔 级 数 的 图 像 . 

讨论 为 什么 定义 在 区 间 ( 一 1,1) 上 的 多 项 式 函 数 的 传 里 叶 - 勒 让 德 展开 是 有 限 级 数 . 求 出 下 列 函 数 的 有 

限 傅 里 叶 - 勒 让 德 级 数 . 

(а) Р(х) = 2? (b) f(z) = x° 


Е Ж ЖА E рж 
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* 
1 
2 
3. 
4 
5 


6. 


10. 


18. 


19. 


20. 


章 复 习题 


看 教材 ,在 习题 1 — 6 中 填空 或 判断 对 错 . 


. 函数 Р(х) = r — 1 和 g(x) = x 在 [一 x,xj] E IE. 
. 奇 函 数 f 141784 的 乘积 是 


为 了 利用 适当 的 三 角 级 数 展开 f(x) = | = |+ 1, — x < х < x, 需要 用 到 级 数 ， 


у= 0 永远 不 会 是 施 图 姆 - 刘 维 尔 问 题 的 特征 函数 . 
.4 = 0 永远 不 会 是 施 图 姆 - 刘 维 尔 问 题 的 特征 值 . 


+1, —1 < 0 
如 果 函 数 f(x) = | 展开 成 健 里 叶 级 数 ， 那 么 这 个 级 数 在 x 一 一 1 处 收 伍 于 


— x, 0< x< 1 


， 在 х=0 处 收敛 于 ， 且 在 х=1 处 收敛 于 


. 假设 函数 F(z) 一 刀 十 1，0<z<3 展开 成 傅 里 叶 级 数 、 余 弦 级 数 和 正弦 级 数 ， 那 么 在 + 二 0 处 每 个 级 数 


会 收敛 于 何 值 . 


. 对 于 4=25， 相 应 于 边界 值 问题 外 十 My 一 0，y (0)=0, y(z/2)=0 的 特征 函数 是 什么 ? 
. 切 比 雪夫 微分 方程 (Chebyshev’s differential equation (1—22) у 一 xy +m y=0 有 和 多项式 解 у= Т„(х). 


n 二 0，1，2，…， 切 比 雪夫 多 项 式 集 {T, (x)} 在 给 定 区 间 上 关于 特定 的 权 函 数 w(xz) 正 交 ， 给 出 正 交 
关系 . 
勒 让 德 多 项 式 集 {P, (x))}， 其 中 Po Cx) 一 1]，Pi(x) 二 z+，… 在 区 间 [ 一 1，1] 上 关于 权 函 数 w(x) 二 1 正 


交 ， 解 释 为 什么 对 于 n>0 有 | Pdz 一 0. 


. 不 要 做 任何 运算 ， 解释 为 什么 F(z)=cossz，0<z<r 的 余弦 级 数 为 有 限 级 数 ба) =-у +-усоз?л. 
. (a) 证 明 集 


{sin TT’ sin Зэ sin r, | 
在 区 间 o<çz< L EEX. 
(b) 求 出 Ca) 中 每 个 函数 的 模 ， 构 造 一 个 标准 正 交 集 . 
.将 f(z)= rlr, 一 1<x<1 ЖЛЕ ДАШ ЕШ ЖЖ. 
. 将 /‹(ж@)=2х%—1, —1<х<1 展开 成 傅 里 时 级 数 . 
, 将 РО) еб, 0< 21 展开 成 下 列 级 数 : 
(a) 余 弦 级 数 (ОЪ) Е 


‚ 在 习题 13、14 和 15 中 ， 绘 出 每 个 级 数 所 收敛 的 了 的 周期 性 延 拓 ， 
. 求 出 边界 值 问题 
22у ху +9Ау=0, у (00-50, убе)=0 
的 特征 值 和 特征 函数 . 


给 出 习题 17 中 特征 函数 的 正 交 关系 . 

1，0<<z<<2 ИЖ 
利用 满足 边界 条 件 J (44) 一 0 8355 И SE R ВЭ, 将 70) = б. 2 一 一 4 展开 成 传 里 п ж 
级 数 . 
将 f(z)= xt, —1<х<1 展开 成 侍 里 叶 一 勒 让 德 级 数 . 


拨 弦 模型 ， 见 12.4 节 习 题 21 


第 12 章 “” 偏 微分 方程 及 直角 坐标 系 下 的 边界 值 问题 


在 本 章 以 及 后 两 章 中 将 会 强调 两 种 求解 某 些 特定 类 型 偏 微分 方程 的 方法 ， 这 些 方程 经 常 出 
现在 与 温度 分 布 、 振 动 、 势 能 有 关 的 问题 中 ， 这 些 边 界 值 问题 可 以 用 相对 简单 的 线性 二 阶 偏 微 
分 方程 来 描述 . 解 它们 的 这 两 种 方法 其 基本 思想 都 是 通过 把 偏 微分 方程 化 为 一 个 或 更 多 个 常 微 
分 方程 来 求解 . 

本 章 我 们 从 线性 偏 微分 方程 的 变量 分 离 法 讲 起 ， 这 个 方法 的 应 用 可 以 使 我 们 回顾 第 11 章 
中 的 一 个 重要 概念 ， 即 特征 值 、 特 征 函 数 以 及 函数 无 穷 正 交 级 数 的 展开 形式 . 


12.1 可 分 离 的 偏 微分 方程 


与 常 微分 方程 一 样 ， 偏 微 分 方程 (PDE) 也 可 以 分 为 线性 的 或 非 线 性 的 . 类 似 于 线性 常 微分 
方程 (请 参考 1. 1 节 (6))， 在 线性 偏 微分 方程 中 因 变量 及 其 偏 导数 仅 以 一 次 短 的 形式 出 现 . 在 
本 章 和 后 面 几 章 中 ,我 们 只 关注 线性 偏 微分 方程 ， 大 部 分 内 容 将 是 关于 二 阶 线性 方程 的 . 

线性 偏 微 分 方程 ES 表示 因 变量 ，x 和 y 表示 自 变 量 ， 则 线性 二 阶 偏 微 分 方程 (linear 
second-order Нэн далд 222 


эк; = С, (1) 


ЕФ А, В, С, =, Коч ша. y)=0 时 ， 方程 (1) 称 为 是 齐 次 的 (homogeneous)， 
ep FEN konoti 例如 ， 方 程 


9 zu д? 4 
E ду 


= 0 和 2 = з= = ху 
分 别 是 齐 次 和 非 齐 次 的 . 

偏 微分 方程 的 解 ” 线 性 偏 微分 方程 (1) 的 解 是 两 个 自 变量 的 函数 ul, у), 它 具有 在 方程 
中 出 现 的 所 有 偏 导数 ， 并 且 在 zy 平面 上 的 某 个 区 域 中 使 方程 成 立 . 

这 里 我 们 要 讨论 的 不 是 求解 线性 偏 微分 方程 通 解 的 方法 .不 但 线性 二 阶 偏 微分 方程 的 通 解 
通常 很 难得 到 ， 而 且 在 实际 应 用 中 即使 求 出 了 通 解 也 不 总 是 有 用 的 .因此 ， 我 们 全 部 讨论 的 焦 
点 集中 在 如 何 求解 某 些 更 重要 的 线性 偏 微分 方程 的 特 解 ， 也 就 是 在 实际 应 用 中 经 常 遇 到 的 那些 
类 型 的 方程 的 特 解 . 

分 离 变 量 法 ”求解 线性 偏 微分 方程 的 特 解 有 几 种 方法 .在 变量 分 离 法 (method of 
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separation of variablo h, ROEFS r RAA y 函数 乘积 形式 的 特 解 
u(z,y) = X(x)Y (y). 
在 这 个 假设 下 ， 有 时 可 以 把 双 变 量 的 线性 偏 微分 方程 化 为 两 个 常 微 分 方程 ， 我 们 注意 到 


du , du , 
Ээ ХҮ, эу N 
4 zu H д ?и 22 2 
сы ХҮ. Зу = ХҮ", 
其 中 撤 记 号 表示 普通 的 微分 . 
(5) 1 分 离 变 量 法 的 使 用 
RS = 42% 的 乘积 形式 的 解 ， 
工 y 
Ж mular, у) = Х(х)Ү(у), БАЈЕ 
ХҮҮ = 4ХҮ'. 
在 两 边 同 除 以 4XY 之 后 ， 我 们 可 以 进行 变量 分 离 : 
XY 
4Х Ү? 


因为 上 式 左边 是 独立 于 y 的 ， 并 且 等 于 右边 ， 右 边 是 独立 于 z 的 ， 由 此 可 以 得 出 方程 两 端 是 
r. y 无 关 的 ， 换 句 话说 ， 也 就 是 方程 的 每 边 必 须 是 常数 。 在 实际 计算 中 ， 为 了 方便 而 把 这 个 
实 的 分 离 常 数 写 为 沁 或 一 小 的 形式 .我 们 分 三 种 情形 来 讨论 . 

WI: ”如 果 X* 汪 0， 那 么 从 这 两 个 等 式 


х = ү = Д? 
4X Y 
可 以 推出 
X — 412 X=0 MY — AY = 0. 
最 后 两 个 方程 的 解 分 别 为 
X = c созһ2Ах + c sinh2Mz É Y = сз e, 
因此 偏 微分 方程 的 特 解 是 
u= XY 
= (с, cosh2Mz + c; sinh2àz ) (сз ё?) 
= A, еб» cosh22r + B, е» sinh2hz， (2) 


其 中 Ai 一 cics， Ву=с;сз. 
Л |: ”如 果 一 X* 二 0， 那 么 从 这 两 个 等 式 
х = Y =— А? 
4Х Y 
可 以 推出 
ХӨ X = 0 mY +А Y = 0. 
因为 这 些 方程 的 解 分 别 为 
X = с, cos22= + су sin247 K Y = с; e>, 


所 以 另外 一 个 特 解 为 


®Ъ®&# 2 322 8 f 24 3 £ F їй 114 F] 38 431 


и = А, e> соѕ24х + В, еэ 810232, (3) 
其 中 А»=с,с, В, = сс. 
ЖЕШ: WR r=, ЖАҢ 


X=0 和 YY = 0. 
在 这 种 情况 下 ，X=crz 十 ce，Y 一 cs* ， 因 此 
u = А, =+ В,, (4) 
其 中 А, =сс, В = cscs. m 


请 读者 证 明 (2)、(3) 和 (4) 满 足 所 给 的 方程 ， 请 参考 练习 2. 1 的 习题 29. 

变量 分 离 法 不 是 一 种 求 特 解 的 通用 方法 ; 某 些 线 性 偏 微分 方程 是 不 可 分 离 的 .请 读者 证 明 
在 и= XY 的 假设 下 不 能 求 出 9?u/3 2? – 9 u/ 9 y= x Ж. 

做 加 原理 ”下面 的 定理 类 似 于 定理 4.2， 称 为 登 加 原理 (superposition principle). 

р зе 

如 果 ир, шь, 0, ut ЖОЮ ЛА 8 89- УЕН, MARES 


и = су ta + c; ws 二 "十 Ch un 


也 是 它 的 一 个 解 ， 其 中 с:(1=1, 2，…， DŠK. 
在 本 章 余 下 的 部 分 里 ， 我 们 假设 无 论 何 时 都 有 齐 次 线性 方程 解 的 一 个 无 穷 集 ш, w, 
U3 s … ,我 们 可 以 用 无 穷 级 数 


и = У) Ch иь 

构造 它 的 另外 一 个 解 wx， 其 中 c(i 二 1，2，…) 都 是 常数 . 

方程 的 分 类 ” 双 自 变量 线性 二 阶 常 系数 偏 微分 方程 可 以 被 分 为 三 种 类 型 这 种 分 类 方法 仅 
仅 根 据 其 二 阶 导数 系数 的 类 型 来 分 类 ， 当 然 ， 我 们 假设 系数 A. B. C 至 少 有 一 个 不 为 零 . 

方程 的 分 类 

线性 二 阶 偏 微分 方程 

А4-#+В ТҮҮГЛАЙ ур ОНЕ H+ Fu = 0， 
其 中 A、B、C、D、E、 下 都 是 实 常数 ， 分 别称 为 是 
双 曲 型 的 (hyperbolic ) ， # В? 一 4AC > 0, 


抛物 型 的 (parabolic) ， # В 一 4AC = 0, 
ЖЖ Ж) 65 (elliptic) , # B: 一 4AC < 0. 
给 线性 二 阶 偏 微分 方程 分 类 
给 下 列 方程 分 类 : 
924. ди 3u _ д?и 3’u 924 _ 
(a) 3 -7 = Jy (b) 3 = эу? O эт зу? 


解 (a) 把 所 给 的 方程 写 为 
52242 аи 
а ж? 9 у ш 


由 此 可 以 看 出 A=3, B=0, C=0. ИЖ В”-4АС--0, ЖДУ Же E: 38) 0. 


0, 


(b) 把 所 给 的 方程 写 为 


Iu _ 9 u 
а х? а у? 
由 此 可 以 看 出 А=1, В=0, С=—1, В –4АС= —4(1) (一 1)>0， 因 此 方程 是 双 曲 型 的 . 
(c) 由 方程 可 以 看 出 A=1, B=0, C=1, В? -4АС= — 4(1) (1) <0, AY А 
型 的 . m= 
关于 为 什么 要 对 二 阶 偏 微分 方程 进行 分 类 更 详细 的 解释 超出 了 本 书 的 范围 .但 是 这 个 答案 
是 根据 我 们 希望 解 在 茶 种 类 型 边界 条 件 下 的 偏 微分 方程 而 考虑 的 ， 这 些 边界 条 件 可 以 是 边界 值 
或 初始 条 件 . 适用 于 给 定 方程 的 边界 条 件 的 类 型 依赖 于 这 个 方程 是 双 曲 型 的 、 抛 物 型 的 还 是 椭 
圆 型 的 . 


一 0， 


练习 12.1 
在 习题 1 一 16 中 ， 如 果 可 能 ， 利 用 变量 分 离 法 求 出 所 给 偏 微分 方程 乘积 形式 的 解 . 
9u ди 43 .22 一 
1. Эт Зу - 2. Эх? ду 0 
3. ur Huy, =u 4. az uyu 
ди 2u ди ди 
5.291795 буул ау 0 
LED. 9 Ти 2u и 
= ‚ =0 
7. 23277329» ау 0 8. у 52951“ 
8 ѓи _ ди gu ди 
9. А PZ u= k>0 10. k 33277317 k>0 
дФ%и_ 3’u ‚ ди 9"и ди 
11. а? 32038 12. a 32 zp 26 FPR k>0 
924, 92x 2 3“и а?и 
13. 22273 2-0 14. х эх Зу 0 
15. и, Fuy =u 16. un ~ Z5 ur, g 是 常数 
在 习题 17 一 26 中 ， 对 所 给 偏 微 分 方程 进行 分 类 ， 分 为 双 曲 型 、 抛 物 型 和 椭圆 卉 三 类 . 
8 Ти 8 Ти 824 д ѓи д ѓи au o 
17. tara ду 18.35-25 999-957 
8 ѓи д u ди а ѓи а ѓи 9 ид 
19. 53216 929515 эу? 20. 5387 Эхәу 9 у? 
824 д ѓи 9 u д?и | ди 
21. 32:19» 22. 929 y ЭУ 292 
д?и 3 u 924, ди Ju 2 824, дѓи 
4. + = 
23. 2 созу ау әт °%әу саум u 
du_ Әд?и 924 ди 
25.4 572—590 26. k 52 ar? К20 
27. 证 明 方程 


有 乘积 形式 的 解 
и = e (AJ, Ог) + BY, Cr)). 


偏 微分 方程 及 直角 坐标 系 下 的 边界 值 问 题 
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28. 证 明 方 程 


有 乘积 形式 的 解 
и = (cicosA0 二 czsinA0) (cr + сат). 
29. 证 明 乘积 解 (2)、(3)、(4) 满 足 例 1 中 的 一 阶 方程 . 
30. 定义 12.1 可 以 扩展 到 系数 为 z、y 函数 的 线性 偏 微分 方程 . Ж zy 平面 上 的 区 域 ， 使 得 方程 
METTE 


是 双 曲 型 、 抛 物 型 或 椭圆 型 的 . 
12.2 经 典 方程 与 边界 值 问 题 
在 本 章 后 面 的 部 分 以 及 13—15 章 中 ， 我 们 将 致力 于 求解 下 面 的 经 典 数学 物理 方程 : 


J? 
u try’ u=0 


1 
(ху +1) ТТ РЫР 


ди 
gr AA 


92ц | J'u 
TH д у? 


= 0 


(1) 


(2) 


(3) 


或 这 些 方程 的 变形 . 偏 微分 方程 (1)、 (2) 和 (3) 分 别称 为 一 维 热 传导 方程 (one-dimensional heat 
equation)、 一 维 波动 方程 (one-dimensional wave equation), = 维 拉 普 拉 斯 方程 (Laplace”s 
equation in two dimensions). “_ 维 ”的 意思 是 x 表示 空间 变量 ， 而 t 表示 时 间 . 由 定理 12.1 
可 知 热传导 方程 (1) 是 抛物 型 的 ， 波动 方程 (2) 是 双 曲 型 的 ， 拉 普 拉 斯 方程 是 椭圆 型 的 . 这 点 在 


第 15 章 中 非常 重要 . 


热传导 方程 方程 (1) 出 现在 热传导 理论 中 ， 也 就 是 热 通过 导体 杆 或 细 的 导线 转移 的 理论 . 
函数 u(x， 表示 物体 的 z 处 在 某 个 时 刻 上 的 温度 . 而 在 机 械 振 动 中 ， 经 常会 用 到 波动 方程 
(2)， 出 于 讨论 的 需要 ，(2) 的 解 u(x， 表示 一 个 理想 化 弦 的 位 移 . 最 后 ， 拉 普 拉 斯 方程 (3) 


的 解 w(x， 人 可 以 解释 为 二 维 平面 上 稳定 的 (也 就 是 和 时 间 无 关 ) 温 度 分 布 . 


尽管 我 们 不 得 不 做 出 许多 简化 的 假设 ， 但 是 还 是 很 值得 看 看 这 些 方 程 是 如 何 构 造 的 . 


设 一 个 长 为 L 的 细 杆 ， 横 截面 大 小 为 A, 处 在 xz 轴 的 [0, L] 区 间 上 . 请 参考 图 12. 1， 


假设 : 
。 杆 上 的 热传导 仅 发 生 在 沿 x 轴 的 方向 . 横 截 面 大 小 为 4 


。 杆 本 身 不 会 产生 任何 热量 . 
。 杆 是 同 质 的 ; 即 每 单位 体积 的 质量 o 是 恒定 的 . 
。 杆 的 比 热 y 和 导热 系数 天 是 恒定 的 . 


° 杆 的 侧面 或 弯曲 的 表面 是 绝热 的 ; 即 没有 热量 从 表面 散失 . 124 Ee 
М \ 


图 12.1 


x x+Ax L 


x 
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为 了 推导 温度 u(x， 满足 的 偏 微 分 方程 ， 我 们 需要 两 个 热传导 的 经 验 法 则 : 
CORE m 所 具有 的 热量 QQ 为 
Q = ути, (1) 
其 中 是 物质 的 温度 . 
(Ci 如 图 12.1 所 示 的 热量 沿 横 截 面 传导 的 速率 Q. 与 横 截 面 的 大 小 4 以 及 温度 对 xz 的 偏 导 
数 成 正比 : 
Q, =— КАи,. (5) 
因为 热量 沿 温度 递减 的 方向 流动 ， 所 以 (5) 式 中 的 负 号 使 得 Q, 在 xz<0 的 情况 下 是 正 的 (热量 向 
右 流动 )， 在 u,>0 的 情况 下 是 负 的 (热量 向 左 流动 )， 如果 图 12. 1 PIE r Artar 之 间 的 
圆 切 面 非常 薄 ， 那 么 u(x， 可 以 看 作 是 这 个 区 间 内 每 一 点 温度 的 近似 值 ， 切面 的 质量 为 
m 一 p(AAx) ,再 由 (4) 可 知 其 上 的 热量 为 


Q = УА Ази. (6) 
进一步 ， 当 热量 沿 着 x 正方 向 流动 时 ， 由 (5) 式 可 以 看 到 切面 中 热量 的 净 流 动 速率 为 
— КАи,(х,10) — [— КАи, (х + Az,t) ] = KA[u, (= + Az,t) — и, (х,0)]. (7) 
对 (6) 式 求 关于 上 的 微分 ， 我 们 可 以 看 到 这 种 净 流 动 速率 也 可 以 用 
Q, = WA Azu, (8) 
给 出 . 
由 (7) 和 (8) 式 相等 可 得 
К u(r Az, — u(x,t) = u (9) 
Үр Ах 
当 Ах-»0 时 ， 对 (9) 式 取 极 限 ， 最 后 可 以 得 到 形 如 9 
K 2 
— ux = и, 
ур | 


的 (1) 式 ， 习 惯 上 定义 有 一 开 /7o， 并 称 这 个 正常 数 为 热 扩 散 系 数 (thermal diffusivity). 

波动 方程 “考虑 一 个 长 为 荆 的 弦 ， 比 如 吉他 的 琴 弦 ， 在 zx 轴 上 zz=0 和 z= 工 之 间 张 紧 . 
当 苞 开始 振动 时 ， 假 设 运动 发 生 在 zu 平面 内 ， 弦 上 每 一 点 的 运动 都 发 生 在 垂直 于 x 轴 的 方向 
上 (横向 振动 )， 如 图 12. 2(a) 所 示 ， 令 ul, а ЕЕ AEREN x 轴 的 垂直 位 
移 ， 我 们 进一步 假设 : 

。 弦 具有 很 好 的 弹性 . 

。 驴 是 同 质 的 ， 即 每 单位 长 度 的 质量 p EEEH. 

。 位移 “相对 于 弦 的 长 度 来 说 是 很 小 的 . 

。 曲 线 在 所 有 点 处 的 斜率 都 是 很 小 的 . 

。 张 力 工 与 纺 相 切 ， 并 且 工 的 大 小 在 所 有 点 都 相同 . 

。 张 力 和 地 心 引力 相 比 是 很 大 的 . 

。 没 有 外 部 力作 用 在 弦 上 . 


и. (х+Ах, t)— и, (жх t) 
т А 


”由 微 积 分 的 知识 可 知 wx li А 
Ах» мл 
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如 图 12. 2C(b) 所 示 ， 张 力 TI 和 7T, 与 曲线 在 [x， z 十 Az] 上 的 未 端 相 切 . 24 6. 和 多 很 小 时 ， 

作用 在 弦 As 上 垂直 方向 的 净 力 为 
Tsinb — Tsin0, œ~ Тап; 一 Т+апд, 
= T[u, (z + Ах, 一 ü (t) 159 | 
其 中 Т-11,|-11,|, 因为 pAs 守 pAz 是 弦 在 Lz，z 十 Az] 上 的 质量 ， 所 以 由 牛顿 第 二 定律 
可 得 
T[u,(z + Ах) — и, (хэ ] = рАхи, 

或 


u,(z + Ах,Ф)— u, z t) _ мл 
Ах T 


ХЭТ Ar =O 取 极限 ， 则 上 面 的 方程 变 为 .一 Cp/T)us， 令 a =T/p 就 得 到 (2) 式 . 

拉 普 拉 斯 方程 尽管 我 们 这 里 不 介绍 拉 普 拉 斯 方程 是 如 何 推导 来 的 ， 但 二 维 或 三 维 拉 普 拉 
斯 方程 经 常 在 与 时 间 无 关 的 势能 问题 中 出 现 ， 如 静电 场 、 重力 场 以 及 流体 力学 中 的 速度 问题 . 
此 外 ， 拉 普 拉 斯 方程 的 解 可 以 被 解释 为 是 一 种 稳定 的 温度 分 布 ， 正如 图 12.3 所 示 ，(3) 的 解 
ulz, y) 可 以 表示 一 个 矩形 平面 上 不 同 点 的 温度 ， 它 和 时 间 无 关 . 二 维和 三 维 拉 普 拉 斯 方程 可 
以 简写 为 Y u =0, 其 中 


温度 作为 温度 计 
EMEKA 温度 计 


9324 , 9 u 322 J u l Q 
y? арса үл S = = 一 一 十 一 一 
М д з? а у? 4 д зх? TIET. 


分 别称 为 函数 u 的 二 维 拉 普 拉 斯 算 子 (Laplacian) 和 三 维 拉 
普 拉 斯 算 子 . 

我 们 通常 希望 求 出 方程 (1)、 (2) 和 (3) 满 足 一 定 边界 条 
件 的 解 . 

初始 条 件 因为 (1) 和 (2) 的 解 依赖 于 时 间 z, 所 以 我 们 
可 以 描述 当 t=0 时 的 情况 ; 也 就 是 我 们 可 以 给 出 初始 条 件 
(initial condition, 1С). Ж f(z) 表 示 图 12.1 中 沿 杆 的 初始 
温度 分 布 ， 则 (1) 的 解 ulr, D 必须 满足 单一 的 初始 条 件 


© +апф =и.(=+Ат, tD fl їапб = и, (=, 92:52:54: 36 Ж. 


ибх, =fr), 0<<x<L. 2— Bl, XT HR HRATT A 28 Т Л АЙ {у Са Ж ДК) 
f(z) 以 及 它 的 初始 速度 ga). 用 数学 语言 表达 就 是 ， 我 们 要 求 一 个 函数 w(x，) 满 足 (2) 式 和 
两 个 初始 条 件 : 


9 
u(z,0) = f(x), ЕР = р(х), 0< x< L. (10) 
1-0 


例如 ， 如 图 12.4 Вт, ЖОНГ ДЭ. ЭД ЕКА (а(л2--0). 

边界 条 件 图 12.4 中 的 弦 无 论 在 何 时 都 固定 在 х Н х = 
0341-1218). 我 们 可 以 用 两 个 边界 条 件 (boundary condition, 
BC) 来 描述 : 

ul(0,t) = 0, u(L. = 0, t> 0. 

注意 在 这 里 ，(10) 中 的 函数 f(x) 是 连续 的 ， 因 此 /С03-40, f 
(2-0, —}#%@, 82 (1). (2), 、(3) 相 关 的 边界 条 件 有 三 种 
类 型 ， 在 边界 上 ， 我 们 可 以 给 出 下 列 类 型 边界 条 件 之 一 的 值 : 图 12.4 


(17 w， Сй EE, сэ SE + hush 是 常数 . 
这 里 9 w/ In 表示 的 法 向 导数 (w 沿 垂直 于 边界 方向 的 方向 导数 )， 第 一 种 类 型 的 边界 条 件 
(| ) 称 为 狄 利克 雷 条 件 (Dirichlet condition); 第 二 种 类 型 的 边界 条 件 ( ii ) 称 为 诺 伊 曼 条 件 
(Neumann condition); 第 三 种 类 型 的 边界 条 件 ( 前 ) 称 为 罗 宾 条 件 (Robin condition). 例如， 对 
1220, 图 12. 1 中 杆 右 端的 典型 条 件 为 
(i ulL,t) = wu， и, 


сй 2u) =—h(u(L,t) — um) h > 0 Жи, 是 常数 . 
I=L 


条 件 ( 1 )' 仅 仅 表 示 边 界 x 一 L E> 时 刻 时 具有 恒定 的 温度 u. ЖИС тШ =L 是 
绝热 的 ， 由 热传导 的 经 验 法 则 可 知 ， 热 量 在 边界 上 的 流量 (也 就 是 单位 时 间 内 热量 流 过 边界 上 
单位 面积 的 数量 ) 与 温度 u 的 法 向 导数 值 9 w/ да 成 正比 . 因此， 车 边界 =L 是 绝热 的 ， 则 没 
有 热量 流入 或 流出 ， 所 以 有 


ди 
9 TIzr=L 


我 们 可 以 把 5 站》 解释 为 在 杆 的 右 端 由 于 和 介质 的 接触 而 损失 的 热量 ， 这 些 介 质 可 以 是 室 气 或 
水 ， 但 它们 都 保持 恒定 的 温度 .从 牛顿 的 冷却 定律 知 ， 由 杆 向 外 流出 的 热量 与 杆 边 界 上 的 温度 
ий, D30848 EE 几 之 差 成 正比 .我 们 注意 到 如 果 热 量 从 杆 的 左 端 流失 ， 那么 边界 条 件 
就 为 


= 0. 


一 一 = Һ(и(0,0) 一 Um). 
д х z=0 


代数 符号 的 改变 和 我 们 的 假设 一 致 ， 假 设 杆 的 温度 比 周围 介质 温度 高 ， 则 必 有 uO, r) иь, 
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(L, 1) 22и. їЕт-09|х-41 К, RR и, (0, D iu, (L, 让 必须 分 别 是 正 的 和 负 的 . 
当然 ， 在 杆 的 两 端 ， 我 们 可 以 同时 给 出 不 同 的 条 件 . 例如 ， 可 以 有 
du 
ах |, 


我 们 注意 到 边界 条 件 ( i ) 是 齐 次 的 ， 若 wu。 一 0; 是 非 齐 次 的 ， 若 uwo. WRR O 是 
齐 次 的 . O 是 齐 次 的 ， 若 wu 0; 是 非 齐 次 的 ， 若 u, 0. 
边界 值 问 题 诸如 
Яа? д?и д?и 


= 0 M ulL,t) = wt > 0. 


асуу 7407 OKIL, t>0 
2 kR: (BC) ис0,1) =0, u(L, =0, t>0 (11) 
(СУ ue, = (00,525 = g(z),0 < z < L 
1-0 
和 2 
д u д?и _ 
解 :林寺 十 可 到 二 0， 0<x<a, 0«у«5 
du ди 
一 一 = 0, =0, 0<y<b 
навоз 9 工 |z=a > (12) 


и(х,0) = 0, их, = f), 0 < z <a 
的 问题 称 为 边界 值 问题 (boundary-value problem). 
修正 ”在 加 入 内 部 或 外 部 对 物理 系统 的 影响 后 ， 偏 微分 方程 (1)、(2)、(3) 必 须 加 以 修正 . 
一 维 热传导 方程 和 波动 方程 更 一 般 的 形式 分 别 为 


2 
»224 3 бєгиуцы ) = ©“ (13) 
а х 91 
和 
а? д? 
а L Е(ту,и,ш) = C: (14) 
例如 ， 若 从 杆 的 侧面 有 热量 传导 人 温度 恒 为 x" 的 周围 介质 ， 则 热传导 方程 (13) 为 
9 ѓи _ du 
= hlu — unm) 31 


在 (14) 中 ， 函 数 下 可 以 表示 作用 在 弦 上 的 各 种 力 ， 例如， 当 考 虑 外 部 力 、 阻 尼 力 以 及 弹性 回 
复 力 时 ，(14) 的 形式 为 


а u д?и ди 
2 ,1) = ¿ кы . 15 
a эЛ t) ЕРИ z, (15) 
Á Á A 
外 力 阻尼 力 回复 力 


注 对 大 量 不 同类 型 现象 的 分 析 使 我 们 得 到 了 数学 模型 (1)、(2)、(3) 或 它们 包含 于 
多 空间 变量 的 广义 形式 ， 例 如 ，(1) 有 时 称 为 扩散 方程 (diffusion equation), H A Æ 
液 中 可 溶 物 质 的 扩散 类 似 于 固体 中 热 的 流动 ， 在 这 种 情况 下 ， 满 足 偏 微 分 方程 的 函数 
u(xX，) 表 示 溶 解 物 的 浓度 、 类 似 地 ， 方程 (1) 也 可 以 由 电缆 或 传输 线路 中 电荷 流动 的 
规律 推出 ， 在 这 种 情况 下 (1) 式 称 为 电报 方程 (telegraph equation)- 可 以 证 明 在 某 种 


438 # 12 £ 


假设 下 ， 线 路 中 的 电流 和 电压 降 均 是 满足 和 (1) 式 相同 的 两 个 方程 的 函数 ， 波 动 方程 
(2) 也 经 常 出 现在 高 频传 输 线路 、 流 体力 学 、 声 学 和 弹性 学 的 理论 中 ， 拉 普 拉 斯 方程 
(3) 在 薄膜 的 静态 位 移 中 也 会 用 到 . 
练习 12.2 

在 习题 1~4 中 ， 长 为 的 杆 放置 在 x 轴 的 区 间 [0，L] 上 .构造 一 个 温度 w(x， 的 边界 值 问题 

L 左 端 温度 恒 为 零 ， 右 端 是 绝热 的 。 初 始 温度 为 fco). 

2. 左 端 温度 恒 为 w,， 右 端 温度 恒 为 u. 整个 杆 的 初始 温度 为 零 

З. 左 端 温度 恒 为 100， 右 端 和 温度 为 零 的 介质 之 间 发 生 热 量 转 移 ， 初 始 温度 为 fa). 

4. 两 端 都 是 绝热 的 ， 杆 的 侧面 和 温度 为 50 的 介质 之 间 发 生 热量 转移 ， 整 个 杆 的 初始 温度 为 100. 

在 习题 5--8 中 ， 长 为 上 的 纺 放 置 在 х MKH, LE. 构造 位 移 w(x， 的 边界 什 问 是 

5， 两 端 都 固定 在 z 轴 上 ， 弦 从 初始 位 移 z(L 一 z) 处 由 静止 释放 

6， 两 端 都 固定 在 z 轴 上 ， 初 始 时 刻 弦 没 有 位 移 ， 但 是 有 初始 速度 sin(xz/1). 

7. 左 端 因 定 在 < 轴 上 ， 但 是 右 端 以 sinxt 的 规律 横向 运动 ， 弦 从 初始 位 移 f(z) 处 以 静止 状态 释放 ， 当 
>o 时 ,横向 振动 受到 与 盟 时 速率 成 正比 的 阻力 的 干扰 

8， 两 端 都 固定 在 x 轴 上 ， 初 始 时 刻 弦 在 轴 上 处 于 静止 状态 ， 当 0 时 ， 一 个 外 部 垂直 力作 用 于 弦 上 ， 这 
个 力 的 大 小 和 力 与 弦 左 端的 距离 成 比例 . 

在 习题 9 一 10 中 ， 构 造 稳定 温度 x(z，y) 的 边界 值 问题 . 

9. ТЭ ЖЕ ИДЕК 02:24, 0<y<2 上 ， 板 的 左 端 和 底部 是 绝热 的 。 板 的 顶部 温度 恒 为 零 ， 板 
右 端 的 温度 恒 为 ЛО). 

10， 一 个 半 无 限 的 板 放 在 区 域 0 和 x 三 x，y 之 0 上 ， 左 端的 温度 恒 为 e，， 右 端 在 0<y<1 处 温度 恒 为 100， 
在 у>1 处 恒 为 零 ， 板 的 底部 温度 恒 为 f(z). 


12.3 热传导 方程 


考虑 一 个 长 为 上 的 细 杆 ， 初 始 温度 为 /(x)， 其 两 端的 温度 对 0 时 恒 为 零 如 果 图 12.5 
所 示 的 杆 满 足 12.2 节 所 做 的 假设 ,那么 杆 的 温度 ulr, 四 可 以 由 下 列 边界 值 问题 决定 : 


„9и 9и оса, 1>0 a) Л 3, 
д х at 
и(0,1) - 0, ulL,t) = 0, t> 0 (2) 0 L x 
и(х,0) = f(x), 0 < zr < L. G) 图 12.5 
边界 值 问题 的 解 ”利用 乘积 ul, 门 一 XCz)TGD 和 分 离 常数 一 必 可 得 
X T x, 25 
Х Ë 
X'+ A X = 0, (5) 
T + kà? T= 0, 
X = с, coshMz 十 cs sinAr, (6) 
T= =, e, (7) 


由 ибо, 0-4ХС0)ТО--0 “Ч, 1) = X(DTGD0) =0, 我 们 有 Х(0) =0, ХО) =0. REF 
次 边界 条 件 和 齐 次 方程 (5) 构 成 了 正则 施 图 姆 - 刘 维 尔 问题 . 把 第 一 个 条 件 代 入 (6) 式 马上 可 以 
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得 到 c =0. 因此 
X = с, ѕіпАх. 
出 第 二 个 边界 条 件 可 以 得 到 ХО) = c, sina =0. жс =0, WA Х=0, Kike и=0. 为 了 得 到 
非 平凡 解 x， 我 们 必须 有 c 天 0， 所 以 当 
sinAL = 0 
时 上 面 的 方程 得 以 满足 ， 这 意味 着 АГ сал sË A=n=/L, XE n=1, 2, 3, +. 所 得 到 的 值 


A= on = 12.3, (8) 
以 及 相应 的 解 
X = c sin үхэл = 12.3... (9) 


分 别 是 这 个 问题 的 特征 值 C(eigenvalue) 和 特征 函数 (eigenfunction). 
由 (7) 式 可 得 T=cse“*" 人 ”， 所 以 有 


u, = XT = А, ек еіп лай. (10) 
这 里 我 们 用 AREE M oco. RE 由 (z， 间 满足 偏 微分 方程 (1) 和 边界 条 件 (2)， 并 且 对 所 有 


正 整数 ”都 成 立 .8 然 而 ， 为 了 使 (10) 中 的 函数 满足 初始 条 件 (3)， 我 们 可 以 用 下 面 的 方式 来 选 
择 系 数 A,: 

и,(х,0) = flr) = A, sin T =. (11) 
一 般 地 ， 条 件 (11) 不 会 满足 任意 的 f/， 因 此 我 们 不 得 不 承认 и, (т, £) RAA e Н Й, 但 是 
应 用 要 加 原理 ， 函 数 


u(z,t) = 5 u, = >A, еске Л sin To (12) 
n=l n=1 ий 
一 定 满足 (1) 和 (2)， 把 :一 0 代入 (12) 可 得 
u(z,0) = f(z) = J,A, sin Fx. 
n=1 


这 个 表达 式 是 函数 广 正 弦 形 式 的 半 域 展开 ， 因 此 若 我 们 令 А„=б„, n=l, 2，3，…， 由 11.3 
节 的 (5) 式 有 
A, = гай fx) sin Exdr. 
由 此 我 们 可 以 得 出 一 个 结论 ，(1)、(2)、 (3) 所 描述 的 边界 值 问题 的 解 可 以 由 无 穷 级 数 
u(x,t) = 3 (f ТСхуяш "Лаа je tsin T 
给 出 
在 有 些 特殊 情况 下 ， 若 u(x,，0) 二 100, L=x, Ё7-1, 则 读者 可 以 证 明 系 数 A, 为 


”请 读者 证 明 若 分 离 常数 为 X* 一 0 或 六 宝 0， 则 (1) 满 足 (2) 的 唯一 解 是 4 一 0. 
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并 且 有 
_ 200 A [1 — —1)"1 2, . 
и(2,1) = гэ — a sinnz. (13) 


解 (13) 的 图 像 是 三 维 空间 中 的 曲面 . 我们 可 以 用 计算 机 代数 系统 的 3D 绘图 程序 绘制 出 部 
A S, C, 7) 在 一 个 由 0 委 z 委 rz，0 委 : 委 工 所 定义 的 矩形 区 域 上 的 图 形 来 近似 这 个 曲面 . 此 
外 ， 我 们 也 可 以 借助 CAS 中 的 2D 绘图 程序 绘 出 解 xCz， 旭 在 工 轴 的 [0，r] 上 随时 间 上 增加 的 
图 像 ， 请 参考 图 12. 6(a)， 在 图 12. 6(b) 中 所 绘制 的 是 解 (x, 在 t 轴 [0，6j 上 随 z 增 加 的 图 
@(х=0 是 杆 的 左 端 ，z 一 x/2 是 长 为 的 杆 的 中 点 )， 这些 函数 图 像 说 明了 (13) 式 中 一 个 很 明 
显 的 事情 ， 即 当 tokt, ulr, 1) 0. 


0.5 1 3.5 2 2.5 3 
a) WF ЕШ] ДЕШЕ А], шх, Exh РА gr b) 对 于 固定 的 位 置 ,wx(x.0 是 上 的 函数 
图 12.6 


练习 12.3 
在 习题 1 一 2 中 ， 解 热传导 方程 (1) ， 约 束 条 件 如 下 所 示 . 设 杆 的 长 度 为 工 . 
1. и(0, 2) =0, u(L, 1) =0 
їз 0 ««1/2 
0, 1/2«:11 
2. и(0, 1) =0, u(L, 1) =0 
ибх, 0) =х(1— х) 
3. 长 为 工 的 杆 ， 初 始 温度 为 f(x)， 若 它 的 端点 zx 一 0 和 z 一 工 都 是 绝热 的 ， 求 杆 中 的 温度 ulr, D. 


и(х, 0) = | 


4. #L=2, лә {2 021 ， 解 习题 3. 
0, 1<х<2 

5. 设 一 个 长 为 工 的 细 杆 ， 热量 从 它 的 侧面 散失 到 周围 温度 为 零 的 介质 中 . 如 果 热 传导 服从 线性 规律 ， 那 
么 热传导 方程 可 以 写 为 k9 ?wu/ 9 a — hu = 9u/9t，0<z<L, t> 绝热 的 0° 绝热 的 
о, hh 是 常数 .初始 温度 为 f(z)， 两 端点 х=0 Жї х=1, 是 绝热 的 ， RE m 
求 杆 的 温度 и(х, t). 请 参考 图 12.7. 0 K; ЛБ”: 

6. 若 端点 2—0 Ж z= 工 的 温度 恒 为 零 ， 解 习题 5. 

计算 机 实验 作业 热量 从 细 杆 的 侧面 转移 

7.(a) 解 热传导 方程 (1) ARREN Н 12-1 


u(0,t) == 0,4(100,1 -0Оа» 0 
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0. 8z， 0 < z < 50 
0.8(100—x), 50 < z < 100. 
(b) 用 CAS 系统 的 ЗЮ 绘图 程序 绘制 部 分 和 Ss (zx，) 的 图 像 ， 这 个 部 分 和 是 由 (a) 中 解 的 前 五 个 非 零 项 
组 成 的 ， 并 且 0<2<100, 0200. É k=1.635 2， 用 各 种 不 同 的 三 维 视角 来 观察 这 个 曲面 (在 
Mathematica 中 称 为 ViewPoint). 
讨论 题 
8. 在 图 12. 6(b) 中 ,我们 已 经 绘 出 了 u(x, DEKE 0<;<6 E, 在 x=0, х=л/12, z==x/6, z==x/4, 
х=п/2 处 的 图 像 ， 绘 出 或 描述 出 ийх, 在 同样 的 时 间 区 间 上 ,但 是 在 z=3x/4, r=5r/6, х--115/ 
12，z=r 处 的 图 像 . 


12.4 波动 方程 


现在 我 们 能 够 解 12.2 节 中 所 讨论 的 边界 值 问题 (11) 了 ， 如 图 12. 2(a) 所 示 的 长 度 为 工 的 
振动 弦 ， 它 的 垂直 位 移 由 如 下 条 件 决 定 : 


u(r,0) = 


йг = суй, О< х < 1,12 0 (1) 
и(0,) = 0, ulL,t)=0, £> 0 (2) 
u(r,0) = (х), “к ` = gG). (3) 
边界 值 问题 “利用 一 般 的 假设 wx(z， 由 一 XC(x)T(t)， 对 (1) 式 进行 变量 分 离 ， 可 得 
Хх” = то 二 一 A 
x а* Т 
使 得 
Х-ХАХ-0ЯТ-1а1Т--0, 
因此 有 


X = сү cosàz + с; sinàz s,» 
T = сз cosàat + с, sinAat. 
如 前 所 示 ， 边 界 条 件 (2) 可 以 化 为 义 (0) =0, ХО) 二 0， 依次 可 以 求 出 
ci = 0 № c; вш, = 0. 
由 最 后 一 个 方程 可 以 得 到 特征 值 4= 二 nx/L， 其 中 nn 二 1,，2，3,，…. 相应 的 特征 函数 为 


. NX 
X = c sin r, п=},2,3,' 


L 
因此 满足 边界 条 件 (2) 的 方程 (1) 的 解 为 


u, = (А. cos "ч + B, sin "Та )sin т, (4) 
以 及 
= . пка \. ил 
u(z,t) = > (А, cos t + В, sin TEG, jsin T (5) 


令 (5) 中 的 上 0， 可 以 得 到 


u(z,0) = f(z) = УА, ѕіп ты, 
п=1 
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它 是 函数 f 正弦 形式 的 半 域 展开 ， 正 如 在 热传导 方程 中 所 讨论 的 一 样 ， 我 们 记 A, =b: 
А, = ZP усап "Лтд. (6) 
为 求 B,， 我 们 对 (5) 式 求 关于 上 的 微分 ， 然 后 令 :一 0: 


ди nza . nna nna nza 
一 一 一 У! ( А sin t + В„——соз "т )sin $x . 


9: 24 "L L L L 
ди _ _ ~ пта\. пт 
211, g(x) 5 (В, 了 )sin T: 


n=1 


为 了 使 最 后 一 个 级 数 成 为 函数 g 在 这 个 区 间 上 正弦 形式 的 半 域 展开 ， 总 系数 B.nxa/L 必须 由 
形 如 11. 3 节 中 的 (5) 式 给 出 ， 即 


пка _ 2f" in nx 
В, L = 2 f asin Firdz, 


由 此 可 以 得 到 


2 六 ‚опт 
B, = —— | g(z)sin ——хдл. (7) 
пта}о L 


这 个 问题 的 解 由 带 有 AM B, 的 级 数 (5) 组 成 ，A, 和 B, 的 定义 分 别 如 (6) 和 (7) 式 . 

我 们 注意 到 当 弦 由 静止 状态 释放 时 ， 有 g(x) 二 0， 对 0 委 z 委 中 的 每 一 个 x 都 成 立 ， 因 此 
В„=0. 
Ей “回顾 12.2 节 中 波动 方程 的 推导 ， 边 界 值 问 题 (1)、(2)、(3) 解 中 的 常数 а 为 
VT75 ， 其 中 р 为 每 单位 长 度 的 质量 ， 工 是 弦 的 张力 . 当代 足够 大 时 ， 振 动 驴 会 产生 乐音 ， 这 
种 声音 是 由 驻 波 产生 的 (5) 式 是 乘积 解 的 释 加 ， 称 为 驻 波 (standing waves) 或 正规 方式 
(normal modes): 

и(х»1) = ш (х0) Би Tt) +u lr, t) + °°, 

H 5.1 节 的 (6) 和 (7) 式 可 知 ， 乘 积 解 (4) 可 以 写 为 


u, (z t) = С, si (27% +$, }ып z, (8) 


其 中 С,-/А, + B,° ,$, 的 定义 为 sing, = А„/С„,созф„ = B,/C,. ЖТ п = 1,2,3,…, 驻 波 的 图 
像 以 sin(nxzx/L) 的 图 像 为 基础 ， 随时 间 变 化 的 振幅 为 


C, sin (TF +g). 


另外 ， 从 (8) 式 可 以 看 出 ， 对 于 x 的 一 个 固定 值 ， 每 个 乘积 函数 ww(z， 电 都 表示 振幅 为 
С, |sinCarz/L)| ， 频 率 为 f,=na/2L 的 简 谐 振动 ， 换 句 话说 ， 驻 波 上 的 每 一 点 都 有 不 同 的 振 
幅 ， 但 是 有 相同 的 频率 ， 当 ”一 1 时 ， 


u (x,t) = С, sin (Ft 3-6 )sin rz 


称 为 第 一 类 驻 波 (first standing wave). 第 一 类 正规 方式 (first normal mode) 或 振动 的 基本 方式 
(fundamental mode of vibration). 前 三 类 驻 波 或 正规 方式 如 图 12. 8 В. 虚线 表示 不 同时 间 
的 驻 波 ， 在 区 间 (0，L) 内 ， 驻 波 上 满足 sin(nx/L)z 二 0 的 点 没有 运动 ， 这 些 点 称 为 波 节 
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Cnode)， 例 如 ， 在 图 12.8(b) 和 (c) 中 ， 我 们 可 以 看 到 第 二 类 驻 波 在 L/2 处 有 一 个 波 节 ， 第 三 
类 驻 波 在 上 L/3 和 2L/3 处 有 两 个 波 节 .， 一 般 地 ， 第 x 类 振动 的 正规 方式 有 一 1 个 波 节 . 


a) 第 一 类 驻 波 b) 第 二 类 驻 波 с) 第 三 类 驻 波 
图 12.8 


第 一 类 正规 方式 的 频率 


= а 21 /I 
Ир; р 
称 为 基 频 (fundamental freguency) 或 第 一 谐 波 (first Һагтопіс), 它 和 有 弦乐器 的 音调 有 直接 关 


系 ， 很 明显 ， 弦 的 张力 越 大 ， 它 所 产生 的 声音 的 频率 就 越 高 ， 其 他 正规 方式 的 频率 都 是 基 频 的 
整数 倍 ， 称 为 泛音 (overtone)， 第 二 类 谐 波 是 第 一 泛音 ， 如 此 类 推 ， 


练习 12.4 
在 习题 1 一 8 中 ， 解 波动 方程 (1) ， 约 束 条 件 如 下 所 给 . 
1. и(0, 40-50, u(L, t= 0 2. и(0, 0) =0, u(L, 47-50 
1 841 _ 0 95| (р 
ulr, 0) = gzl х), Jt lo 0 ибх, 0)=0, FP: шал х) 
3. о, 1) =0, u(L, 1) =0 4. и(0, t)=0, ulr, 1) =0 
у, 2“ == 2-4. 2 2 ди — 
и(х, 0), WE 12.9 定义 ， Jil 0 ибх, 0) 464 z), Эт], 
5. и(0, 47-50, u(x, 1) =0 6. шм(0, (2-0, и(1, 47-10 
=0, 2#] =з = ; ди| = 
u(z, 0)=0, 911,0 sinr ulz, 0)=0.015з1п3лт› е 0 
7. и(0, 1) =0, u(L, 2) =0 
hz 02 
L 2 ди 
и(х, 0)= L 5731 =0 
xX t= 0 
2h(1 一 于), 志 +<L 
ди _ ди 2 
8 Talao O Faf 
=r, 2#) = 
ulz, 0)= =, Эт | 0 


这 个 问题 描述 了 一 个 振动 弹性 杆 的 纵向 位 移 ийх» t). 在 х=0 和 z= 上 处 的 边界 条 件 称 为 自由 端 条 件 
({тее-епа condition). 请 参考 图 12. 10. 
9. 一 个 弦 的 两 端 固定 在 + 轴 的 x 一 0 M == L К, 1220. 若 横向 振动 发 生 在 介质 中 ， 这 种 介质 对 运动 施加 
的 阻力 与 瞬时 速率 成 正比 ， 那 么 波动 方程 的 形式 为 
д ѓи а? 


2 и ди 
952 gg +285170 <8< 1522 0. 
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Хо) 
буз IA.) 
lp- 
dd 
- Ag нан ~- + 103 
143 2143 L Х а ГА 
ВД 12.9 图 12.10 


若 弦 在 初始 位 移 f(z) 处 由 静止 释放 ， 求 位 移 ulr, D. 
10. 证 明 边 界 值 问题 


Ou а?и 
552 эр э0« x< xt > 0 
и(0,1)--0.и(л, = 0,21 >—> 0 
Ts 0 < z < x/2 
цул» | 
л—х, n/L KI 


2u 
dt 


= 0,0 <r <r 
0 


= 


ёо уні 
HEH иб) = У) GET sin(2k Dacos МОЕ T + Tt, 
k=l 


11. 长 为 工 的 振动 梁 ， 其 横向 位 称 u(x，) 由 下面 的 四 阶 偏 微分 方程 决定 : 

2 atu, д?и 

д z“ а г? 

如 果 梁 是 简单 支撑 的 (simply supported), 21 12.11 所 示 ， 边 界 和 初始 条 件 为 
и(0,) --0,4й1,1:) = 0.72 0 

а?и д ѓи 

a=], 0, а х? 


= 0,0 << L,t > 0. 


= 0420 


工 一 


и(х,0) = f(x), 1 = g(xzx),0 < z < L. 
“1450 


ибс, t). [提示 : 为 了 求解 方便 ， Эд 3 B HJ ЕТИ А Ñ 
82.1 
12. 车 习题 11 中 梁 的 两 端 在 х--0 和 zr= 工 处 是 嵌入 式 的 (embedded) ， 那 么 对 于 20, 15-33 
и(0,1) = 0.u(L,t) = 0 


ди 
дх 


ВА 12.11 简单 支撑 的 梁 


250 "Эх r= l. 

(a) 证 明 这 个 问题 的 特征 值 是 4 二 xz,/L， 其 中 x, (n= 二 1]，2，3，……') 是 方程 coshrcosx 二 1 的 正 根 . 
(b) 用 图 形 说 明 (a) 中 的 方程 有 无 穷 个 根 . 

ki. (c) 用 计算 器 或 计算 机 求 前 四 个 特征 值 的 近似 值 . 结果 保留 四 位 小 数 . 


13. 考虑 本 节 所 给 的 边界 值 问题 (1) 、(2)、(3)， 若 在 0 之 x<L 上 ，g(x) 二 0, 证 明 这 个 问题 的 解 可 以 写 为 
ulz, D = фа) + Кх-аэ1. 


[提示 : 利用 积 化 和 差 公式 2sing cosh: 一 sin(0 十 0) 十 sin(0, — 62). ] 
14. 无 限 长 弦 的 垂直 位 移 u(x， 由 由 如 下 初 值 问 题 决 定 、 
д?и д?ѓи 


3 х? Күз 


а? , — oo < х < оо, > 0 
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u(z,0) = fO), зи бт). (9) 
t t=0 


解 这 个 问题 可 以 不 用 变量 分 离 法 . 

(a) 证 明 通 过 代 换 £==x 十 at 和 7 一 z 一 对 可 以 把 波动 方程 变 为 9 ?wu/ 9 q98= 0. 

(b) 对 (a) 中 的 偏 微分 方程 进行 积分 ， 先 对 了 进行 积分 ， 再 对 上 进行 积分 ， 证明 ибх, 0) = F(z+at) + 
G(x 一 at) 是 波动 方程 的 解 ， 其 中 下 和 G 是 任意 的 二 次 可 微 函 数 ， 用 这 个 解 和 所 给 的 初 值 条 件 证 明 


F(z)= +f 十 了 


51. g(s)ds+ c, 


Ge) = +f) | 0066 
(c) 利 用 (b) 中 的 结果 证 明 
u(x,t) = +L +a) аа (сод (10) 
注意 当初 始 速度 (х) =0 时 ， 我 们 可 得 


исор = Аа) + fGe — at], — e° < z< e°. 
这 个 解 可 以 看 作 是 两 个 行 波 (travelling wave) 9 ЛП, 一 个 向 右 传播 ( 即 亏 f(x 一 at) ) ， 另 一 个 向 


左 传播 ( 于 F(z 十 ap )， 两 个 波 的 传播 速度 都 为 a， 初始 位 移 SOMA. COR w(x， 的 形式 称 


为 达 朗 贝尔 解 (d’Alembert’s solution). 
在 习题 15 一 17 中 ， 利 用 达 朗 贝尔 解 (10) 解 习题 14 中 的 初 值 问题 АИТАТ. 
15. f(x)=sinr, g(z)=1 16. f(x)=sinr,  g(%)==cosx 
17. fa) ==0, g( x) = sin2=z 
18. 设 习题 14 中 的 初 值 条 件 为 f(x) 二 1/(1 二 zx), g(z)=0, a=1. 绘 出 达 朗 贝尔 解 在 时 刻 :一 0，t 一 1， 
一 3 时 的 图 像 . 
计算 机 实验 作业 
19. 考虑 一 个 无 限 长 弦 的 模型 .在 初始 时 刻 ， 弦 固定 在 三 个 点 (一 1，0),，(1， 0) 和 (0，1) 上 ， 并 且 在 :一 0 
时 刻 同时 在 这 三 个 点 处 释放 ， 这 个 模型 可 以 由 (9) 给 出 ， 并 且 有 
1-131,6 lzl<1 
ek |х|> 1 
(а) Н! ЕТЕП 1—6, 61КЕ dy Ж. 
(b) 用 CAS НКВД Е (100—6, 6] E г=0.2#(#=0, 1, 2, 0s 25) 的 图 像 . 
(co 用 计算 代数 系统 模拟 这 个 解 ， 描 述 弦 随时 间 变 化 的 运动 . 
20. xz 轴 上 一 个 无 限 长 的 弦 ， 在 原点 处 用 一 个 锤子 打击 这 个 弦 ， 锤 头 的 直径 为 0.2in， 描 述 弦 运动 的 模型 
由 (9) 给 出 ， 并 且 有 


和 glr) = 0. 


1, |<x|<0.1 
0, |<z1>0.1 
Ca CAS 给 出 达 朗 贝尔 解 (10) 在 [一 6，6] 上 г=0. 20000, 1, 2, +, 25) 的 图 像 . 
(b) 用 计算 代数 系统 模拟 这 个 解 . 找 述 弦 随 时 间 变 化 的 运动 . 
21. 习题 7 中 振动 弦 的 模型 称 为 氢 弦 模型 (plucked string). Ж ЕЕ z 一 0 和 x 二 上 BF, х=1,/2 处 高 
H r h ОН. А 12.4. 从 :一 0 时 刻 开始 ， 弦 由 静止 状态 释放 ， 
(aH САЗ 绘 出 部 分 和 Se (с, ОЮ, ВИЕ :=0.1e(k=0, 1, 2，…，20) 处 前 六 个 非 零 项 的 和 . 
设 a=1, h=1, Г= т. 
(b) 用 计算 机 代数 系统 模拟 习题 7 解 的 运动 . 


/\х) =0 和 800 = 


12.5 拉 普 拉 斯 方程 


假设 我 们 希望 求 出 矩形 平板 上 稳定 的 温度 x(z，y)， 和 矩形 板 的 垂直 边缘 是 绝热 的 ， 如 
图 12.12 所 示 ， 当 没有 热量 从 板 的 侧面 散失 时 ， 我 们 解 下 列 边 界 值 问题 
9324 | 3’u 


эт ay 7 0«аЕ«а., 0<y<b5b (1) 
= =o, Zul -0, 0<у<Ь Q) ana, 
u(z,0) = 0, и(х,Ь) = f(z), 0 < z< a. (3) 
边界 值 问题 的 解 对 (1) 式 应 用 变量 分 离 法 ulr, у) = 
Х(х)Ү(у), 948 图 12.12 
X Y yg 
X Y 
X +X X = (4) 
Y'— X Y = (5) 
X = су созАх 十 cz вїпАх, (6) 
因为 0<y<b 是 有 限 区 间 ， 因 此 有 解 
Y = cy coshày + c, sinhAy. (7) 


前 三 个 边界 条 件 可 以 化 为 X 00) =0, X'(a)=0, Y(0)=0. 对 XX 微分 ， ЖА х=0, W c = 
0， 因 此 有 Х=сусозАл. ТЖК КК, ЭРЭ ха, HI — с Аѕіпда = 0. 当 4 二 0 或 当 
да=пт, А=птпт/а, n=l, 2, … 时 满足 最 后 一 个 条 件 ， 观 察 到 4 二 0 意味 着 (4) 为 X =0. XT 
方程 的 通 解 是 线性 函数 X 一 cl 十 cz， 而 不 是 (6)， 在 这 种 情况 下 ， 由 边界 条 件 X (0) 一 0， 
Х'(а)=0 可 得 X=c。 这 个 例子 和 前 两 个 例子 不 同 ， 在 这 里 一 0 是 一 个 特征 值 ， 当 4 二 0 时 令 
2 一 0， 可 得 特征 函数 


Х= (е, n = 0 ĤI X = а cos z, 1. 一 1 ,2,…. 


最 后 ， 当 4 之 0 HERY O= 代入 (7) 可 得 c, = 0. 然而 ， 当 X= 二 0 时 ,方程 (5) 可 以 写 
为 到 一 0， 因此 解 为 Y 一 cs 十 cey， 而 不 是 (7)， fg Ү‹О)=0 再 一 次 表示 cs = 0, BW LJ Y= c, y. 因 
此 ， 方 程 满足 前 三 个 边界 条 件 的 乘积 解 为 


Ау, п= ОЖА, sinh Л cos ПЕ, п=1,2,°®. 
а а 
HH жж z n] Е 5—1 Ж# 
и(хуу) = À yt > A, sinh усов Mir, (8) 
在 (8) 式 中 做 代 换 y=b, 8118 
и(х,Ь) = f(z) = A b + > (А, sinh b )eos "лу, 
它 是 函数 了 余弦 形式 的 半 域 展开 . 车 我 们 令 A b =а,/2, А, sinh (nzb/a) = an» n=l, 2, 
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3, ++, 11.3 f BJ (2) 43003) n 


2А, b = 2 fdz, 
a Jo 


1 a 
A = | fdz, (9) 
以 及 
A, sinh b 一 二 | fCa)cos піл, 
а aJo a 


А, = — Š | fl) cos 294, (10) 


asinh 2T ° 

这 个 问题 的 解 由 (8) 中 的 级 数 构 成 ， 其 中 A。 和 A, 的 定义 分 别 是 (9) 和 (10). 

狄 利克 雷 问题 “有 一 类 边界 值 问题 我 们 称 之 为 狄 利克 雷 问题 (Dirichlet problem). 在 这 些 
边界 值 问题 中 ， 我 们 要 在 一 个 有 界 区 域 R 中 (在 平面 上 或 3 维 空间 中 ) 求 椭圆 型 偏 微分 方程 的 
解 ， 如 拉 普 拉 斯 方程 zz=0 的 解 ， 以 使 得 u 可 以 在 整个 区 域 范围 内 取 指 定 的 值 ， 在 练 
习 12.5 的 习题 1 中 ， 要 求证 明和 矩形 区 域 上 的 狄 利克 雷 问题 

9 ѓи д?и 


3 + эу? -0, <ra, 0<y<b 


и(0,у) = 0, и(а,у) = 0, 0<у< ё 
и(х,0) = 0, и(х,б) = f(x), 0О<х<а 
的 解 为 


и(хуу) = >) A, sinh Ty sin Tr, 其 中 A, = 2 [соза птах. 
п=1 


. nnbjJo a 
asinh — 
a 


在 特殊 情况 下 ，f(x) 二 100，a 一 1，6 二 1， 系数 A, 为 A, 王 200 1 .利用 CAS 软件 ， 


我 们 可 以 在 区 域 R: 0<<z<1, 0<y<1 上 绘 出 x(z，y) 所 定义 的 曲面 ， 如 图 12. 13(a) 所 示 . 
在 图 中 可 以 看 到 边界 条 件 是 满足 的 ; 特别 注意 到 y= 1 BF, и = 100, 0<x=<1. 等 温 线 
(isotherm) 或 矩形 区 域 上 温度 ulr, y) 为 常数 的 曲线 可 以 用 CAS 软件 中 等 高 线 绘图 程序 得 到 ， 
如 图 12. 13(b) 所 示 ， 等 温 线 也 可 以 看 成 是 水 平面 u= 80, u 60 等 与 图 12. 13(a) 所 示 的 曲面 相 
交 的 曲线 (投影 在 zy PEE). 注意 整个 区 域 上 最 高 温度 为 4 一 100， 发 生 在 > 一 ! 的 边界 上 . 
这 并 不 是 巧合 。 极 大 值 原理 (maximum principle) 说 明 ， 拉 普 拉 斯 方程 在 具有 边界 B( 如 矩形 、 
圆 形 、 球 形 等 等 ) 的 区 域 R 上 的 解 w 在 B 上 取得 最 大 和 最 小 值 ， 此 外 ， 可 以 证 明 在 R 的 内 部 
不 存在 相对 极 值 ( 极 大 或 极 小 值 ). 这 个 解释 可 以 清楚 地 从 图 12. 13(a) 中 的 曲面 上 看 出 来 . 

秋 加 原理 ” 若 两 个 平行 边界 上 的 边界 条 件 为 齐 次 的 ， 则 和 矩形 区 域 上 的 狄 利克 雷 问题 可 以 很 
容易 地 用 变量 分 离 法 求解 .但 是 ， 若 矩 形 区 域 四 边 上 的 边界 条 件 不 是 齐 次 的 ， 那么 变量 分 离 法 
就 不 适合 这 种 狄 利克 雷 问题 . 为 了 解决 这 个 难题 ， 我 们 把 问题 


2 2 
EET о<х<а, 0<y<b 
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0.2 0.4 0.6 0.8 1 
b) 等 温 线 


图 12.13 


и(0,у) = Е(у), и(а,у) = С(у), 0<у<Ь (11) 
и(х,0) = f(x), ulz,b) = р(х), 0-1 «а 
分 解 为 两 个 问题 ， 每 一 个 问题 的 平行 边界 上 都 具有 齐 次 边界 条 件 ， 如 下 所 示 


问题 1 
一 人 
аа g 02 y uu yap 
Ә 2? 2 у? == м т 24» y 
ш(0,у) = 0, ш (asy) = 0, 0<у<2 
и (2,0) = f(x), u(rz,b) = ga), 0<х<а 
问题 2 
2 2 
аша ш 0.0 pata ae y 
9 х 9 у 


иг(0,у) = F(y) u: lasy) = G(y),0 < y < b 
и, (х,0) -0,и (1,6) = 0,0 < z < a. 
设 刀 和 了 刀 分 别 是 问题 1 和 问题 2 的 解 . 若 定义 u(z, y) =u (x, y) 十 wz《z，y)， 则 可 以 

看 到 满足 原始 问题 (11) 的 所 有 边界 条 件 . 例如 ， 

и(0,у) = ш (0,y) 二 uz(0,y) = 0 + F(y) = F(y), 

u(z,b) = ш (х6) +u: (z,b) = g(z) +0 = g(z), 
等 等 ， 进 一 步 ， 根 据 定 理 12. 1 812 и 是 拉 普 拉 斯 方程 的 解 . 也 就 是 说 ， 通 过 解 问题 1 和 问题 
2， 并 把 它们 的 解 相 加 可 以 得 到 原始 问题 的 解 . 解 的 这 种 可 加 性 被 称 为 琶 加 原理 . 请 参考 
图 12. 14. 


”图 12.14 解 4= 问 题 1 的 解 坟 十 问题 2 的 解 芭 
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请 读者 自行 证 明 问 题 1( 请 参考 练习 12. 5 的 习题 13 和 14) 的 解 为 


ш (х,у) = > (4, cosh = + B, sinh “Лу |sin к, 
а а 


n=1 


其 中 
2 2 [° . пк 
А, = —| Р(х) ѕіп 一 zdz， 
а јо а 
В,= —! (4 g(z)sin хах — А, cosh =), 
sinh 295 `f ~? a a 
a 
问题 2 的 解 为 
tz (х,у) = >) (А, cosh "олт + B, sinh “z sin Tys 
п=1 
其 中 
b 
A,= >| FCy)sin ydy, 
b Jo b 
ё 
В,-- 一 上 一 (了 | G(y)sin Tydy — A, cosh "гар 
‚упт bJo b b 
sinh —a 
b 
练习 12.5 
在 习题 1 一 10 中 ， 解 矩形 平板 的 拉 普 拉 斯 方程 (1) ， 约 束 是 如 下 所 给 的 边界 条 件 . 
1. и(0, y)=0, u(a, y)=0 2. и(0, y)=0, ula, у)=0 
ибх, 0)=0, ulz, b)= f(z) зи =0, ulz, 6) = f(z) 
У 1»y=0 
一 2 ди 2 ди _ 
3. u(0, y)=0, ula, у)=0 4. Эт |, Fal. 0, 
ulr, 0)= f(z), ибх, b) =0 ибх, 0)=zx, ulz, b)=0 
5. и(0, y)=0, ий, y)=1—y 6. и(0, =g), 38 = 
ди ди ди ди 
一 . 一 一 . =0 
3y y=0 0 3y y=1 ду у=0 0 9 у у= к 
7. 38 =u(0, y), ulr, y)=1 8. и(0, у)=0, ull, y)=0 
ибх, 0)=0, ulz, к) =0 281 ибт. 0), ur, 10—76) 
y |»-0 
ди 
9. и(0, у) =0, и(1, у) =0 10. и(0, у) = 10у, 7 一 一 1 
J ж|\;-1 
ибх, 0)=100, ибх, 1)=200 ибх, 0)=0, u(z, 1)=0 


在 习题 11 和 12 中 ， 解 拉 普 拉 斯 方程 (1)， 它 描述 了 沿 y 轴 方 向 的 半 无 穷 平板 . 在 两 道 题 中 均 设 当 y 一 
十 oo 时 ，u(x，y) 是 有 界 的 . 
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绝热 的 


在 习题 13 和 14 中 ， 解 矩形 平板 的 拉 普 拉 斯 方程 (1) ， 约 束 是 如 下 所 给 的 边界 条 件 ， 
13. ибо, у) =0, ula, у) =0 


ulz, 0) = (х), ибх, 5) = р(х) 
14. и(0, у) = Е(у), ula, у) =С(у) 


ибх, 0) =0, ulz, Б) =0 
在 习题 15 和 16 中 ， 用 又 加 原理 解 方 板 的 拉 普 拉 斯 方程 (1)， 约 东 是 如 下 所 给 的 边界 条 件 . 
15. и(0, у)=1, ulz, y)=1 16. и(0, у) =0, и(2, у) =у(2— у) 
ulz, 0) =0, ulr, п) = 1 ибх, 0) =0, 
х» 0“: «1 
их» 2) = 
2 一 过 1<х<2 
计算 机 实验 作业 


17. (а) CAS 的 等 高 线 绘图 程序 绘 出 习题 9 的 解 在 и=170, 140, 110, 80, 60, 30 处 的 等 温 线 . 
(b) CAS 的 3D 绘图 程序 绘 出 部 分 和 5, (zx，y) 的 图 形 . 
18. 用 CAS 的 等 高 线 绘图 程序 绘 出 习题 10 ЕТЕ и--2, 1, 0.5, 0.2, 0.1, 0.05, 0, — 0. 05 处 的 等 
温 线 . 
讨论 题 
19.(a) 在 习题 P, 1#а=б=т, f(z)=100z(x—x). 不 使 用 解 wx(z，y)， 徒 手绘 制 出 定义 在 矩形 区 域 
0<x<x=, 0<y== 上 的 曲面 . 
ORE иїЕО« «л, 0<у<л 上 的 最 大 值 是 多 少 ? 
Ы, “co) 利 用 (a) 中 的 信息 计算 习题 1 中 所 得 答案 的 系数 然后， 利用 CAS 中 的 3D 绘图 程序 绘 出 部 分 和 S; (>, 
D, В 0а) 0« «ял, 0<<y<x 上 的 解 前 五 个 非 零 项 的 和 .从 不 同 的 角度 比较 它 和 (a) 中 绘 出 
的 图 形 . 
20. 在 习题 16 +, Ж u 091952, 0<у<? 上 的 最 大 值 是 多 少 ? 


12.6 非 齐 次 方程 与 边界 条 件 


若 偏 微分 方程 或 边界 条 件 是 非 其 次 的 ， 则 变量 分 离 法 将 不 适用 于 解 这 类 边界 值 问题 ， 例 
如 ， 若 有 限 长 度 的 杆 的 内 部 以 常 速率 "产生 热量 ， 则 热传导 方程 变 为 下 面 的 形式 ， 


и р ди (1) 
2 
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方程 (1 是非 章 次 的 ， 很 容易 可 以 证 明 它 是 不 可 分 离 的 ， 另 一 方面 ， 我 们 希望 当 边 界 z=0 和 
x 二 上 分别 维持 在 非 零 温度 &1 和 ks 时 解 一 般 的 热传导 方程 kua Su. КЕК ulr, = 
X(z)T(bO 可 以 分 离 偏 微分 方程 ， 但 是 我 们 很 快 会 发 现 不 能 求 出 特征 值 和 特征 函数 ， 因 为 从 
и(0, 0) = ХО) ТО) =k Ж (L, = ХОТО) =k ЖЗ t fn 28 Ж. 

因 变 量 的 改变 有 一 些 包 含 非 齐 次 方程 和 非 齐 次 边界 条 件 的 问题 可 以 通过 把 因 变量 и 变 为 
新 的 因 变 量 о 的 方法 来 求解 ， 需 要 做 代 换 wu 二 wv 十 g， 这 种 方法 的 基本 思想 是 求 出 y， 它 是 单 变 
量 函 数 ， 然 后 可 以 使 得 双 变 量 函 数 v 满足 齐 次 偏 微 分 方程 和 齐 次 边界 条 件 ， 下 面 的 例子 给 出 了 
具体 的 求解 过 程 . 

非 齐 次 方程 与 边界 条 件 

解 方程 (1) ， 边 界 条 件 为 

и(0,/2ы = 0, ull,t) цо» 4290 
и(х,0) = Ра), 0 < x< 1. 

解 在 zx=1 处 的 方程 和 边界 条 件 都 是 非 齐 次 的 ， 如果 令 ulr, O ох, Ю+ф(х), BB 

么 有 


д?и д? 


” ди 94 
ty 和 i = 20 


把 这 个 结果 代 人 (1) 式 ， 得 到 


二 二 一 (2) 
若 令 少 满足 
Ю 十 > 一 0 或 多 一 一 元， 
则 方程 (2) 可 以 化 为 齐 次 方程 . 
对 上 面 的 方程 积分 两 次 ， 然 后 可 以 得 到 
ф(х) 一 一 яр +c z+ c. (3) 
然后 有 
и(0,) = 000,1) 400) = 0, 
и(1,1) = vt) +O) = ш. 
若 有 


000) = 0 #l (1) = uo, 
则 可 得 000, 2) =0, 001, 0 =0. 
把 最 后 两 个 条 件 代 入 (3) 式 依次 可 得 =0› а ор ио. Й 


r 


ро) = за + (т). 


BE, EIAI ula, =u, ODRA, R оС, 0) =и(х, 0)—ф(ж)= f(z)— 
g(x)， 因 此 为 了 求 v, 0, 我 们 可 以 用 变量 分 离 法 解 这 个 新 的 边界 值 问题 
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53 = зу 0<х< 1, >0 
v(0,1) -0,0(1,) = 0, > 0 
002,0) = f(z) + а? — (эк tuz. 
用 一 般 的 方法 可 以 解 出 
(ху) = 5 A, e "t sinnxz, 
n=1 
其 中 
1 
A, = ?| [ræ +y 一 (у t% )= уппа, (4) 
RJA WEDA ulr., 已 相 加 ， 可 以 得 到 原始 问题 的 解 
и(х,#) =— зр" + (zz +% )z + > А, ев" sinnxz, (5) 
这 里 A, 的 定义 如 (4). ш 


观察 (5) 式 发 现 当 1-> 十 co 时 ，u(z，t)>y(z)， 在 解 热传导 方程 的 教程 里 ，y 称 为 是 稳定 
解 (steady-state solution). E A 4 г Боо, v(x， t+)->0， 所 以 v EA E B i A (transient 


solution). 


КЖ 4 二 v 十 yy 也 可 以 用 在 包含 波动 方程 和 拉 普 拉 斯 方程 的 问题 中 . 


练习 12.6 

在 习题 1 一 2 中 ， 解 热传导 方程 ku. Su, 0<x<1, 120, 约束 条 件 如 下 所 给 . 

1. и(0, 1) =100. u(l, t)=100 2. и(0, =u, ull, 05-50 
ulr, 0)=0 ulr, =f) 

在 习题 3~4 中 ， 解 偏 微 分 方程 (1)， 约 束 条 件 如 下 所 给 . 

3. u(0, О=мш, ull, t)=w 4. и(0, (=u, u, =u 
ulz, 0)=0 и(х, 0)= f(x) 

5. 解 边 界 值 问题 


9 ѓи -e n би 
k 2 + Ае = zp pOK 


и(0,) = 0,u(1,2) = 0, — 0 
и(х,0) = f(x),0 < zx < 1. 
当 热量 产生 于 一 个 细 杆 内 部 ， 并 且 来 源 于 某 种 物质 的 放射 性 衰减 时 ， 偏 微分 方程 的 形式 为 热传导 方程 . 
6. 解 边界 值 问 题 
3’u 


£3 


-hu = 58, O< < ж, 0 


и(0,(0) = 0,и(, 2) = ио, > 0 
и(х,0) = 0,0 < z < x. 

7, 求 边界 值 问 题 
8 ч ди 


Ё ах? hlu uo ) КҮШ 


0<х< 1, t—0 


и(0,1) = цоум (164) = 0, —>— 0 


偏 微 分 方程 及 直 肩 坐标 系 下 的 边界 值 问 题 453 


u(z,0) = f(z=),0 < =< < 1 


的 稳定 解 (>). 
8. 如 果 习 题 7 中 的 细 杆 沿 x 轴 方 向 是 半 无 限 的 ， 并 且 热 量 从 它 的 侧面 辐射 到 温度 为 零 的 介质 中 ， 同 时 
还 有 
u(0,2) = wo limulz,t) = 0,t > 0, 
u(z,0) = f(z),x > 0. 
求 稳定 解 ОС). 
9， 当 振动 弦 受 外 部 垂直 力作 用 ,并且 这 种 外 力 的 大 小 和 其 与 弦 左 端的 水 平 距 离 有 关 ， 那 么 波动 方程 的 形 
式 为 
2 92u а? 
а а? шин 9 27 


这 里 A 是 常数 . 解 这 个 偏 微分 方程 ， 约 束 条 件 为 
и(0,09 一 0,401, = 0,17 0 


"911: 
10， 一 个 弦 初 始 时 刻 静 止 在 zx 轴 上 ， 并 且 在 zx=0 和 z==1 ДАЕ ХШ F. Ш ОН, ЖЕНИ 
重力 作用 下 向 下 弯曲 ， 那 么 位 移 ил» ОЙН 


Е АЯ? д ѓи 
2 -- = —- — 
э? £ 92 0< «1 20, 


这 里 g ВЕЈЛ. H ul, D. 
11. 求 如 图 12.17 所 示 半 无 穷 平板 上 的 稳定 温度 и(х, у). 设 当 z 一 十 co 时 ， 温 度 是 有 界 的 . [提示 : 试 一 

F ulr, y)= (x=, y) +96). J 
12. 泊 松 方程 (Poisson’s equation) 


a 


924, ди 
ат. | 
在 许多 与 电势 相关 的 问题 中 都 能 磁 到 ， 解 上 面 这 个 方程 ， 其 约束 条 件 为 “=0 
u(0,y) = 0,u(x,y) = 1,y> 0 0 


и(х,0) = 0,0 < z < л. 


12.7 正 交 级 数 展开 


对 某 种 类 型 的 边界 条 件 ， 用 变量 分 离 法 和 合 加 原理 可 以 得 到 其 三 角 函 数 形式 的 级 数 展开 ， 
而 不 是 储 里 叶 级 数 ， 在 本 节 中 ， 为 了 解 这 类 问题 我 们 将 使 用 正 交 级 数 展开 的 概念 或 11. 1 节 中 
介绍 的 广义 傅 里 叶 级 数 . 

正 交 级 数 展开 的 使 用 

一 个 单位 长 度 的 杆 ， 热 量 从 它 的 右边 界 散失 到 周围 介质 中 ， 介 质 温度 恒 为 零 ， 那么 这 个 杆 
的 温度 由 下 面 的 约 东 条 件 决定 : 


9 2u ди 
= , 1, #20 
二 > 


uO 20, E| =h, D, h>0, t>0 
д х r=1 
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u(z,0) = 1, 0 < x< 1. 
解 出 ulr, t). 
Юй ”由 变量 分 离 法 可 得 
ХА X=0,T +AT = 0, (1) 
X(x) = с, соѕАх +c: ѕіпл 和 T(z) = c; e 
因为 一 XT， 所 以 我 们 可 以 把 边界 条 件 写 为 


ХО) = ОЯ Х' (1) =— АХ (1). (2) 
由 (2) 中 的 第 一 个 条 件 马 上 可 以 得 到 с, 0. 把 (2) 的 第 二 个 条 件 代 和 ХС) саах, 818 
AcosA =— hsinà 或 їапА 一 一 А. (3) 


H 11.4 节 例 2 的 分 析 可 知 ，(3) 中 后 一 个 方程 有 无 穷 个 根 . 这 个 正 根 序列 Cn 1, 2, 3, +) 
是 该 问题 的 特征 值 ， 相 应 的 特征 函数 是 Хх) Sesine, п=1, 2, 3, +. 因此 有 


и, = XT = A, ev sin), z Mulet) = У) A, е7 sinh, z. 
n=l 


4 1 一 0， ulz, 0) 一 1， 0<х<1, 所 以 有 
1 = `; A, sina, z. (4) 
п=1 


ОВ СЕ СЭН, CE EX BG ЖОЕ ОСЛЕ ЭГ, KE E ЗЕ АСЕ 1ЕЙНЖ 
图 姆 - 刘 维 尔 问题 得 到 的 ， 而 这 个 正则 施 图 姆 - 刘 维尔 问题 是 由 (1) 中 的 第 一 个 微分 方程 和 边界 
条 件 (2) 构 成 的 ， 因 此 我 们 有 一 个 特征 函数 集合 {sinh,z)}，n 一 1，2，3，…， 这 里 的 定义 为 
tan4 二 一 A/h， 在 区 间 [0，1] 上 它 关于 权 函 数 p(x) 二 1 是 正 交 的 . 令 11.1 节 (8) 中 的 f(z) 二 1 
可 得 

| sinh, тах 


A, 一 1 . (5) 
| sin? А, хах 
0 


为 了 计算 每 个 特征 函数 平方 形式 的 积分 ， 我 们 使 用 三 角 恒 等 式 


[siw А хах = Ч, [1 — соѕ?А, х Јах = >|! 一 звід, |. (6) 
0 2 Jo " 2 23, 


利用 зшш2дХ, = 28104, соѕА, › А„созА„ = T hsinà, » 可 以 把 (6) 式 简化 为 
[sin А, хах = I [h + cos? А, ]. 
0 2А 

并 且 有 

1 1 1 1 

| sin), хал 一 一 一 COSAn z| = —[1 — cosà, ]. 

0 А, 0 Àn 

因此 (5) 式 可 以 写 为 


2h(1 — cosA,) 


A, = — h os A) 
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最 后 ， 边 界 值 问题 的 解 为 


1- Ал ы, ， 
и(х,) = 2h >, ыр Бу Әм sin), z. m 
正 交 级 数 展开 的 使 用 
单位 长 度 的 扭转 振动 杆 ， 其 招 角 为 G6(x，) 由 下 面 的 约束 条 件 决 定 : 


a 20 370 

2 = 

а 572 227 0<x<1, 0-0 

0(0,1) = 0, 20 = 0, t— 0 
9 х 工 一 1 

9 

00,0) = х, | =o о<х<1. 
91 |,-, 


请 参考 图 12. 18. х=1 处 的 边界 条 件 被 称 为 悬空 端 条 件 . Я ӨС, 0). 2 
解 ” 利 用 60=XT， 可 得 =R 
X’ + X=0,T +a АТ = 0, 0 扭转 杆 、 1 
X(x) = c, соѕАх + c; sinz ЖТС) = cs cosaÀ)t + с, sinaAt. 
由 边界 条 件 X(0)—0 以 及 X (1) =0 分 别 可 得 c =0, с;созд=0. BBS 图 12.18 
余弦 函数 在 x/2 的 奇数 倍 处 等 于 零 ， 所 以 这 个 问题 的 特征 值 为 4 一 (22 一 1)(Cr/2)，72 一 1，2， 
3，…， 再 由 初始 条 件 厂 (0)=0 可 得 с =0, [Ж 
0, = XT = А, cosa (2 Jnisin( к. 


2 
为 了 满足 剩 下 的 初始 条 件 ， 我 们 构造 


` 20-01 2(2п-01 
(zx,t) = A, . (7) 
(x,t > cosa ( 5 )z=sin ( 2 )z= 
当 1 二 0 时， 对 0 过 x 三 1， 我 们 一 定 有 
000.0) = х = Ў) А, sin( 2 хх (8) 
n=1 


如 例 1 所 示 ， 特 征 函 数 的 集合 [sin (2 一 )wz | Ce 一 1，2，3，…)? 在 区 间 [0，1 上 关于 权 函 数 


p(z) 一 1 是 正 交 的 ， 级 数 У) Asi e 不 是 伟 里 叶 正弦 级 数 ， 因 为 正 弦 的 参数 不 是 
nz/ 的 整数 倍 ( 本 例 中 了 一 1)， 这 个 级 数 是 广义 傅 里 时 级 数 ， 因 此 由 11.1 节 的 (8) 式 可 知 ， 
(7) 的 系数 是 


| хчл(255- )rzdz 
А 2 . 
" 1. ёН 
| sa 2 )z=dz 
计算 这 两 个 积分 ， 然 后 可 以 得 到 
8( "н 
А. = (2п — 1)? х. 


所 以 扭 角 为 
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g(r) = Š У (= 1)" cosa (211) „(221 
= 24 (2п — 1) 2 2 = = 
练习 12.7 
1. 在 例 1 中， 车 杆 的 左 端 是 绝热 的 ， 求 温度 ulr, D. 
2. 解 边界 值 问 题 
k — = 58,0 42410220 
и(0,1) = odej == hlull,t)— us) h > 0,t > 0 


и(х,0) = f(z=),0 < z < 1. 
3. 求 矩 形 板 的 稳定 温度 ， 其 边界 条 件 为 


а 
и(0,у) = 0,52 =— hulasy) 0< y< b 


х=а 


и(х,0) = 0,u(z,b) = f(z),0 < z < а. 


4. 解 边 界 值 问题 
3? а? 
зу = 0:031, 0 
и(0,у) = ua ,limu(z,y) = 0,0 < у < 1 
2u = 0,2“ ==— hu(z,1),h > 0,z > 0. 
а у|у=о а y |y= 
5. 长 为 上 的 杆 ， 车 初始 温度 为 fO), ЗЕН z=0 端 有 恒定 的 温度 零度 ，z 一 工 端 是 绝热 的 ， 求 温度 ulr, D. 
6. 解 边 界 值 问 题 
du _ аѓи 
аз уст = ар ф< т<, 0 
ш0,0-0,Е25| 一 Fe>o 
Ж | 
u(z,0) = 0,24 =0,0 < z< L. 
t t= 0 


解 xz， 六 表示 振动 弹性 杆 的 纵向 位 移 ， 左 端 固定 ， 右 端 受到 大 小 为 FF 的 常 力 ， 请 参考 图 12. 10. ЕЖ 
常数 ， 称 为 弹性 模 量 . 


7. 解 边 界 值 问 题 
Ə ѓи д?и 
= Ч, 1.0 1 
P= ду? 0,0 < z< < < y < 
ди 一 
五 一 = 0,u(1,y) = u +0 < y < 1 
а х |;-0 


и(х,0) = 0.95 0,045 <1. 
У 


ий! 


单位 长 度 的 杆 ， 其 初始 温度 为 /(z)， 在 它 的 两 端 х=0 fl х=1 处 和 周围 介质 有 热 交换 ， 介 质 温度 便 为 


9 


Ж. 证 明 
u(z,t) = 了 Aueran (An COSAnT + ҺәіпА,х), 


n=l 
其 中 A, = aa |, ое Аід) йл ‚ А, (n=l, 2, 3, ) Æ tanà = 2Ah/ QA? — А?) 


的 连续 正 根 . 
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9. 一 个 振动 的 悬臂 梁 左 端 (z=0) 嵌 在 支撑 物 内 ， 右 端 (z 一 1) 是 自由 的 . 请 参考 图 12.19. 梁 的 横向 位 移 
xz， 力 由 如 下 边界 值 问题 决定 : 


3u , Iu _ 
TaT a a 

Ə 
и(0,0-0,55| = 0,2220 

T | zx=0 
Әд ѓи 9 u 
322 | = 0,323 1 = 0, > 0 

ди 
и(х,0) = f(c), FF. в(х),х 50, 
ви 


(a) 利 用 分 离 常数 X*， 证 明 这 个 问题 的 特征 值 由 方程 cos А cosh 4 二 一 1 决定 . 
Ы, (b) 用 计算 器 或 计算 机 求 出 前 两 个 正 特 征 值 的 近似 值 . 
10. (a) 求 一 个 方程 ， 当 习题 9 中 梁 的 端点 z=0 和 zx 一 1 都 是 嵌入 式 时 ， 它 定义 了 这 个 问题 的 特征 值 . 
Ы, (b) 用 计算 器 或 计算 机 求 出 前 两 个 正 特征 值 的 近似 值 . 


12.8 ”含有 双 变 量 侍 里 叶 级 数 的 边界 值 问题 


到 目前 为 止 ， 我 们 只 介绍 了 求解 一 维 热传导 方程 和 波动 方程 的 解法 .在 本 节 中 ， 我 们 将 介 
绍 如 何 扩 展 变 量 分 离 法 求解 包含 二 维 偏 微分 方程 的 问题 ， 因 为 未 知 函数 是 三 个 自 变量 +、y、 
‚ 的 函数 ， 所 以 若 假设 特 解 的 形式 为 XCz)YCy)T() ， 则 会 很 自然 地 推出 双 变量 z ЯП у 的 傅 里 
叶 级 数 . 

在 本 节 的 练习 中 ， 我 们 也 将 会 考虑 三 维 空间 的 拉 普 拉 斯 方程 . 


图 12.20 图 12.21 


二 维 热传导 方程 和 二 维 波动 方程 设 如 图 12.20 所 示 的 矩形 区 域 是 一 个 薄板 ， 其 上 温度 u 

是 时 间 t 和 位 置 Cz，y) 的 函数 那么， 在 合适 的 条 件 下 ， 可 以 证 明 их, у, t)W8 E — 2248 
5 37 Я# (two-dimensional heat equation) 

д ѓи du\ ди 

авт) ар D 

另 一 方面 ， 设 图 12.21 表示 一 个 矩形 框架 ， 它 上 面 有 一 个 弹性 薄膜 被 伸展 成 矩形 (形成 一 个 矩 

形 鼓膜 )， 如 果 薄 膜 振动 起 来 ， 那 么 它 的 位 移 “ 也 是 : 和 位 置 C(zx，y) 的 函数 ， 这 个 位 移 在 zy F 

面 上 测量 (横向 振动 )、 若 振动 是 微小 的 、 自由 无 阻尼 的 ， 那 么 u(xX，y， t) 满 足 二 维 波动 方程 


(two-dimensional wave equation) 
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д 21 9 u ә? 
2 и 
“(з куу)” Z: (2) 


在 下 面 的 例子 中 ， 我 们 对 含有 (1) 式 的 边界 值 问题 使 用 变量 分 离 法 求解 . 

二 维 热流 方程 

求 如 图 12.20 所 示 平 板 上 的 温度 ulr, у, D, WAREN fz, у), ШЛАН УЖ. 
шт ”我 们 必须 求解 


4 ?и 92цү. ди 
352553) 917 0< х < Ё, 0<у< с, t> 0, 


约束 条 件 为 
и(0,уу) = 0, u(b,y,t) = 0, 0—< y—< c,t— 0 
и(х,0,/) = 0, и(х,с,) = 0, 0< z< 6,2 0 
и(х,у,0) = (х,у), O< z< b, 0<у< c. 
为 了 分 离 偏 微分 方程 中 的 三 个 自 变 量 ， 我 们 试图 找到 一 个 乘积 解 ulr, у, = X(z)Y(y) 
ТО). 把 这 个 假设 代 人 方程 中 得 到 
ЬСХ”ҮТ + XYT) = ХҮТ” 
或 
x Y T 
Хо YT iT (3) 
因为 (3) 的 左边 仅 依赖 于 xz， 右边 仅 依赖 于 y 和 t， 所 以 我 们 必须 令 两 边 同时 等 于 一 个 


常数 一 A、 


X _ Y T _ : 
Х Y ТТ А 
因此 有 
X +X X= 0, (4) 
Y Т үд 
yr (5) 


用 同样 的 推导 过 程 ， 如 果 我 们 在 (5) 式 中 引进 另外 一 个 分 离 常 数 一 * ， 那 么 有 


Y = ? 和 ass =— и, 
Y +e Y=0, T Hk ӘТ = 0. (6) 
方程 (4) 和 (6) 的 解 分 别 为 
X(X)= ci созАл + с; sinAx， (7) 
Ү(у) = cs cosuy + c, SINY s (8) 
ТО) = су ен, (9) 
但 是 由 边界 条 件 


и(0, у») = 0, u(b,y,t) = 0 X(0) = 0, хо) = 0 
иСх,0,09 = 0, u(z,c,t) = 0 Y(0) = 0, Ү(с) = 0. 
把 这 些 条 件 代 人 (77 和 (8) 式 ， 可 得 a =0, c, 0, c.sinab=0, c віпис= 0. 从 后 两 个 方程 依次 得 到 


| 可以 得 到 | 


ттт 


А = р 


‚о m= 1,2,3"; = = п = 1,2,3,.. 
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因此 满足 边界 条 件 的 二 维 热传导 方程 的 乘积 解 为 
Мин (ду?) = A екот tao Te sin zsin ‚лу , 


其 中 Aw 是 任意 常数 ， 因 为 我 们 有 两 个 独立 的 特征 值 集合 ， 所 以 我 们 易于 用 警 加 原理 求 出 双 和 
形式 的 解 


ulz, yt) = > > Amn et Emah Hano? T sin "хаш "лу. (10) 
在 :=0 处 ， 我 们 一 定 有 
u(z,y,0) = f(z,y) = У) >) Am sin хыт "Бу, (11) 
m=1 n=l 


我 们 可 以 给 (11) 式 两 端 乘 以 sin(m xz /b)sin(nxy/c) HEEE Krb, Ky <c ERIR 
数 A， 可 得 


a f Сх, у) ѕіп "esin T "атау. (12) 
c 


因此 这 个 边界 值 问题 的 解 为 (10) ， 系 数 4 的 定义 为 (127). = 
系数 为 (12) 的 级 数 (11) 称 为 双 变 量 正统 级 数 (sine series in two variable) 或 双 正 弦 级 数 

(double sine series). 下 面 我 们 介绍 双 变 量 余弦 级 数 (cosine series in two variable). 
定义 在 矩形 区 域 0<<><b, 0<«у<с 的 函数 f(z， y) 的 双 余 弦 级 数 (double cosine series) 为 


A = 


f(z,y) = Ао + > Ав cos лнэ + > Aon cos ==, 


оо 


пт 
+ У) > A cos MT cos — y, 
T b c 
m=l n=l 


其 中 
Av = 二 | [ Ғ(х,у)хаіу, 
bc 
A, = Ё| |р Сх, у)соѕ 7, тахау» 
bc 0 
А, = 211 f a, y)cos 全 ydzdy， 
Å m = 二 | | ЇСх,у?сов MT cos 全 ydzdy. 
bcJoJo b 
请 参考 练习 12. 8 的 习题 2. 
练习 12.8 


在 习题 1 一 2 中 ， 解 热传导 方程 (1)， 约束 条 件 如 下 所 给 . 
1. ш(0, y, 1)=0, ux, у, t)=0 
ибх, 0, 1)=0, ибх, т, Г) =0 


ибх, У» 0) =w 


=0, 一 0 

> дох|х=о дх|\у=1 
ди ди 2 
a y| y=0 , 9у|,»-4 


460 第 12 + 


ulz, у, 0)= xy 
在 习题 3—4 中 ， 解 波动 方程 (2) ， 约 东 条 件 如 下 所 给 . 
3. и(0, у, t)=0, ulz, у, t)=0 

ибх, 0, 1) =0, ulz, x, t)=0 

ulr, у, 0) = хубх— л) (уж) 


ди 
дї 


=0 


t=0 

4. и(0, y, t)=0, и, y, t)=0 
u(z, 0, t)=0, ибх, с, t)=0 
ulz, у, 0)= (х, y) 


ET BY >) 
在 如 图 12. 22 所 示 的 直角 平行 六 面体 中 ， 稳 定 的 温度 w(x，y，z) 满 足 三 维 拉 普 拉 斯 方程 
92ц 2°? а?и 
э tay әй © (13) 


5. Ж ЖАТУУ ЖН ТИЙ C= ЕРШЕ f(x，y)， 并 且 其 余 各 面 温 度 恒 为 零度 ， 解 拉 普 拉 斯 方程 (13). 
6. 车 平行 六 面体 的 底部 (z= 二 0) 保 持 温度 f(zx，y)， 并 且 其 余 各 面 温度 忆 为 零度 ， 解 拉 普 拉 斯 方程 (13). 


第 12 章 复习 题 
1. 利用 变量 分 离 法 求 


а ѓи __ 
Эхду “ 
的 乘积 解 . 
2. 用 变量 分 离 法 求 
Iu Ièu ди ди 
э ау? а +257 0 
的 乘积 解 . 有 可 能 选择 一 个 分 离 常 数 使 得 X 和 Y 都 是 振荡 函数 吗 ? 
3. 求 边 界 值 问题 
p Z IE ocaecat 
и(0,1) = шо, ди = u(m,t) — ui t > 0 
СР 
u(z,0) = 0,0 < x< < x 
的 稳定 解 ф(х). 


4. 对 习题 3 中 的 边界 条 件 做 出 物理 上 的 解释 . 
. 单位 长 度 的 弦 在 上 =0 时 沿 х 轴 正 向 展开 . 弦 的 两 端 +==0 和 x=1 在 !>0 时 固定 在 xz 轴 上 .车 初始 速度 
g(x) 如 图 12.23 WR, RMB ulr, р). z0 
6. 若 作用 于 弦 上 的 外 部 垂直 方向 的 力 正 比 于 其 与 弦 左 端的 水 平 距 离 ,  Їү, 
偏 微分 方程 


сл 


是 波动 方程 :2>0 时 ， 在 zx 一 0 处 弦 固 定 在 х 轴 上 方 一 单位 处 , ҮЕ z=1 图 
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处 固定 在 z 轴 上 . 若 弦 的 初始 位 移 为 Sa, RAB ul, t). 
7. 如 图 12.24 所 示 ， 求 方 板 上 稳定 的 温度 分 布 и(л» у). 
8. 如 图 12.25 所 示 ， 求 半 无 限 板 上 稳定 的 温度 分 布 u(z, у). 


绝热 的 


图 12. 25 


9. 车 边界 y=0 和 y 一 x 处 在 任何 时 刻 温度 都 为 零 ， 在 这 种 情况 下 解 习题 8. 
10. 如 图 12.26 所 示 ， 若 初始 温度 为 wx ， 求 宽度 为 2L 的 无 限 板 上 的 温度 wx(z，zi. [提示 : ulr, 0)=uo 
(—L<=<L)E х ЖИВЖ. | 


11. 解 边界 值 问题 
du ди 
Е атаа 
и(0,) = 0,и(т,1) = 0,22 0 
и(х,0) = sinz,0 < z < x. 
12. 解 边界 值 问 题 
2 
k 3-4 + sin2x= = Э#о<т<1н>0 
u(0,t) = O,u(1,t) = 0,290 
и(х,0) = sinxz,0 < zx < 1. 
13. 求 问题 
9 2 ðu gu ди 
gg te аа” эг +2 аг 006 2 <€ st 2> 0 | 
и(0,0) = 0, и(тх,) = 0,t > 0 
ди жы! 
Эг = 0,0 < z< х 
级 数 形式 的 解 . 不 要 计算 级 数 中 的 系数 . 
а? 9 9 
14. 一 种 既 在 介质 中 扩散 又 在 介质 中 对 流 的 物质 ， CHRE ca, 满足 偏 微分 方程 атаи 


h 是 常数 . 
解 这 个 方程 ， 约 束 条 件 为 
с(0, = 0,c(1,t) =0,t>0 
0002,0) = е0 2221, 
这 里 co 是 常数 . 


鼓 声 的 形状 ; 见 13.2 节 习 题 13 
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到 目前 为 止 ， 所 有 关于 边界 值 问 题 的 讨论 都 是 在 直角 坐标 系 下 进行 的 . 但 是 ， 如 果 我 们 希 
望 求 圆 盘 、 圆 柱 或 球 内 的 温度 ， 那 么 就 分 别 需 要 在 极 坐标 、 柱 坐标 和 球 坐 标 下 来 描述 这 些 问 
题 ， 在 这 三 种 不 同 的 坐标 系 下 表述 拉 普 拉 斯 算 子 V’ u 是 很 基本 的 . 在 13.2 和 13. 3 节 中 ， 我 
们 将 使 用 传 里 叶 - 贝 塞 尔 级 数 和 傅 里 叶 - 勒 让 德 级 数 的 原理 求解 方程 . 


13.1 极 坐 标 下 含有 拉 普 拉 斯 方程 的 问题 


极 坐 标 系 和 直角 坐标 系 下 坐标 的 关系 为 
х = rcos0,y = rsing Ц r? = z’ + у? tanb = у/х. 
请 参考 图 13.1. 第 一 对 方程 把 极 坐 标 (+，0) 转 换 为 直角 坐标 (x，y); 第 
二 对 方程 把 直角 坐标 转换 为 极 坐标 。 这 些 方程 使 得 我 们 可 以 把 函数 ul, 


y) 的 二 维 拉 普 拉 斯 算 子 
932и | 92u 


V?’ u= 


д а? д у? 
转换 成 极 坐标 系 下 表示 的 算 子 . 
极 坐 标 系 下 的 拉 普 拉 斯 算 子 读者 可 以 用 偏 导数 的 链 式 法 则 证 明 图 13.1 
ди_ ди Ər ди 90 _ 3u sin ди 
da ЖК pos оле ЭГ 
ðu ди дт ди 20 _.. ди | со80 ди 
Эу ar yt 0 ду шыт r 38 
9242 92ц _ 2sin0cos0 du | sin? Ө Ə°u sin? Ө ди | 2sin0cos0 ди 1 
та Г ШЕ ШТ ДЫШ: ты ний! ван 
Cl” Ә ѓи, 2singcosbg д°и | cos? 9u, cos 0 ди _ 25іпӣсоѕӣ ди 2 
у T ara30 т? 20? Т г дт т? 90 кы, 


把 (1) 式 和 (2) 式 相 加 ， 并 简化 可 得 и 在 极 坐 标 系 下 的 拉 普 拉 斯 算 子 
Ə*u | д?и Iw, 1 ди 


Чин ати l аир 1 дїн 
ийг? 3y Ә т ат т 968 
在 本 节 中 ,我们 将 集中 讨论 极 坐标 系 下 拉 普 拉 斯 方程 的 问题 ; 

924, 1 ди, 1 gu 


464 第 13 章 


我 们 的 第 一 个 例子 是 圆 盘 的 狄 利克 雷 问 题 . 

圆 盘 上 的 稳 态 温度 

求 半径 为 c 的 圆 盘 上 稳定 的 温度 分 布 x(~，0)， 若 圆周 的 温度 为 
и(с, 0) = f(0), 0<0<2п. 请 参考 图 13. 2. 

М ”我们 必须 求解 拉 普 拉 斯 方程 


д?и, 1 ди, 1 д'и 
э ак 9 ө? 


其 约束 条 件 为 uClc, 0) = f(0), 0-10-22х, 


= 0,0 < 0 < 2лх,0< r < c+ 


如 果 我 们 定义 u= R(r)0(0), АНЖЕ ВА А18 图 13.2 
К дэв? 
R [2 
以 及 
rR +В’ АЕ = 0, (3) 
Ө +à Ө = 0. (4) 
(4) 的 解 为 
Ө = ci cosà + czsinàð. (5) 
方程 (3) 是 柯 西 一 欧 拉 方程 ， 它 的 通 解 为 
R =c: сг. (6) 


这 个 问题 没有 显 式 条 件 使 得 我 们 可 以 求 出 任何 一 个 系数 或 特征 值 ， 但 是 这 里 有 一 些 隐 式 
条 件 . 
首先 ， 我 们 的 直觉 是 希望 温度 u(r，0) 在 圆周 rc 的 范围 内 .并且 温度 “应 该 在 圆 内 给 定 
点 有 同一 个 温度 ， 即 使 是 用 极 坐标 表示 这 个 点 .因为 点 (r，6 十 2m) 等 价 于 点 (r，9) ， 所 以 我 们 
— EH ulr, 0) =ибғ, 0420). Ж), WE u(r，09) 的 周期 为 2x. 当 且 仅 当 一 2， 这 里 
一 0,1，2，… 时 ，(4) 的 解 的 周期 为 2r。 因 此 对 于 xz>0，(5) 和 (6) 式 可 以 写 为 
Ө = с,совп@ + c;sinn0, (7) 
R = csr" + cr ". (8) 
观察 到 (8) 中 r "=1/r". 为 了 把 解 的 范围 限制 在 圆 盘 的 中 心 ( 即 + 二 0)， 我 们 必须 定义 c = 0. 
КИЯ] =n, 9 
и, = RO = +" (A,cosn0 + В„зїпп@). (9) 
其 中 cac сас Н А,Лй B, К. 
关于 上 面 这 个 表达 式 有 一 点 要 说 明 ， 即 2 一 0 是 一 个 特征 值 ， 对 于 这 个 值 ，(3) 和 (C4) 的 解 
不 能 由 (5) 和 (6) 式 给 出 ， 微 分 方程 @ =0 A R'+rR'=0 的 解 是 
Ө = cs0 十 ce UR R = cr 十 celnr. 
周期 性 要 求 cs 二 0， 并 且 我 们 希望 温度 在 r=0 处 是 有 限 的 ， 因此 有 cs 二 0， 在 本 例 中 ， 偏 
微分 方程 的 乘积 解 仅 为 
uo = Ас», (10) 
其 中 ARAR сс. 
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然后 由 丢 加 原理 可 得 ийг, 07-12 u, 或 
u(r,0) = Au + У) r" (A, cosn0 + B, sinn0). (11) 
n=1 
最 后 ， 把 r=c 处 的 边界 条 件 代 入 (11) 中 的 结果 ， 可 得 
fO) = A, + У) c" CA, соѕп + B, sinnô), 
它 是 函数 f 的 完全 侍 里 叶 级 数 展开 . 因此 ， 可 以 看 出 
А, = а&/2›с"А„ --а,»с"В, = b,. 
也 就 是 
a= S 19940, a2) 
° 2xJo 
À 1 ЇР 
„= 一 f0)cosn0d0, (13) 
C 0 
В,= 1 |” ce)sinngde， a4) 
с Јо 
这 个 问题 的 解 为 (11) 表 示 的 级 数 ， 其 中 AÓ. 、A, 和 B, 分 别 由 (12)、(13) 和 (14) 所 定义 . m 


观察 例 1， 相 应 于 每 个 正 的 特征 值 ， 都 有 两 个 不 同 的 特征 函数 cosn0 和 sinn n=l, 2, 
3，…)， 在 这 种 情形 下 ， 特 征 值 有 时 称 为 双 特 征 值 Cdouble eigenvalue). 

半圆 盘 内 的 稳 态 温度 

求 如 图 13. 3 所 示 的 半圆 盘 内 稳定 的 温度 分 布 kr，0) 

解 ”边界 值 问题 为 

924 1 Әди, 1 Ә?и 


дт? т дт т? 20? 
и(с,0) = щш, 0<0< ж» 
ul(r,0) = 0, и(т,т) =0, 0<r<c. 


= 0, 0<0< л, О к << б» 


定义 u 二 R(r)6B(9)， 并 由 变量 分 离 法 可 得 BL 13.3 
rè? К" + rR” _ @_ 22, 
R @ 
=R +rR'—}R=0, (15) 
@ +X Ө= 0. (16) 


К А16 @(0)=0 Ж Өх) =0 代入 (16) 的 解 @= с. cosà b + csini 8| 48 с =0, A= n, 
п= 1,2, 3, … 因 此 ， @= c; sin720. 和 例 1 不同 ， 在 这 个 问题 中 ， п= 0 不 是 特征 值 . А =n, 
(15) 的 解 为 R=csr" 十 cr“". 但 是 由 ийг, 9) 限制 在 r=0 处 的 假设 可 知 c 二 0， 因 此 , и, = К 
(r)@(0) =A,r"sinn0, ИЖ 

u(r,0) = У) А, r" sinnô. 


iH r= c 处 的 边界 条 件 可 得 正弦 级 数 
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°° 
to = > А, c" sinnô. 
=1 


п== 


因此 有 
А„с" = 二 | sinz0d0, 
х Јо 
А = 2ш 1— (— 1)" 
5 mc" n : 
所 以 该 问题 的 解 为 
_ 2u A1—(— 1" r. a 
u(r,0) = > - С) sinn0. в 
练习 13.1 
在 习题 1 一 4 中 ， 求 半径 为 > 的 圆 平面 上 稳定 的 温度 分 布 x(r，0 ， 其 周边 温度 如 下 所 给 . 
ш, 0<0<п 0, 0<0<п 
1. ud, Q= 2. ий1, 0 = 
0, z=<80<2x T 一 0， х<@<2х 
3. и(1, Q =2r0 8, 0«20-22л 4. ull, 0)=0, 0<0<2х 


5. 解 半径 为 “的 圆 盘 的 外 狄 利克 雷 问 题 ，x(c，0) = f(0), 0<0<2к. MERS zy 平面 上 ， 以 原点 为 圆 
心 挖 去 一 个 半径 为 c 的 圆 孔 ， 求 剩余 平面 上 稳定 的 温度 分 布 x(r，0)， 和 孔 周 围 的 温度 为 ХОР ER: 
设 当 r 一 十 时， 温度 是 有 界 的 . 1 

6. 求 四 分 之 一 圆 上 稳定 的 温度 分 布 ， 如 图 13. 4 所 示 . 

7. 如 果 图 13.4 中 的 边界 0=0 和 0-гх/2 是 绝热 的 ， 那 么 我 们 分 别 有 

= 0. 


20 


so ° 28 
sueo p=] 0074 ， 求 它 上 面 稳定 的 温度 分 布 
0, лҗл/4<<@<х/2 
8. 求 如 图 13.5 所 示 的 无 限 有 边 平板 上 稳定 的 温度 分 布 ，[ 提 示 : 设 当 r->0 和 r-> 十 cc 时 ， 温 度 都 是 有 
界 的 . ] 


9. 求 如 图 13. 6 所 示 的 圆 环 上 稳定 的 温度 分 布 ur, 0. [提示 ; 用 例 1 的 求解 方法 来 解 . ] 


u= f@) 


图 13.4 图 13.5 图 13.6 


10. 如 果 图 13. 6 中 贺 环 的 边界 条 件 为 Xe，6) 一 xz， u(b, 0) = ш, 0<0<—2x, uj u ЖЖ, ШЕ 
的 温度 分 布 为 
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uoln(r/b) — u ln(r/a) 
In(a/b) ` 


LER: 试 一 下 形 如 x(r，0) 一 or，0) 十 风门 的 解 . ] 
11, 求 半 圆 环 上 稳定 的 温度 分 布 Kir，6) ， 若 有 
u(a,0) = 0(xz —0), u(b,0) = 0, 0-10« x, 
u(r,0) = 0, ис) = 0, a < r< 6. 
12. 求 半 径 为 r=1 的 半圆 平板 上 稳定 的 温度 分 布 ， 若 有 
и(1.0) = ш, 0<0< т, 
u(r,0) = O,u(r,m) = ш, 0< r< 1, 


ulr,0) 


w 是 常数 . 
13. 求 半径 为 r=2 的 半圆 平板 上 稳定 的 温度 分 布 ， 若 有 
ш, 0<0< x/2 
и(2,0) = | 
0, n/2 < 0 < x, 
am 是 常数 ， 边 界 0—0 和 9= 均 是 绝热 的 ， 
讨论 题 
14. Са» | 1 中 ucr, OWARE., EA 
100, 0<80<<x< 
ши(61,0) = | 
0, x< 0< 2x. 
(请 见习 题 1.) 
(b) 用 绘图 工具 绘 出 部 分 和 S;(r，9) 的 图 形 ， 它 分 别 是 Ca) 中 的 解 在 r=0.9, r=0.7, r=0.5, r=0.3 
和 r 一 0. 1 处 前 五 个 非 零 项 之 和 .在 同一 坐标 系 下 绘 出 这 些 图 形 . 
(соф Н и(0.9, 1.3), и(0.7, 2), u(0.5, 3.5), u(0.3, 4), u(0.1, 5.5) 的 近似 值 . 然后 ， 求 出 
000.9. 2х—1.3),и(0.7, 2х—2), u(0.5, 2х—3.5), u(0.3, 2х—4), и(0.1, 2хт—5.5›@0Ж 
似 值 . 
(qd) 圆 盘 中 心 处 的 温度 是 多 少 ?讨论 为 什么 把 这 个 值 称 作 板 上 的 平均 温度 . [提示 : 请 参考 \b) 中 所 得 
到 的 图 形 和 (c) 中 所 得 到 的 数值 , ] 
15. 考虑 一 个 如 图 13. 6 所 示 的 圆 环 ， 讨 论 当 边 界 条 件 为 u(a, 0)= f(0), u(b, 9) 二 g(0)， 0<0=<2x 时 ， 
如 何 求 出 稳定 的 温度 分 布 ur, 0). 


13.2 ” 极 坐 标 和 柱 坐 标 下 的 问题 NEREK 


二 维 热传导 方程 和 波动 方程 
924, Ә?и\_ ди 2(92и4 , 9 uy 9 u 
45225559) ух та (<< + уу) ат? 
在 极 坐 标 下 依次 表示 为 
д ѓи 1 ди 1 аѓи\ ди 2, д ?и 1 ди 1 3u, _ atu 
(552+ ат m TA at 和 4 w 3r y 29077 аг 


这 里 иие, 0, D. ЭТ ИЛЕШ Аг X ЛЭ ЭГ ЗЛ ЯАВ ЕЙ, ВИПЖ и RC) 
DTO. іп 12.8 节 所 示 ， 这 个 假设 可 以 推导 出 多 重 无 穷 级 数 ， 请 参考 练习 13.2 的 习题 12. 
在 接 下 来 的 讨论 中 ， 我 们 将 考虑 一 类 更 简单 但 仍 很 重要 的 问题 . 

放射 对 称 性 在 极 坐 标 下 的 边界 值 问题 称 为 具有 放射 对 称 性 (radial symmetry) ， 在 这 类 问 
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题 中 未 知 函 数 w 独立 于 角 坐 标 9. 在 这 种 情形 下 ， 热 传导 和 波动 方程 的 形式 分 别 为 
于 和 区 s ї 
这 里 иг-и(е, 1). (1) 中 第 二 个 方程 所 描述 的 振动 称 为 放射 性 振动 (radial vibration). 
本 节 第 一 个 例子 是 关于 圆 形 薄膜 自由 放射 性 振动 的 问题 .假设 薄膜 的 位 移 很 微小 ， 并 且 薄 
膜 上 每 一 点 的 运动 都 垂直 于 zy 平面 (横向 振动 )， 也 就 是 x 轴 垂 直 于 zy 平面 ， 当 读者 学 习 这 
个 例子 时 ， 请 记 住 这 个 振动 鼓膜 的 物理 模型 . 
圆 形 鼓 膜 的 放射 性 振动 
求 半径 为 c 的 圆 形 鼓膜 的 位 移 w(r，t)， 它 的 周边 被 固定 住 ， 且 初始 位 移 为 /(r)， 初 始 速 
度 为 g(r)， 请 参考 图 13. 7. 
解 ” 我 们 要 解 的 边界 值 问 题 为 
GL aae aa 


O<r<ct>0 


и(с,1) = 0, í> 0 


u(r,0) = f(r), Ли тш gír), 0 < r < c. 
г-0 
1  и--ЕСЭ ТО ЛАО, EB ABH IS 图 13.7 
24 1 ГА 
цг 
R а? Т , 
К" В +X rR = 0, (2) 
T' + аА? T = 0. (3) 


(2) 式 不 是 柯 西 一 欧 拉 方 程 ， 而 是 一 个 带 参 数 的 贝 塞 尔 微 分 方程 ，v 二 0. 它 的 通 解 为 
R = aJ Ar) сг Уо (Ак). 
同类 型 方程 (3) 的 通 解 为 
Т = cycosaht + с, ѕіпалі. 
回顾 当 0, A Y (А0) = оо. НШ, и ВО У ur, DRAE дай! 
处 ， 所 以 我 们 可 以 定义 с =0. ВШ, R=c J. (Ағ). 
因为 边界 条 件 ибс, 00 ФИТ КО) =0, ИЙ а Јо (А0) = 0. 我 们 排除 с, = 0 的 情 
况 ( 它 会 产生 偏 微分 方程 的 一 个 平凡 解 )， 因 此 有 


Jo Qe) = 0. (4) 
这 个 方程 定义 了 该 问题 的 一 个 正 的 特征 值 *,: 如 果 LEORIER, WA à= r/c. 满足 偏 
微分 方程 和 边界 条 件 的 乘积 解 为 
и, = RT = (A,cosa) „t + В„зїпай „2 ) Jo Aar)» (5) 
其 中 我 们 使 用 了 通常 用 的 常数 记号 . 然后 由 县 加 原理 可 得 
u(r,t) = У (A, совад, t + В, sinaÀ 12 Ј, (А, ғ). (6) 


由 给 定 的 初始 条 件 可 以 求 出 系数 A 和 B, 
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令 (6) 式 中 的 t==0， 并 利用 u(r，0) 二 f(r) 可 得 


РО) = >` A, J I Q,r). (7) 
n=1 


这 个 结果 是 函数 在 区 间 (0，c) 上 的 傅 里 叶 - 贝 塞 尔 展开 ， 因 此 ， 把 (4) 、(7) 式 和 11.5 节 的 
(7) 、(15) 式 加 以 比较 ， 我 们 可 以 发 现 A, 和 11. 5 节 (16) 式 中 所 给 的 是 一 致 的 : 


A, = ЈА, r) fdr. (8) 


2 
с? =l 
接 下 来 ， 我 们 对 (6) 式 求 关于 + 的 微分 ， 并 令 1 二 0， 利 用 u(r, 0О)=дОЭ: 
g(r) = У) а, В, J Q. r). 
这 是 函数 g 的 傅 里 叶 - 贝 塞 尔 展开 .总 系数 aB, A 11. 5 节 中 的 (16) 式 是 相同 的 ， 有 


= 2 i y 
ыу: Жар) ro Qa rad. (9) 


最 后 ， 所 给 的 边界 值 问题 的 解 是 (6) 所 给 的 级 数 ，A, 和 B, 的 定义 为 (8) 和 (9). = 
类 似 于 12.4 节 的 (8) 式 ， 乘 积 解 (5) 称 为 驻 波 (standing wave). 对 7 一 1，2，3，…， 驻 波 
的 图 形 以 Jo Cr) 为 基础 ， 并 具有 随时 间 可 变 的 振幅 
A,cosaÀ t + B,sinaÀ „t. 
驻 波 在 不 同时 刻 的 图 形 如 图 13.8 中 的 虚线 所 示 . 区 间 (0，c) 上 每 个 驻 波 的 零点 都 是 Jo Q.r)=0 
的 根 ， 这 些 零 点 对 应 于 驻 波 上 波 节 的 集合 . 这 个 集合 称 为 结 点 线 (nodal line). 如果 Jo Anr) =0 的 
正 根 (如 例 1 所 示 ) 表 示 为 ts WMA Ac 二 x 意味 着 ,二 x,/c， 因 此 驻 波 的 零点 由 下 式 决 定 : 


JQ.) = (к) 0. 


В 


470 第 13 章 


的 正 根 为 2 和 4 二 2.4， 或 + 一 c， 因 为 我 们 要 在 开 区 间 (0，c) 上 求 驻 波 的 零点 ， 所 以 最 后 一 个 结 
果 意 味 着 第 一 类 驻 波 没有 结 点 线 ， 当 "一 2 时 ， 

нм): 
WIB ЛЕ r 一 2.4 яп 2-2) 一 5.5 决定 ， 因 此 ， 第 二 类 驻 波 有 一 个 结 点 线 ， 定 义 为 一 


хүс/х,--2.4с/5.5. 注意 到 raz0. 44с< с. 当 п=3 时 ， 用 类 似 的 分 析 可 以 证 明 它 有 两 个 结 点 
线 ， 它 们 分 别 定 义 为 r= хүс/Хз =2. 4c/8.7, r=zx:c/x; =5.5c/8.7. 一 般 地 ， 第 п 类 驻 波 有 
n 一 1 个 结 点 线 r 二 zic/xs， т=хус/х„› *"r==,-ic/=,. 因为 r 一 常数 是 极 坐 标 下 圆 的 方程 ， 所 
以 我 们 在 图 13. 8 中 看 到 驻 波 的 结 点 线 是 一 组 同心 圆 . 
柱 坐标 下 的 拉 普 拉 斯 算 子 ”从 图 13. 9 中 我 们 可 以 看 到 ， 空间 点 的 柱 坐 标 和 直角 坐标 的 关系 为 
x = rcos0, y = rsin0, z = z. 


马上 可 以 得 到 极 坐标 下 拉 普 拉 斯 算 子 的 推导 (13. 1 节 )， 在 柱 坐 标 系 下 三 维 拉 普 拉 斯 算 子 


Ao Z=, д?и Әд ѓи д ѓи ” = 9 zu 1 ди 1 3’u Ә ѓи 
V n= tam NV ur 12 э0* gx 
圆柱 体 上 稳定 的 温度 分 布 
求 如 图 13. 10 所 示 的 圆柱 体 上 稳定 的 温度 分 布 . 


(x, у. 28 
(ғ, Ө, 2) 


Х/ и-0(2-0) 


Ё| 13.9 图 13.10 


解 边界 条 件 表明 温度 u 具有 放射 对 称 性 的 性 质 . 因此 ，x(r，z) 由 下 式 决 定 : 


д 27 1 Зи 9 Ти 
2.2. бый «12./0-1а5«14, 
дт? т дт 92 =? 


и(2,/) = 0,0 < z< 4, 
и(ғ,0) = 0,u(r,4) = w ,0 < г< 2. 
利用 =R(r)Z(z) 和 变量 分 离 法 可 得 
(А | , 
R +R Z 
R 7 
rR” +R' +’ rR = 0, (10) 
Z'— AZ = 0. (11) 
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这 里 使 用 负 的 分 离 常数 ， 因 为 解 wx(r，z) 不 可 能 在 = 上 是 周期 性 的 . (10) 的 解 为 
及 一 clJoGr) 十 cayo(Cr)， 
并 且 由 于 (11) 的 解 定义 在 有 限 区 间 [0，2] 上 ， 所 以 我 们 可 以 把 它 的 通 解 写 为 
Z = cscosh2z + cs sinhaz. 
如 例 1 所 示 ， 假 设 函 数 u BAE ”一 0 处 要 求 有 c 一 0 成立， 条件 xK(2，z) 一 0 意味 着 КО) = 
0. 方程 
1402) = 0 (12) 
定义 了 该 问题 正 的 特征 信 $4,.， 最 后 ，2(0) 一 0 表示 cs 一 0。 因 此 ,我们 有 R=c J Ar), Z= 
casinhX,z， 并 有 
u, = RZ = A,sinhA,zJ o Anr), 


u(r,z) = У) A, sinhA, zJ o Anr). 
然后 由 在 == 4 处 的 边界 条 件 可 得 储 里 叶 - 贝 塞 尔 级 数 


ио = У А, sinh4à, J СА, ғ), 
因此 根据 (12) 式 ，11. 5 节 (16) 式 所 定义 的 系数 为 


. __ 2uo Ї 
A, 810144, = пуду ТЇСЭХЭ ми r)dr. 


为 了 计算 这 个 积分 ， 我们 首先 进行 代 换 Sar ЖГ, OJN O: 


ш 23, 


4 2 ш 
=E], ED = росу: 


А, sinh4à, 
最 后 ， 我 们 得 到 


uo 


“3 sinh4a, Ji CAD 


A, 
因此 ， 圆 柱 体 上 的 温度 为 


— sinh), zJ Q, r) 
u(r,z) = uo У) аА, Jı (ZA) m 


n=} 


练习 13.2 
1, 车 例 1 中 Fr)=0， 圆 形 鼓 膜 有 向 上 的 初始 单位 速度 ， REE ulr, D. 
2. 半径 为 1 的 圆 形 鼓 膜 ， 贺 周 被 固定 住 . 若 鼓膜 的 初始 位 移 为 Slr, 0<r<1, 并 由 静止 开始 运 
9), RAB ийг, D. ER: 请 参考 练习 11. 5 的 习题 10.1 
з. 在 例 2 h, тА и(2, 20) 0, 0<z<4, ulr, Оу= ш. ulr, 4)=0, 0<r<2, RIKI E E 
的 温度 分 布 ulr, z). 
4. 车 例 2 中 柱 体 的 侧面 是 绝热 的 ， 则 


ди 
дт |,» 


(a) 当 xzr，4)= f(r), 0<r<2 时 ， 求 稳定 的 温度 分 布 x(r，z). 
(b) 证 明 当 f(r) =u Bf, Ca) 中 的 稳定 温度 可 以 化 为 wx(r，z) 一 xz/4. НӨЖ: 利用 11.5 节 的 (11) 式 .] 


= 0,0 < z < 4. 
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5. 半径 为 c 的 圆 形 板 ， 它 上 面 的 温度 由 下 面 的 边界 值 问题 决定 : 


“Кешл ш 28,0«06«єєо»0 


и(с,1) = 0,t> 0 
u(r,0) = f(r),0 < r < c. 
解 出 ulr, t). 
6. 若 圆 盘 的 边界 т=с 处 是 绝热 的 ， 重 新 求解 习题 S. 
7. 若 半 径 为 单位 长 度 的 无 限 圆柱 体 的 侧面 有 热量 散失 到 周围 温度 为 零 的 介质 中 ( 见 图 13. 11)， 则 圆柱 体 
内 部 的 温度 由 下 式 决 定 : 


92u 1 ди _ ди 
Cr par; ) ә Sr li> 0 


=—hu(1,),h > 0,t— 0 


ат a en 


и(г,0) = YD Í 0 < + = 1, 


fH ulr, t). 
8. 半径 为 单位 长 度 的 半 无 限 圆柱 体 (> 之 0)， 若 它 的 侧面 有 热量 散失 到 周围 介质 中 ,介质 的 温度 为 零 ， 并 
且 柱 体 的 底部 z=0 处 温度 恒 为 w。， 求 柱 体内 稳定 的 温度 分 布 ur z). 


9. 一 个 圆 形 板 是 由 同心 圆 的 两 种 不 同 材料 复合 而 成 ， 请 参考 图 13. 12. 板 上 的 温度 由 下 面 的 边界 值 问题 决定 : 
93924, 1 ди_ ди 
Сүн: +V гын “уг! <; гс авг 

и(2,1) = 100, 120 

200, 0< < 1 

100, 1<7< 2. 


Н ийг, O. ER: $ иб, 0) = u(r, „+ фа). ] 


u(r,0) = | 


图 13.11 13.12 


10. 解 边界 值 问题 


Әд ѓи 1 ди ди 
РЕ ЖА жс . 0, 
s n bes 218 P ыт < at 2 8 是 常数 


CY py = Wie 220 
(r 0 = Oz ӨЛ L 
11. 长 工 的 重 链条 在 垂直 平面 内 摆动 ， 水 平 位 移 ulr, 满足 偏 微 分 方程 
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9 ди д?и 
g = (= =“) = pO < r< > 0. 
请 参考 图 13.13. 
(a) 用 一 六 作为 分 离 常 数 ， 证 明 空间 变量 z 的 常 微分 方程 为 xzX” X' + x 


МХ-0. ВА х= /4 解 这 个 方程 . 
(b) 利 用 (a) 中 的 结果 解 出 所 给 的 偏 微分 方程 ， 约 束 条 件 为 
ulL,1)}=0, 1>0 


0, 0<=x< L. 


[提示 : 设 在 自由 端 +=0 处 的 摆动 是 有 跟 的 . 1 
12. 在 本 题 中 ,我们 考虑 半径 为 c 的 振动 贺 形 鼓膜 的 一 般 情况 ， 即 和 4 有关: 
а? а? 2 图 13.13 
¿(P L 48.1 зау ос т< > 
u(c,0,t) = 0,0 < 0 < 2z,t > 0 
u(r,0,0) = fOD O < r < c,0 < 0 < 2к 


ди 
94:41:00 


сал и- СЭ ӨСӨЛТ, JEKSA- XMV. 证 明 被 分 离 后 的 微分 方程 为 
Т Балт = 0,89 1? = 0 
R + rR'+ Q22 — 2 )R = 0. 


ди 
и(х.0) = f(x), Ey 


2—64 


= glr O < r < c,0 < 0 < 2т. 


(b) 解 分 离 的 方程 . 

(c) 证 明 这 个 问题 的 特征 值 和 特征 函数 如 下 ， 
特征 值 : =n, n=0, 1, 2, +; 特征 函数 : 1» cosn0, эшл. 

ЫН. А, == с. i=l, 2, +, ЖОРА т, „йр J AO =0 WER; WERS: J, Aur) 50. 

(4) Иж} RR £ EAS. 不 用 计算 系数 ， 

计算 机 实验 作业 
13. 考虑 一 个 理想 化 的 鼓 ， 它 的 半径 为 单位 长 度 ， 一 个 薄膜 沿 圆 周 固定 在 上 面 . ` Wk h Sk Үр U hh, Wq g 
Во Та и ЖЕН НО. 我们 可 以 用 例 1 中 的 边界 值 问题 来 给 打鼓 产生 的 声音 建 模 . 
Са” с= 1, fCGr)= 0, 
— 0.0 < r < b 
g(r) = 
0, b < r < 1. 
ЖОН иб. D. 

СЮЗЕН Ж и, Се. ОЁЖ /„=ад„/2т. Н А, J СО п ЧЕМ. Ж 12.4 节 的 一 维 波 动 方 
程 的 解 不 同 ， 这 个 频率 不 是 基 频 fi 的 整数 倍 ， 证 明 о 2. 2957, 和 53. 5987. Ж A 
生 的 是 不 和 谐 的 泛音 (anharmonic overtone). 内 此 ， 位 移 函 数 u(r，) 不 是 周期 性 的 ， 理 想 化 的 鼓 
不 能 产生 稳定 的 声音 . 

(c) 令 (a) 中 所 得 的 解 中 ,a 一 1， b=1/4, w =1. 用 CAS 绘 出 第 五 个 部 分 和 S; (r, ЮЕ 1 一 0，0.1， 
0.2, 0.3, =, 5.9, 604b, #£E— 1Sr<1 上 的 图 形 . 用 CAS 的 模拟 程序 模拟 振动 的 过 程 . 

(d) 用 CAS 的 3D 绘 图 程序 绘 出 圆 形 鼓 鼓 顶 的 振动 过 程 ， 也 就 是 (c) 中 所 得 横 截 面 的 运动 过 程 . [提示 : 
这 里 有 有 见 种 方法 可 以 做 .对 某 个 固定 的 时 间 ， 用 一 Z= y шлу 的 函数 4， 或 者 用 与 
Mathematica 的 CylindricalPlot3 D 类 似 的 命令 . | 

14. (a) 考 虚 例 1 中 , a=1, c=10, g(7)=0, f(r)=1—r/10, 0<r<10. 借助 于 CAS 求 出 这 个 边界 值 问 
题 前 三 个 特征 值 Mi A2 和 as， 以 及 形式 如 (6) 的 解 ulr, 四 的 前 三 个 系数 A AM A. 写 出 这 个 
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级 数 解 的 第 三 个 部 分 和 5, Cr, D. 
(Ы САЅ 2 5, (ғ, 四 在 1 二 0，4，10，12，20 处 的 图 形 . 

15. 解 习题 5， 边界 条 件 为 ulec, 0) =200, ulr, 0) =0. 根据 这 些 条 件 ， 直 党 上 告诉 我 们 当 上 =* 十 cc 时, 板 
上 任何 一 个 内 点 处 都 有 u(r，1) 一 200. Ú c=10， 板 的 材料 是 铸铁 ， 因 此 & 一 0.1( 近 似 地 )， (Ë BD F 
CAS 求 该 边界 值 问题 前 五 个 特征 值 h А. Аз, AMALAR ийг, Отун Ж® А, Ас. Аз, А, 
和 A,， 令 相应 的 近似 解 表示 为 Sr, 0. AH 5, (5, DA SC0， 间 在 充分 大 的 时 间 区 间 ОТ L 
的 图 形 ， 利用 $ (5, DA 5, (0. 080 3 ЇГ (5, 1) 5100, и(0, г) 100 的 时 间 ( 单 位 为 s). 再 估 
计 出 005, 40544200, иС(0, (82200 的 时 间 . 


13.3 球 坐 标 下 的 问题 ， 勒 让 德 多 项 式 
三 维 球 坐 标 与 直角 坐标 的 关系 为 


x = ғѕіпбсоѕф, у = rsingsing,z 一 rcosl0. (1) 
角度 9 称 为 极 角 ， 和 角度 ó ОН. 13.14. Л уг, 09819 在 解 球 坐标 下 的 偏 微分 方 
程 时 可 以 取 任何 实数 ， 但 通常 假设 =o, 04:0-2х, 0<$<2. 
我 们 用 (1) 中 的 方程 把 函数 uw(zx，y，z) 的 三 维 拉 普 拉 斯 算 子 
д Ти д ѓи д?и 


ҹу 2 = 
“ э“ эу Әх 


转换 成 球 坐 标 下 的 算 子 . 

球 坐 标 下 的 拉 普 拉 斯 算 子 AIR 13.1 节 中 我 们 所 用 的 链 式 法 则 那样 ， 三 维 拉 普 拉 斯 算 子 
可 以 写 为 
ШИ 2 ди, 1 д ѓи | 1 ди | соі ди. 
ат? г gr 12 5100 9% т 90 r? 20 
Hp usur, 0, Ф). EWAH, 包含 (2) 的 问题 是 非常 可 怕 的 . 因此， 我 们 将 只 考虑 一 些 
简单 的 问题 ， 在 这 些 问 题 中 方位 角 $ 是 独立 的 . 

球 内 稳定 的 温度 分 布 

求 如 图 13. 15 所 示 的 球 内 稳定 的 温度 分 布 K(r，0). 


V u (2) 


图 13.14 图 13.15 


〇 ， 请 读者 注意 ， 关 于 图 13. 14 中 两 个 角 符号 的 使 用 没有 加 以 说 明 、 因此 ， 若 参考 别 的 教材 ， 就 会 发 现 经 常用 $ 来 表 
示 极 角 ， 用 6 表示 幅 角 .， 同 时， 有些 作 者 习惯 用 р КФ r. 
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E ”这 个 温度 可 由 下 式 决定 : 
2 2 
гэн : + 3 Зу IE 0,0 п с,0 0 к, 
и(с,0) = f(0),0 < 0 < x. 
如 果 二 RC(r)8B(4)， 那 么 偏 微分 方程 可 以 被 分 离 为 
rR +2rR' a + cotba” L > 
R @ ; 
因此 有 
Рр + 2+R' АВ = 0, (3) 
sin0@” + cos0@” + 2° sin0@ = 0. (4) 
进行 代 换 z—cos0, 0<0<x, (4) Ku] L OR 2 
(12) 02.98 ум = 0,1521. (5) 


ах? ах 

一 个 方程 是 勤 让 德 方程 的 形式 (请 参考 练习 6.3 的 习题 31). (5) 式 的 瞧 一 解 是 连续 的 ， 并 且 

在 闭 区 间 [ 一 1，1] 上 有 连续 导数 ， 这 个 解 是 勒 让 德 多 项 式 P,(x)， 它 对 应 于 不 同 的 和 二 n(n 十 

1)，n 一 0，1，2，… 均 成 立 ， 因 此 我 们 可 以 把 (1) 的 解 写 为 
Ө = Р,Ссовд). 
Пээ 
К = сут" + ecer “7 
再 一次 因为 我 们 希望 (7， 仿 限制 在 r=0 处 ， 所 以 有 定义 =0. INE, A и, Ат, (cos), АВ 


u(r,0) = >` A, r" Р, (соз). 


在 r= 二 c 处 ,有 f0 = У) А, с" Р, Ссов0). 
因此 ，A4,c* 是 11.5 节 中 傅 里 叶 - 勤 让 德 级 数 (23) 的 系数 : 


A, = = naj. fe P, Ceos0) sin0d0. 
所 以 我 们 可 得 解 为 
wr) = У) Е гор, соодмн (Z) Р, (соз). = 
练习 13.3 I 


1. 解 例 1 中 的 问题 ， 若 有 
к = (50> 0 < 0 < x/2 
0, п/2 < 0 < x. 
写 出 这 个 级 数 解 的 前 四 个 非 零 项 . [提示 : 请 参考 11. 5 节 的 例 3. ] 
. 例 1 中 的 解 x(r， 人) 可 以 解释 为 是 球体 内 部 受 球体 表面 电荷 分 布 f(D 影响 下 的 电势 ， 求 球体 外 部 的 电势 . 
. 求 例 1 中 间 题 的 解 ， 若 fC0)= соѕ0, 0<0<x. [提示 : Р, (соѕ0) = созб. 利用 正 交 性 . ] 
‚ 求 例 1 中 问题 的 解 ， 若 f(9) = 1—cos20, 0<0<x. Ж: 请 参考 练习 11.5 的 习题 16. ) 
‚ 球 内 部 有 一 个 a< rb 的 空 球 ， 若 球体 的 内 表面 r=a 保持 温度 /(9)， 外 表面 ~ 一? 保持 零度 ， 求 球体 
上 稳定 的 温度 分 布 x(r，9)， 这 个 球体 在 第 一 象限 的 部 分 如 图 13.16 所 示 . 
‚ 半径 为 r=c 的 半球 ， 其 上 稳定 的 温度 分 布 由 如 下 方程 决定 : 


л > Оо N 


с 
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u(c,0) = f(0),0 < 0 < 35 
ЮМ ийг, 0). [提示 : P,(0)=0 当 且 仅 当 nn 是 奇数 .请 参考 练习 11.5 的 习题 18. | 
т. 若 半球 的 底部 是 绝热 的 ， 也 就 是 


解 习题 6. 
8. 4 r>cht, 3E 6. 
9. 半径 为 单位 长 度 的 球体 ， 它 上 面 和 时 间 有 关 的 温度 由 下 式 决定 : 


а?и 2 ди_ ди 
227 = Оре Ту ®>0 


r д> 
и(1,)) = 100, t>0 
u(r 0) = 0, 0 — r< 1. 


Rihu D. ER: 证 明 偏 微分 方程 的 左 端 可 以 写 为 士 卫 了 (rw). Ф rur 0 обе Со). 仅 


需要 使 用 当 r— 0 时 有 界 的 函数 . ] 
10. 半径 为 1 的 匀 质 实 球体 ， 初 始 时 刻 温度 为 常数 w， 被 投入 一 个 大 的 液体 容器 ， 液体 温度 恒 为 常数 u, 


(之 由 )， 请 参考 图 13.17. 因为 在 边界 r=1 处 发 生 热传导 ， 所 以 球 内 的 温度 иб, 可 由 下 面 的 边 


界 值 问题 决定 : 
p2 9% 2Молү.1ї»0 
r 9: 


38| = Ми, —),0 <А 1 


r=1 


и(у,0) = #ys0 < т = 1. 
解 出 ийг, D. [提示 : 利用 习题 9 的 求解 过 程 . ] 


11. 解 包含 球形 振动 的 边界 值 问题 


2 2 
а? (2262 З5)- 2, 0<r<c, 220 


其 他 坐标 系 下 的 边界 值 问题 


477 
ибс, 0-0, 050 
шуу OF = 6) 55 _ =, 0<r<c. 
[提示 : 把 偏 微 分 方程 的 左 端 写 为 a 十 25w). А vlr, D=ru(r, D.] 
12. 一 个 半径 为 r=c 的 导体 球 放 入 一 个 匀 强 电场 ， 沿 = 轴 方 向 电场 强度 为 正 ， 球 外 部 的 电势 x(r，9) 可 由 
下 面 的 边界 值 问 题 决定 : 
9 ѓи 2 аи 1 3?u , сої ди 
J7 rT ав ар е0 Ия 


и(с,0) = 0,0 < 0 < x 
limu(r,0) 一 一 Ez =— Ercos6. 


3 
证 明 ulr, 0) = -— Ercos0+ E S= созб. 


[提示 : 解释 为 什么 | soseP.ccosb)singdo 一 0 对 所 有 的 非 负 整数 都 成 立 ， 仅 对 ”一 1 不成立. 请 参考 
11.5 节 的 (24). | 
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1, 求 半径 为 c 的 圆 板 上 稳定 的 温度 分 布 x(r，0)， 圆周 的 温度 为 
(c,0) = оо 
ИЯ — пут #< 2. 


2. 求 习题 1 中 圆 板 上 稳定 的 温度 分 布 ， 若 有 


1, 0<0< п/2 
u(c,0) = |. х/2< 0 < 3x/2 
1, 3r/2 < 0 < 2x. 
3. 求 半 径 为 1 的 半圆 板 上 稳定 的 温度 分 布 ， 若 有 
u(1,0) = u (z0—02),0 < 0 < x, 
u(r,0) = 0,u(r,z) = 0,0 < r < 1. 
4. 求 习 题 3 中 半圆 板 上 稳定 的 温度 分 布 ， # ul, 0)=sin0, 0<0<т. 
5. 求 如 图 13.18 所 示 板 上 稳定 的 温度 分 布 Kir，0)， 
6. 求 如 图 13. 19 所 示 无 限 板 上 稳定 的 温度 分 布 ur, 0). 


2 и=0 


图 13.18 图 13.19 


т. 设 一 个 半径 为 单位 长 度 的 薄 圆 盘 ， 热量 从 其 表面 散失 到 周围 温度 为 零 的 介质 中 . 若 使 用 热传导 的 线性 
法 则 ， 则 热传导 方程 的 形式 为 


224, 1 Эй... 9 
Сү" гч сү hu= Ta’ h>0, 0<r<1, t>0. 
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请 参考 图 13. 20. 若 边界 r=1 处 的 温度 保持 为 零度 ， 并 且 板 的 初始 温度 处 处 相同 ， 求 温度 ulr, D. 
8. 设 xx 是 Jo 正 的 零 根 . 证 明 边 界 值 问题 


аз ‚Ж, 2 
a° ( 十 一 "= и,ф< г< 1,г7>0 


д т? r дг дг 
ul(l,t) = 0,22 0 


А00) = wo Jo Cair) | -0,04029421 


的 解 为 u(r, t= uo Јо (mir)cosazx;,t. 


9. 求 如 图 13.10 所 示 的 柱 体 中 稳定 的 温度 分 布 kx(r，z)， 它 的 侧面 恒 图 13. 20 
为 零度 ， 顶 部 z=—= 4 保持 恒温 50 度 ， 底 部 x 二 0 处 是 绝热 的 . 
10. 解 边 界 值 问题 
3 十 二 十 3 一 00<r<10<z<1 
ди 
| 


u(r,0) = f(r),u(r,1) = g(r),0 < r < 1. 
11. 求 一 个 半径 为 单位 长 度 的 球体 上 稳定 的 温度 分 布 u(r，0)， 其 表面 满足 条 件 
100， 0 < 0< x/2 


u(1,0) = 
- 100, x/2 < 0 < x. 


[提示 : 请 参考 练习 11.5 的 习题 20. | 


12. 解 边界 值 问题 
924, 2 ди Ә?и 
| be 
3u = 0,0 
r |r=1 


и(ғ,0) = 00,55 = 所 二 六 去 二 
t=0 


GER: 用 练习 13.3 中 习题 9 和 10 的 求解 过 程 ， 但 是 令 v(r, D тиб, D. 382 12.7 38.1 


2 
2 баа HA z’ u = 0 


在 区 间 а<<т<Ь 上 的 解 . 若 特征 值 ,是 方程 Yo (да) Jo Qb) — Jo Qa) Y; (АБ) =0 ВОЕН, ПЕНЯ ра Ж 
u, (х) = Yo (Аа) Jo (Аһ) — Јо (Ana)Yo (Аһ), 
и, (х) = Yo (Аа) Jo (Аж) — Јо (Ала) Уо СА) 
ЭРХ (а, БЕА Ж p(z)— < 是 正 交 的 ; B 
| zun Сои, бах = 0;т > n. 


= 


[提示 : 用 定理 11. 3 的 求解 过 程 . ] 
14. 利用 习题 13 所 得 到 的 结果 ， 解 圆 环 上 温度 (r, ырлар 


9 zu 1 ди ди 
二 一 十 二 一 一 一 一 5220 
22 T AETR = 


u(a,t) = 0,u(b,t) = 0,t > 0 
и(у,0) = (0) ,а < r.— Б. 


50 
40 


u(x, у) 33 
10 


шаг лт 
Р? = 
292 
2777 
|| 


1 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.5 1 1.5 
y x 


拉 普 拉 斯 方程 的 解 ; 见 14.4 节 习 题 22 
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我 们 在 12 章 和 13 章 中 使 用 的 变量 分 离 法 是 解 边 界 值 问题 的 一 个 强 有 力 的 工具 ,但 却 并 非 
总 是 有 效 ， 如 果 问 题 中 的 偏 微 分 方程 是 非 齐 次 的 ， 或 者 边界 条 件 依 赖 于 时 间 ， 再 或 者 空间 变量 
的 区 间 为 无 穷 区 间 ( 一 co ， 十 co) 或 半 无 穷 区 间 (a， 十 co)， 我 们 可 以 用 积分 变换 求解 问题 .在 
14.2 节 中 ， 我 们 将 会 利用 我 们 熟悉 的 拉 普 拉 斯 变换 求解 含有 热传导 方程 和 波动 方程 的 问题 . 
在 14.4 节 中 还 将 引信 并 使 用 三 类 新 的 积分 变换 一 一 健 里 叶 变 换 . 


14.1 误差 函数 
在 数学 中 有 很 多 函数 是 用 积分 来 定义 的 ， 例 如 ， 在 许多 传统 的 微 积分 教材 中 ， 自 然 对 数 的 
定义 为 Inz 一 | 上 dt,z > 0， 在 前 面 的 章节 中 ， 我 们 看 到 了 误差 西数 cri), REAR 


erfeCz) ， 正 弦 积 分 函数 SiC), Fresnel 正弦 积分 SCz) 和 gamma 函数 ra); 所 有 这 些 函 数 都 是 
以 积分 的 形式 来 定义 的 . 在 使 用 拉 普 拉 斯 变换 求解 边界 值 问题 之 前 ， 我 们 需要 对 误差 函数 和 余 误 
差 函 数 有 一 些 更 多 的 了 解 . 在 本 节 中 ， 我 们 将 介绍 erfCz) 和 erfc(x) 的 图 像 和 一 些 较 明显 的 性 质 . 

性 质 和 图 像 ” 根 据 2.3 节 中 的 (14)， 误 差 函 数 (error function) erf (<) Ж A £ # ® Ж 
(complementary errorfunction)erfc( 工 ) 的 定义 分 别 如 下 ， 


erf(x) = г-ын аи,егіс(х) = 2 du. (1) 
在 极 坐标 下 我 们 可 以 证 明 
Чин — s= Ут, н 2 i — мэн 
|, е“ ди = 7 8-5, е“ аи = 1. 
因此 由 于 定 积分 的 区 间 可 加 性 ， 上 一 结果 等 同 于 13 
21(5-2 у 0.8 N Fa 
1-8 du 十 | e du | 1. x 
0.4 
这 说 明 erfCz) 和 erfcCz) 有 恒 等 关 系 0.2 / sss 
erf(x) 十 erfcCz) = 1. (2) 015 1 1.5 2” 


ебх) 1 erfcCz) 在 == 0 时 的 图 像 如 图 14.1 所 示 . 注 
意 到 erf(0)=0, erfc(0)=1, 以 及 随 着 z 一 十 ce，erf(Cz) 一 
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1, erfc(z2)—0. 通过 CAS 或 表格 可 得 到 erf(x) 和 erfc(z) 的 其 他 数值 ， 在 表格 中 ， 误差 函 数 通 
常 称 为 概率 积分 (probability integral). erf(x) 和 erfc(Cz) 的 定义 域 为 (一 cc， 十 ce). ЖЖ 
21:14. 1 的 习题 11 中 ， 读 者 需要 求 出 每 个 郴 数 在 此 区 间 上 的 图 像 ， 并 推导 出 一 些 附带 的 性 质 . 

拉 普 拉 斯 变换 表 14. 1 对 下 一 节 的 练习 将 会 非常 有 用 . 这些 结 果 的 证 明 非 常 复杂 ， 在 本 教 
材 中 省 略 . 


表 14.1 
ТОО, a>0 Ф(РОО = Е) Р), a>0 Lif} ЕС) 
1 2 一 a f -afs 
1. етен e АЕ a? ги а € 
Ja k 4. хо аене{ >) Nra 
ар 
2. а а а -af ab её : bhi tH e 
2 F e 5.e erfc( + 20) КУЕ 
3 erte(—=) ий 6. — e e КАС ) +erfe( -5 ) be 
2. $ 2 24: 86440) 
练习 14.1 
| саре 
1. (а) ЕНЯ ече ›= f Ea А 
(b) 利 用 卷 积 定理 以 及 练习 7.1 中 习题 39 和 习题 40 的 结果 证 明 
Фер} = — 
8-1 


2. 利用 习题 1 的 结果 证 明 


шин! 211 
{есй} = гай =a. 
3. 利用 习题 1 的 结果 证 明 
Ф(еєен 0) `= 
4. 利用 习题 2 的 结果 证 明 
Ф(еєенсО) ЕБ 5 


5. ЖС, G. R 和 z 均 为 常数 .利用 表 14. 1 证 明 


1 — e VCF ) ) = eed (3 RC), 


у С 
£ (сс ; 


6. 设 a 为 一 常数 ， 证 明 
_, Í sinha ы 27 十 1 十 < 2n 十 1 一 
£ (а У («ч 24 у-ен( 726 Э| 


n=0 


[提示 :利用 双 曲 正弦 的 指数 定义 ， 将 1/(1 一 e) 以 几何 级 数 形式 展开 . ] 
7. 利用 拉 普 拉 斯 变换 和 表 14. 1 求解 积分 方程 


yo =1- f 2 
9 
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8. 根据 表 14.1 中 的 第 三 项 和 第 五 项 推出 第 六 项 . 


b 
9. 证 明 | e du = Уто) — erf(a) ]. 


10. 证 明 fe du = yrerfla) . 

计算 机 实验 作业 

11. RÆ erfCz) 和 erfc(z) 定 义 在 х<0 E. 利用 CAS 将 crf(z)#h erfc(x) 的 图 像 重 登 绘 在 同一 坐标 系 中 

(一 10 委 z 受 10)， 这 些 图 像 具 有 什么 对 称 性 吗 ? im erf(z) 和 lim erfe(z) 分 别 是 多 少 ? 

14.2 拉 普 拉 斯 变换 的 应 用 

回顾 函数 Fi) 的 拉 善 拉 斯 变换 为 

gD)= | e" лой 
并 用 F(s) 来 表示 . 两 个 变量 的 函数 и Сх, ГЭЕ ТАРЕ г 的 拉 普 拉 斯 变换 为 
(ибт) = (ета, 


其 中 у. 3RID38S 6 ЛИЕ HI K S = Ее РЁ ЖЕТЕР ТУЕ u y ЛЕ з RA, ТОЕ (и 
C(x， 由) 二 UCz，s)， 在 本 节 中 ， 我 们 认为 在 7.2~7.4 节 中 得 出 的 运算 性 质 同样 适用 于 两 个 变 
量 的 函数 . 

偏 导数 的 变换 “ 偏 导 数 3 u/ at 的 变换 可 由 7. 2 节 中 (6) 的 结果 类 比 推出 : 


| 学 |= 8 Pulryt)}— u(r,0); 
即 
e|) sU (2,5) — ибх,0). (1) 
类 似 地 ， 
д?и 2 
g| ты 17 (х ,85у--зи60 0) — u,(z,0). (2) 


由 于 是 关于 上 进行 变换 ， 所 以 我 们 进一步 假定 在 变换 3 x/ 3 ‘т 的 过 程 中 允许 交换 积分 和 微分 
的 符号 : 


2 "too 2 +оо 2 
8 8|- өн нв финмноэн 


о аз? 
+оо а? 
= Ф| eur Dd = L plum); 
7 Јо ах 
Ер 
(3) 


9241 ÆU 
(5217 dz’ ` 


根据 (1) 和 (2) ， 我 们 发 现 拉 普 拉 斯 变换 适用 于 带 有 初始 条 件 的 问题 ， 也 就 是 说 ， 适用 于 那 
些 与 热传导 方程 和 波动 方程 有 关 的 问题 . 
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偏 微 分 方程 的 拉 普 拉 斯 变换 
Ж а (д ?и/ дл?) = 9”u/ 9 (>0) 的 拉 普 拉 斯 变换 . 
解 ” 由 (2) 和 (3)， 


292u 9 2u 
# а 522) #| 27 | 


2 
a i E (ulz) = # аСт) }— зибт,0) — w(z,0) 


4442-2407 = s(r,0) — (z,0). . 
ЭГ Л т sk ЕЛ ЖОЕТ ЕР: 的 拉 普 拉 斯 变换 可 以 消去 该 变量 ， 并 对 一 维 方程 ， 变 
换 后 的 方程 是 空间 变量 z 的 常 微分 方程 ， 在 求解 变换 后 的 方程 时 ， 我 们 将 视 * 为 参数 . 
利用 拉 莹 拉 斯 变换 求解 边界 值 问题 
求解 Du I = 9"4/9Ё,0-2х 1,22 0, 8 u(0,) = 0,u 1, = 0,222 0,B u(z,0) = 


ди 
2-2 
дї 


解 ” 该 偏 微分 方程 可 视 为 a 二 1 时 的 波动 方程 .根据 (4) 和 给 出 的 初始 条 件 ， 变 换 后 的 方 


a 


= sinxza-,0 < х < 1. 


0и U 一 一 sinrZ， (5) 
PUG, s= Ф (а(х, D) 由 于 边界 条 件 是 1 的 函数 ， 因此 必须 求 出 它们 的 拉 普 拉 斯 变换 
PP{ul0,0)}— U0,s) = 0, Ф {u= U(1,s) = 0. (6) 


(6) 中 的 结果 是 常 微分 方程 (5) 的 边界 值 条 件 ， 由 于 (5) 是 定义 在 有 限 区 间 上 ， 它 的 余 函 数 是 


U.(x,s) = cl coshsx + c; sinhsx. 


由 待定 系数 法 可 得 出 一 个 特 解 


U,(x,5s) = 20122 їл 

因此 
U(x,s) = сі coshsz 十 cs sinhsz + 2 sinzz. 

HUO, 5) 0 MUO, 9=0 依次 可 推出 c50 和 cz 二 0。 最 后 我 们 得 到 

О(х,5) 一 2 „ипле, 

1 1 . 1-1. 一 1 х 
ulr) = Ф 2 7251973 = 元 Sin 过 = |. 

六 此 有 


1. . 
иб(х,1) = -一 SinrZSInTL。 m 
T 


积分 变换 方法 483 


利用 拉 普 拉 斯 变换 求解 边界 值 问题 
ЖЕ 过 轴 非 负 部 分 上 的 半 无 界 蓄 在 开始 时 处 于 静止 状态 ， 该 弦 在 r50 处 被 固定 ， 而 且 它 
的 右 端 远 处 可 在 一 个 光 清 的 竖 直 杆 上 自由 滑动 ， 弱 在 自身 重力 的 作用 下 向 下 运动 . 求 出 它 的 位 
移 и(х, t). 
解 ” 由 于 重力 被 考虑 在 内 ， 我 们 可 以 证 明 波动 方程 的 形式 如 下 : 
аар 90а бу р> 0. 


д z’ дї 
边界 条 件 和 初始 条 件 分 别 为 
и(0,0) = 0, іт 3 8-0. 40280 


u(z,0) = 0, 31 = 0, 290. 
о е0 
第 二 个 边界 条 件 lim 9 u/ 9 r= 0 ТЕ BE ВЯ Ze Ba ИР Pe Py КОР. 
现在 由 (2) 和 (3)， 
‚ д?и 2 4 u 
(ааа т 
可 写 为 | 
3: U £ s$ 07 —ми(х,0)— u(r,0), 


dz? s 


或 者 ， 根 据 初 始 条 件 


а U S £ 
-320 
аз? тын 25 
边界 条 件 的 变换 为 
ишо, = 一 0 和 2 和 52 = lim де = 9 


由 待定 系数 法 ， 变 换 后 方程 的 通 解 为 

U(x,s) = сре таз + C; es 一 5. 
由 边界 条 件 lim dU/dr=0 可 推出 с = 0, HUO, s=0 可 得 到 c g/s. 
所 以 


U(x,s) = Ве -4, 


S` 57 


现 由 第 二 平移 定理 ， 我 们 有 | 
кюю ждет beli E wl E) ge 


\ 5° 871 
或 
БТУ oc < 
ибх?) = А | _ 
аан 12 =. 


为 了 理解 这 个 解 的 含义 ， 我 们 假定 >0 为 -MER 0а 时 ， 弦 的 形状 是 一 条 通 
过 (0，0) 和 (at， Табою. № r>at 时 ， 弦 可 由 水 平 线 u= ае, 请 参考 
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图 14.2. ш 
注意 到 下 例 中 的 问题 可 由 12. 6 节 中 所 给 的 求解 过 程 求 解 . 
拉 普 拉 斯 变换 给 出 了 解 的 另外 一 种 形式 . 
erf(x) 形 式 的 解 


求解 热传导 方程 
9324. аи 
Jz 97,0 == 1, >0 
使 得 © 


и(0,1) = 0,и(1,2) = ut > 0, 
и(х,0) = 0,0 < x < 1. 
Ж 由 (1) 和 (3) 以 及 题目 给 出 的 初始 条 件 ， 


9 Їиц ди 
2 Ij 2 23 | 
可 写 为 
dU 
42 — sU = 0. 
边界 条 件 的 变换 为 


U(0,s) 二 0 和 U(1,s) = =. 


由 于 我 们 关心 的 是 x 轴 上 的 一 个 有 限 区 间 ， 所 以 可 以 将 (7) 的 通 解 写 为 
U(x,s) = c, coshúfszr) + c; аһ). 
利用 (8) 中 的 两 个 边界 条 件 可 分 别 得 出 c, = 0 和 c; = wo/(s sinh/s) . 于 是 
sinh Wsz) 
ssinh/s 
在 大 多 数 表格 中 无 法 找到 后 一 函数 的 逆 变 换 . 然而 ,通过 记 为 
sinhWsr) _ e= — e = er et 


U(x,s) = 440 


ssinhws s (e — еу) s(1— е) 
并 利用 几何 级 数 
1 ~ 2ms 
1 е Е > e 
我 们 可 得 出 
sinh(/sz) _ эс [= ет, 
ssinh /s 220 5 s 
如 果 我 们 假定 可 以 逐 项 进行 拉 普 拉 斯 道 变换 ， 那 么 由 表 14. 1 中 的 第 3 项 可 推出 


и(х,і) = u a {imho 
. 一 0 


ssinh./s 


“ЖКУ ses 


(7) 


(8) 
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Е = se Sa Sas 
= Uo > Сокет а ат. (9) 
可 以 利用 erfc(z) =1— erf Co) KRAE HR РЭН х 
и(х,і) = ээ Ї гн rs 人 


用 CAS 中 的 3D 作 图 程序 绘制 出 的 图 14. 3(a) 给 出 了 在 长 方形 区 域 0<x><1, 0<¿:<6 上 的 曲 
面 ， 该 曲面 可 由 令 (10) 中 ио =100 的 部 分 和 SoC 得 到 . 由 曲面 和 附带 的 二 维 图 可 明显 看 出 ， 
在 某 一 固定 xz 处 (在 区 间 0 过 x 过 1 上 垂直 于 х 轴 的 平面 与 曲面 的 相交 曲线 ) ， 随 着 时 间 的 增加 ， 温 
Eula, 迅速 增 大 到 一 个 常 值 ， 参 考 图 14. 3(b) 和 14. 3(c)， 对 某 一 固定 时 间 点 (垂直 于 t 轴 的 平 
面 与 曲面 的 相交 曲线 )， 温 度 (zx, 从 0 逐渐 增加 到 100. 请 参考 图 14. 3(d) 和 14. 3C). 


a) 
0 (0.2 е) (0.7, Е) 
100 1 
80 80 
60 60 
40 40 
20 20 
Е t 
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 
b) x = 0.2 с) x = 0.7 
(х, 0-2) 11:(50,--8) 
120 120 
100 100 
80 80 
60 60 
40 40 
20 20 
& х 
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1 
d) t = 0.1 e t= 4 
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练习 14.2 
如 果 需 要 的 话 ， 在 以 下 的 习题 中 可 以 使 用 表格 . 
L 沿 z 轴 方向 在 (0，0) 和 ( 工 ，0) 之 间 的 弦 . 如 果 初 始 时 弦 处 于 静止 状态 . 初始 偏 移 为 Asin(xx/L)， 求 出 
В ulr, t). 
2. 求解 边界 值 问题 
д?и _ a? 


5-3 зр 0 и 1,0250 
d x ú 


и(0,(-0,46(1/) = 0 


и(х.0) = 0, ти | ,一 2880хл + 4sin3xzx. 
з. — REER TEI ШИИ Н БУЛЖ: 
2 3? а? 
а 52 = TZ r 0, t> 0 


и(0,0) = РОО, lmu(z,0) = 0, 120 


x 


u(xs0) =0, “| u= 0, >o. 
Qt 
RH ulr, t). 
4. 当 
sinzt,0 < t < 1 
БО = 


t> 1 
时 ， 求 解 习 题 3 中 的 边界 值 问题 ， 绘 出 l 时 偏 移 x(x，) 的 图 像 . 
5. 在 例 3 中 ， 若 弦 左 端点 x 二 0 处 的 运动 由 振动 ГС) 一 Asinwt WIR, KHR ибх, t). 
6. 一 条 在 外 力作 用 驱使 下 运动 的 弦 的 偏 移 ийх, O FARE: 


д ѓи N . ди ` 
эи t sinzzslnot = SPF STS 1]. — 0 
d r” z 


и(0,1) --0,иС1,1) = 0,t > 0 


ди 
9 t = 


u(z,0) = 0, „= 0,0 < xz < 1. 


SKIH ulr, t). 
7. У Е == 0 处 被 夹 紧 ， 且 在 开始 时 处 于 静 趟 ， 如 果 将 一 常 力 已 施加 于 其 自由 端 z= 工 处 ， 那 么 
候 质 棱 横 截面 的 纵向 偏 称 ибс. ЭШ FERRE: 


a Lu 39 u O< r< 400 


9 x° дг 
„00,0 = 0, Е си ов, ЕВ 0 
эт 
и(х,0) = 0, Sula s 0， 0 < z< L. 


展开 . ] 
в. 一 条 以 常 速度 一 w 沿 z 轴 旬 速 运动 的 半 无 穷 弹性 旬 质 棒 在 
1=0 时 撞 上 墙壁 并 突然 停止 、 如 图 14.4， 其 纵向 偏 移 u(x， 
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иб) = 0, lim 24 一 0， 1>0 


хэс ДШ 
9 
и(х,0) = 0, 52 07-105 х2 0 
RHH ulr, t). 
9. 求解 边界 值 问题 
а ?и 3 ѓи 
= = Z: r>0, 1>0 


и(0,1) = 0, іти(ж,1) = 0, «0 


тож 


и(х,0) = хе“, = 0, ж; 


10. 求解 边界 值 问题 


9? ә? 
ЭЗ 一 0387 х2 0, 20 


и(0,1) = 1,  Шшаш(х.Өс- 0, г 0 


z— 


L: ди 
и(т,0) = e7, l. = 0, +> 


а? 9 
AT- х2»0, t 


11. (a) 描 述 半 无 穷 固 体 的 内 部 温度 的 模型 为 如 下 边界 值 问题 : 
>=> 0 


и(0,() = мо, limulz,t) = 0, t> 0 


и(х,0) = 0, жт 0. 


求解 ulr, t). 利用 该 解 分 析 确 定 lim uz， 1), z>0 WE. 
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Ы, (b) 用 CAS 绘 出 u(r, DEEPER 0“: 210, 06115 上 的 图 像 ， 假设 二 100,k 一 1， 在 图 上 标 


出 两 个 边界 条 件 和 初始 条 件 . 利用 ийх» DH 2D 和 3D 图 形 证 实 (a) 中 所 得 的 答案 . 


12. (a) 在 习题 11 中 ， 如 果 从 固体 左 端 边界 向 其 内 部 注入 一 股 恒定 热流 ,那么 边界 条 件 变 为 
Эи/дх |, = —A, Аро, 40-0. RK ulr, Р). 利用 求 得 的 解 分 析 确 定 limu(xz， t), х20 


的 值 . 


Ы, ”(b) 利 用 CAS 绘 出 u(x, ОЛЕШ Ж ХЫ 0<т<10, 0<:<15 上 的 图 形 ， 假 定 wo 一 100, k=1. 利用 


ибх, 820) 和 30) 图 证 实 (a) 中 所 得 的 答案 . 


在 习题 13 一 20 中 ,利用 拉 普 拉 斯 变换 求解 满足 所 给 条 件 的 热传导 方程 идэш «20, 1250, 


13. u(0, t)= us, limu(z, t)= w 


r— 


ибх, 0) ги ulr, Sux 
ди . ди 
15. 了 | 80, D, limu(z, 0) =u 16. 5 
ибх, 0)= ¿o ulr, 0)=0 
. ди 
17. u(0, = ГОО, limulz, t)=0 18. Эт 


ибх, 0)=0 ибх, 0)=0 


14. “СО, =, lim—— 


ui 
| „=и(0, 40-50, lmu(z, 0) =0 


6 f(D, limu(z, 1)=0 
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19. 


21. 


22. 


23. 


24. 


26. 


27. 


[提示 : 利用 卷 积 定理 . ] 


. 20, 
и(0, 1) =60+40 (1—2), limu(z, ғ) =60 20. u(0, t) = цан limu(z, 135100 
тэвэс 1221 2-60 
ибх. 0) =60 ибх, 0) = 100 
求解 边界 值 问 题 
2 
а 
325731 —c < zr<1, 400 
ди 2 . 
Эт == 100—и(1,4), Шт ибх,) = 0, t> 0 
u(z,0) = 0, — °° < x < 1. 
证 明 边界 值 问题 
8 ѓи _ ди 
kS Z =-ут r> 0 t> 0 
N ди 
и(0,) =0, lm = =0, 4280 
r= 日 并 


и(х,0) = 0, ї20 
(其 中 -是 一 常数 ) 的 一 个 解 是 


u х 
ибх,0) = п — '},ене( =) 
一 根 长 为 工 的 杆 在 其 两 端 z=0 和 zx= 工 处 保持 恒温 we 如 果 该 杆 的 初始 温度 为 w 十 zesinCzr/ 工 )， 求 
解 热传导 方程 иш =щш, LILL, 42-0 以 得 出 温度 ulr, D. 
如 果 热 量 从 一 条 长 上 的 细 线 侧面 散失 到 恒温 的 介质 中 ， 那 么 其 热传导 方程 具有 如 下 形式 : 


д ёи _ du 
52 Һи un) гүй, 


Eph H-A ШАВА ш, Mi х=0 与 z= 上 处 是 绝热 的 ， ЖП ибх, D. 


0-12а« 1. со» 0, 


5. 一 根 单位 长 度 的 杆 ，z=0 处 与 外 界 隔离 并 且 在 zx 一 1 处 保持 恒温 0 BE. 如 果 杆 的 初始 温度 为 we， 求解 


方程 bua =u, 0<r<1, 120 以 得 出 温度 ur D. [提示 : #10 + et) 以 几何 级 数 的 形式 
Ж. ] 

一 条 具有 单位 宽度 的 无 穷 长 多 孔 平板 浸泡 在 具有 恒定 浓度 c。 的 溶液 中 .溶液 中 的 溶质 扩散 到 平板 的 内 
部 .平板 中 溶液 的 浓度 сс. ОН ТЯ РЕ: 


ас дс 


DS = =, 
д > at 


0<x<1, t—0 


с(0,1) = со, ct) = су, 420 

c(z,0) = 0, 0< z< 1, 
其 中 D 为 一 常数 ， 求 出 (xz, D. 
一 条 很 长 的 电话 传输 线 在 开始 时 具有 常数 电势 u. 如 果 该 线 在 x 二 0 处 接地 并 且 其 右 端 远 处 与 外 界 隔 
离 ， 那 么 :时刻 线 上 z 点 处 的 电势 u(x， 四 由 下 式 决 定 : 


2 
atu RC 9%. Rou=0, r>0, t>0 
д х дї 


Ш(0:1) =0, lim 94-0, 1>0 
XI ат 


и(х,0) = а, х2» 0, 
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HPR, СЯ С 分 别 为 电阻 、 电 容 和 传导 常数 ， 求 出 KKz， 拆 . ER: 请 参考 练习 14. 1 中 的 习题 5. | 
28. 证 明 边 界 值 问题 
д?и ди 


эм hu = э? х2»0, 420 


и(0,1) = ио, limu(a,) = 0, 120 


и(х,0) = 0, х`>0 
的 一 个 解 是 


29. 人 类 获取 信息 大 多 数 是 通过 视觉 和 听觉 ， 但 是 许多 物种 却 将 化 学 信号 作为 主要 的 沟通 方式 ; 例如 ， 蜜 
峰 在 受到 警告 时 会 释放 一 种 物质 并 剧烈 扑 打 它 们 的 翅膀 来 将 警告 信号 传递 给 保护 蜂王 的 蜂 群 ， 这些 在 
同类 成 员 之 间 传 递 的 分 子 信息 被 称 为 信息 素 ， 这 些 信 号 可 以 通过 多 种 方式 传递 : 流动 的 空气 或 水 ， 或 
是 扩散 过 程 (在 扩散 过 程 中 ,气体 分 子 的 随机 运动 将 化 学 物质 
送 离 其 原来 位 置 )， 图 14.5 描绘 了 一 只 蚂蚁 向 管道 内 的 静止 空 ЭК ЖӨЖ 
气 释放 出 具有 示警 性 的 化 学 物质 .如 果 с\т, 表示 化 学 物质 0 х 
在 上 时 刻 离 初始 位 置 zcm 处 的 浓度 ， 那 么 c(z, DWE 

cc 

ал? at’ 

旦 上 为 一 正常 数 ， 对 信息 素 的 离散 脉冲 式 的 释放 使 得 如 下 形式 的 边界 条 件 成 立 : 
әс 

д х 

(49412 сх, 0) =0, х2>0 以 及 lim сх, 1) =0, 00, 求解 该 边界 值 问题 . 


Ы, (b) 利 用 CAS 绘 出 (a) 中 的 解 在 固定 时 刻 1=0.1, 1 一 0.5, 1—1, 1—2 25 时 2220 的 图 像 . 


图 14.5 
x0， t>0 


= — Aó. 


工 一 0 


Co) 对 任意 圈定 时 刻 4， 证 明 | eede = АВ. 因此 ，Ak 表示 释放 出 的 化 学 物质 的 总 量 
30. 从 :一 0 时 开始 ， 一 个 集中 载荷 Fo 以 恒定 速度 四 灌 一 半 无 穷 长 弦 运 动 . 在 这 种 情况 下 ， 波动 方程 变 为 


д?и 2 ut F(t 一 过) 


求解 上 述 偏 微分 方程 使 得 
u(0,1) = 0, limu(z,t) = 0, > 0 


и(х,0) = 0225 дол 0,z > 0. 
(а) Ч o Za 时 ， 求 解 这 个 微分 方程 . 
(b) 当 w =a 时， 求解 这 个 微分 方程 . 
14.3 ” 傅 里 叶 积分 


在 第 11 章 和 第 12 章 中 ， 我 们 利用 伟 里 叶 级 数 来 表示 定义 在 有 限 区 间 ( 一 p，p) 或 (0, L) 
上 的 函数 f， 当 f 和 了 在 此 区 间 上 分 段 连 续 时 ， 可 以 用 依 里 叶 级 数 表示 该 函数 并 在 区 间 外 收敛 
于 了 的 周期 性 延 拓 ， 在 这 个 意义 下 ， 我 们 可 以 说 侍 里 叶 级 数 仅 与 周期 函数 相关 ， 我 们 现在 将 以 
一 种 非 严格 的 方式 推导 出 如 何 表示 定义 在 无 穷 区 间 ( 一 “2， 十 co) 或 半 无 穷 区 间 (0， 十 cp) 上 的 


若干 类 非 周期 函数 . 
从 傅 里 叶 级 数 到 人 备 里 叶 积分 “假设 刺 数 f 定义 在 (一 p，p) 上 .如果 我 们 利用 11. 2 节 中 


(9)、(107 和 (11) 在 该 节 (8) 中 的 系数 的 积分 定义 ， 那 么 该 区 间 上 的 f 的 健 里 叶 级 数 为 


1 


А kal Р 
f(x) = 过 | ове У (1 Dcos “Trde eos Ta t (resin Hirde яа тах | 


a) 
如 果 我 们 令 а„=пт/р, Да=а, +1 а. п/р, MOZAK 
1f? ч 
f(z) = 去 (| оа) У [([ окова, ла сох z + (| іта, саг) ма, z |да. (2) 
RIRES -> 十 co 来 扩展 区 间 ( 一 p.p). 由 于 pp 一 十 oo 意味 着 Aa -> 0, (2) 的 极限 具有 形式 


lim Fov)Aa, 它 提示 我 们 如 何 定义 积分 | ”FCa)de. 于 是 若 | уа 存在 ，(2) 中 第 一 项 的 


Aao 4-1 


极限 为 0 并 且 其 和 的 极限 变 为 
год = 1[ 2 (| FO cosarde ) eosar + (| S0 sinatde)sinar |а. (3) 


(3) 中 给 出 的 结果 称 为 上 在 (一 cp， 十 ce) 上 的 傅 里 叶 积 分 (Fourier integral). 正如 随后 的 
总 结 中 所 显示 的 那样 ， 傅 里 叶 积 分 的 基本 结构 让 人 联想 到 侍 里 叶 级 数 的 基本 结构 . 

MEHRI 

定义 在 区 间 ( 一 oo， 十 00) 上 的 函数 厂 的 傅 里 叶 积 分 (Fourier integral) 为 


十 ce 
уб) = Ч ГАСадсоват + B(a)sinaz Jda, (4) 
0 
其 中 
Ala) = [> УС) cosardz, (5) 
рос 
В(а) = | flx)sinagr dz， (6) 


傅 里 时 积分 的 收敛 ” 傅 里 叶 积分 收敛 于 f(x) 的 充分 条 件 与 侍 里 叶 级 数 的 条 件 相似 ， 但 限 
制 条 件 稍微 严格 一 些 . 
收敛 条 件 
令 f 和 /在 有 限 区 间 上 分 段 连续 ， 并 且 在 (一 02， 十 ceo) 上 绝对 可 积 B8， 那 么 该 区 间 上 上 
的 傅 里 时 积分 在 连续 点 处 收 北 于 f (a). 在 间断 点 处 ， 傅 里 叶 积 分 收敛 于 平均 值 
f +) tfa), 
2 


其 中 f(x 十 ) 和 f(x 一 ) 分 别 表示 有 在 工 处 的 右 极限 和 左 极 限 . 
ин эж 
用 健 里 叶 积分 表示 函数 


о 这 是 指 积分 | ”| f(x) | dz a. 
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0, «00 y 
28: 0 < x< 2 1 
0, 2 > 2. 
f ”该 函数 (图 像 为 图 14. 6) 满 足 定 理 14.1 的 假设 ， 于 是 从 
(5) 和 (6) 我 们 马上 可 以 得 出 202 
Аба) = | УС) озах 图 14.6 
0 2 十 oo 
一 | 7(z)cosurdz 十 | fCe)cosar dz + | Р(х) соѕох dz 
一 ce 0 2 
= [| cosaz ах = sin2a ， 
0 а 
В(а) = ЇГ flx)sinardx = | sinar dx = 工 二 cos2a ， 
юэ 0 a 
将 这 些 系 数 代 人 (4) 中 可 得 
+оо ; 2 
Гбх) = Ч [ (2228) созат + (—9°7°\) пат |da. 
利用 三 角 恒 等 式 ， 上 一 积分 可 以 简化 为 
_ 2 [t° sinacosa (z — 1) (7) 
Ўст) 3) a da. ш 


傅 里 时 积分 可 用 于 计算 积分 的 值 . 例如 ， 在 x 二 1 处 由 定理 14.1 可 得 ， DRAF fO); 
也 就 是 说 
te sina, _ Xx 
|, 28а = 7. 
后 一 结果 值得 特别 关注 ， 央 为 它 并 不 能 通过 一 般 的 方法 得 到 ; 被 积 函数 (sinz)/z 并 没有 
初等 函数 形式 的 原 函 数 . 
余弦 和 正弦 积分 “ 若 了 在 区 间 ( 一 cc， 十 ceo) 上 是 偶 函 数 ， 则 乘积 fCz)cosaz t Æ R 
而 f(z)sinaz 是 奇 函 数 . 作为 定理 11.2 中 性 质 (g) 的 一 个 结果 ，B(a) 二 0， 因此 (4) 可 以 写 为 
fl) = z (| ft) сова dt )cosaz da. 


同样 ， 利 用 定理 11. 2 的 性 质 (f)， 有 
Г f(t) cosat dt = JN ft) cosat dt. 
类 似 地 ， 若 了 在 (一 =， 十 co) 上 是 奇 函 数 ， 乘 积 f(x)cosax 与 f (z)sinax 分 别 为 奇 函数 和 
р. 内 此 A= 并 有 
го = ZF (| fe sina dt)sinar da, 
我 们 在 下 面 的 定义 中 做 出 总 结 . 


КЕШЕН 傅 里 叶 余弦 与 正弦 积分 
CIDEC, +o) аж е =} # 2 5 A #Ё Ял #- Cosine integral) 


492 Ж 14 * 


2 rr 
fa) = 2 | А (а) соѕах da, (8) 
п Јо 
其 中 
十 ec 
Ala) = |, f(z)cosaz dx. (9) 
Ci OB С-оо, +co) E # h 3 65 48. 8 =H 25 2 E Е ДА 9 (sine integral) 
+оо 
fe) = 2f Bla)sinar da, (10) 
хо 
其 中 
+оо 
В(а) = [ f(z)sinar dx. (11) 
余弦 积分 表示 
ИЕ п 67 AA 
1, |z“ ]< a 
fe) = B |z |> a. 


解 从 图 14.7 可 明显 看 出 上 是 一 偶 函 数 . 于 是 我 们 用 傅 里 时 余弦 积分 (8) 来 表示 f. 由 
(9) 可 以 得 出 


+оо а +оо 
А(а) = | flx)cosardz = | fCz)eosar dz + | f =) соѕат dz 
0 0 a 


81040 
ст» 


а 
= | cosaz dz = 
o a 


因此 


+оо: 
fe) = 3| sinda cosaz ү. | 


车/ 既 不 是 奇 函数 也 不 是 偶 函 数 ， 且 仅 定义 在 半 轴 (0， 十 cc) 上 ， 则 可 以 利用 积分 (8) 和 
(10)， 在 此 例 中 ，(8) 表 示 区 间 (0， 十 co) 上 的 了 及 其 在 (一 cc，0) 上 的 偶 ( 但 非 周期 ) 延 拓 ， 
(10) 表 示 (0， 十 co) 上 的 /及 其 在 (一 cc，0) 上 的 奇 延 拓 . 下 面 的 例子 说 明了 这 一 概念 . 

用 余弦 与 正弦 积分 表示 

表示 f(x)==e 7, zrz>0. 

(a) 用 余弦 积分 〈b) 用 正弦 积分 

RO ”该 函数 的 图 像 如 图 14.8 所 示 . 
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(a) 利 用 分 部 积分 法 ， 我 们 求 出 
Ala) = [ет cosardz = o 
于 是 扩 的 余弦 积分 是 
СОЅах 
f(z) = 417 соза do. 
(b) 类 似 地 ， 我 们 有 
Bla) = [е sinaz ах = I T+: 
于 是 f 81Е 4815) E: 
_ 2 (Г” авшах 
图 14.9 显示 了 该 函数 的 图 像 以 及 用 两 类 积分 到 示 的 延 拓 
a) 余弦 积分 b) 正弦 积分 
图 14.9 | | 


复数 形式 。” 健 里 叶 积 分 (4) 同 样 具 有 等 价 的 复数 形式 (complex form) 或 指数 形式 
(exponential form)， 这 与 傅 里 叶 级 数 的 复数 形式 (请 参考 练习 11. 2 中 的 习题 21) 类 似 .。 如果 将 
(5) 与 (6) 代 人 (4) ， 则 有 


1 р (+= . 
f(x) = 1f f ТОО [ cosat cosaz + sinat ѕіпах ]dtda 
0 一 oo 


(== 
= Lp F (сова — z)dtda 
x - 
21. - (12) 
21 ИШ ТООсова(с-- гаа 
ын af ИШ РС) [соѕа (2 — z) + isina(t — z) |4:4а (13) 
= Ili Уе" a(t—z) dtda 
2т 
1 lar 一 iar 
= | ( (` fae аг) е da (14) 


我 们 注意 到 (12) 可 由 被 积 函 数 是 a 的 偶 函 数 这 一 事实 推出 ， 在 (13) 中 我 们 仅仅 在 被 积 函 数 中 加 
入 了 零 积 分 : 
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11 лсомта — z)dsda -0, 
因为 被 积 函 数 是 a 的 奇 消 数 .， (14) 中 的 积分 可 表示 为 
fa) = | Ce ад, 
其 中 
Cla) = W. dz. 


(15) 


(16) 


在 下 一 节 中 我 们 将 考察 边界 值 问题 的 解 ， 届 时 我 们 将 使 用 传 里 叶 积分 的 后 一 形式 . 


练习 14.3 
在 习题 1 一 6 中 ， 求 出 所 给 函数 的 传 里 叶 积 分 . 
0， z=<—1 
—1,—1<х<0 0, IZI 
LIS] оса 2. wda Lan 
0, х2>1 0, х2>2к 
0, х<0 0, х<0 
3. кә 0<х<3 4. Ух) = 4 sinz,0<%z<x 
0, х2>3 0, х2>п 
5. = [9° “© влад | 1517 
e *, z>0 0, 121281 
在 习题 7 一 12 中 ， 用 合适 的 余弦 或 正弦 积分 表示 所 给 函数 . 
0， х< 1 0, х | <1 
—5,—1<х<0 8. Хбх) =4 к, 1<|х|<2 
TISI, oczr<l 0, т|>? 
0, z=>1 
|z], |z] << z, |z | <x 
9. flx) = 0, а> 10. f(z) = 0, 121 > 
11. f(z)=e 15! sinz 12. f(x) = хе z! 
在 习题 13 一 16 中 ， 求 出 所 给 函数 的 余弦 和 正弦 积分 表示 . 
13. f(x)=e *, k>0, x>0 14. бх) =е "е * , хо»0 
15. 02) = жег, х2>0 16. (х) = е *соѕт, х2>0 
在 习题 17 和 18 中 ,求解 所 给 函数 f 的 积分 方程 . 
17. f Т СОх)созах х = e“ 18. f flx)singrdz = б, 
19. Са) #| HJ СТ) uE BB 


[提示 : a 为 积分 的 虚 变 量 . ] 
(b) 一 般 地 ， 证 明 对 于 620, ГАЛА: 


| эшш, ШИГ: 
一 一 dx = —. 
о zz 2 


1,0 <a—<1 
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20. 利用 复数 形式 (15) 求 出 函数 f(x) 一 e- l 的 侍 里 叶 积 分 表示 . 证明 该 结果 与 (8) 中 得 到 的 结果 一 致 . 
14444 傅 里 叶 变 换 


函数 f(z) 的 拉 普 拉 斯 变换 F(s) 由 积分 来 定义 , 但 直到 现在 我 们 一 直 在 使 用 符号 写法 
fG)= $ '(F(s)) Ж ЕС) ВЗ ВТА А. 实际 上 ， 拉 普 拉 斯 道 变换 也 是 一 个 积 
分 . 


+6 


ж 
2 十 ce а д 1 y 十 ice 
#{ушу= | e" уой = FO MWAL (РО) | e Fods = fe. 
后 一 积分 称 为 围 道 积分 (contour integral); 对 它 进行 估计 需要 利用 复 变 量 ， 这 已 经 超出 了 本 书 
的 范围 ， 问 题 在 于 ， 积 分 变换 以 变换 对 (transform pairs) 的 方式 出 现 . 若 通 过 积分 变换 


(integral transform) F(a) = [Go KC, z) dz 将 f(x) 变换 成 F(a)， 则 也 可 通过 另 一 积分 变换 


d 
f(r) 一 | Fe) HC, z) da ER f 复原 ， 该 变换 称 为 北 变 换 (inverse transform). 函数 KK 和 五 


被 称 为 它们 各 自 变换 的 核 (kernel)， 我 们 将 K(s，z) = 二 e“ 作 为 拉 普 拉 斯 变换 的 核 ， 将 H Gs, 
D е" /2xi 作为 拉 普 拉 斯 道 变换 的 核 . 

Шш йй 傅 里 叶 积 分 是 三 类 积分 变换 的 来 源 ， 由 前 一 节 的 (16) 一 (15)、(《1172 一 《19? 
和 (9) 一 (8) ， 我 们 给 出 下 列 傅 里 叶 变 换 对 (Fourier transform pair) 的 定义 . 

Шатах 


(| ) 傅 里 叶 变 换 ， FD) = | асах = Ка) D 
傅 里 叶 逆 变 换 ， ФО! (ЕСа)) = 支 | Pe = da = /(х) (2) 
Ci ) 傅 里 叶 正 弦 变 换 ， FFC) = | fGosinaz az = Fo) (3) 
Жерш.  ФО{(К(О) = 2 | F(a)sinaz da = f(z) a) 
(йй 傅 里 叶 余弦 变换 : FIS) = | f(z)cosardr = F(a) (5) 
R ARRERA: FUE) = Z | Feo созата = f(z) (6) 


存在 性 (1)、(3) 和 (5) 存 在 的 条 件 比 拉 普 拉 斯 变换 存在 的 条 件 更 为 户 格 . 例如 ， 读 者 可 
以 证 明 季 {1) 、 多 {1} 和 家 {1} 不 存在 ， 存 在 性 的 充分 条 件 是 ， f 在 适当 区 间 上 绝对 可 积 并 且 f 
和 f/' 在 有 限 区 间 上 分 段 连 续 . 

运算 性 质 由 于 我 们 的 普 要 目标 是 要 将 这 些 新 的 变换 用 于 求解 边界 值 问题 ， 所 以 我 们 需要 
考察 导数 的 变换 . 

BEMER BESE, EKC, +оо) КАЖ ТЯН 广 在 有 限 区 间 上 分 段 连 
续 . 若 当 л» оон f(x) 一 0， 则 由 分 部 积分 可 得 


/ ми”, i 
gf = | Сета 


ИСЕ оо 
= f(x)e”™ | 一 iaf fx)e” ах 


=— ia| feee аха 
即 | 
Ф (705) = aF (a). (7) 
类 似 地 ， 若 另外 假设 了 在 (一 ce， 十 co) 上 连续 ， 了 (xz) 在 有 限 区 间 上 分 段 连 续 ， 并 且 当 rto 
时 了 (zx)->0， 我 们 有 
F{f (x)}= С іо) (f(x)}=— а? Fla). (8) 
认识 到 正弦 和 余弦 变换 并 不 适合 于 用 来 变换 一 阶 导 数 ( 或 者 ， 由 于 同样 的 原因 ， 任 何 奇数 
阶 导数 ) 是 很 重要 的 . 容易 证 明 
F, (f y= a FLF) Fef C) = a$ (f(z))— РОО). 
困难 显而易见 ; f(x) 的 变换 并 不 是 用 原 积分 变换 表示 的 . 
傅 里 叶 正 弦 变 换 假定 f 和 连续 ，f 在 区 间 [0， 十 ceo) 上 绝对 可 积 ， 并 且 了 在 有 限 区 间 
上 分 段 连续 ， 若 当 л Боов f—0, f'—0, WA 


+o 
Ф, (f(x)}= |, Р(х) 9потах 
+оо 
= УР ООхуяшаж 17 -4| f Cz)cosar dz 
0 


+o 
=— a| f(x)cosar Їнэ +] fCa)sinaz dz | 


= af (0) — a F, (f(z)); 
即 
Ф, {f(z))}=— a Fla) +af СО). (9) 
傅 里 时 余弦 变换 “在 使 得 (9) 成 立 的 同样 假设 下 ， 我 们 可 以 求 出 / Сс) B) 48 ER E 
换 为 
F. (рх) ) 一 一 o Fa) — f” (0). (10) 
一 个 很 自然 而 然 的 问题 是 “我 们 怎么 知道 对 于 一 个 给 定 的 边界 值 问题 该 用 哪 一 种 变换 ?”， 
很 明显 ， 要 利用 傅 里 叶 变 换 的 话 ， 待 消去 变量 的 定义 域 必 须 是 (一 cp， 十 co) 要 利用 正弦 或 余 
弦 变 换 的 话 ， 问 题 中 至 少 要 有 一 个 变量 的 定义 域 必须 是 [0， 十 o0). 但 是 选择 用 正弦 变换 还 是 
余弦 变换 的 决定 性 因素 是 在 零点 处 边界 条 件 的 类 型 . 
在 接 下 来 的 例子 中 ， 若 没有 特别 指明 ， 我 们 将 假定 当 z> 土 cc 时 wx 和 3x/azr( 或 3u/ 9 y) 
都 趋 近 于 0， 由 于 在 大 多 数 情况 下 这 些 条 件 均 成 立 ， 所 以 这 并 不 是 主要 的 限制 . 
使 用 傅 里 时 变换 
求解 热传导 方程 上 恒生 一 2, 一 oo ст ороо. t> 0 使 得 


ах? 


(2,0) = цэр (са - (97 13153 
и(х,0) = f(x), fa) = 0, |z|>1 
Eo ”该 问题 可 以 解释 为 求 无 限 长 杆 的 温度 ul, t). 由 于 z 的 定义 域 为 无 穷 区 间 ( 一 co， 


十 co) ,我 们 利用 傅 里 叶 变 换 (1)， 并 定义 
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Ф#{ибх,)}= | асое ат = (аи). 


如 果 我 们 变换 该 偏 微分 方程 并 利用 (8) 式 ， 
Iu) ди 
8821-9196 
可 以 得 到 
=k? Ulad = S RT а Шан) = 0. 


ia ~ie 


求解 上 一 方程 得 到 UCa, 0) = се 所:， 现 在 初始 条 件 的 变换 为 
Лаг ZE 


iq 


这 一 结果 与 UCa,0) = 2и, sina E, a RAAU, O, 948 00а, 0)= c= (2и, 
a 


sina)/a， 因 此 有 


: sina _ а? 
Ulat) = 2ш-———е * t, 
а 


于 是 由 逆 积 分 (2) 可 得 


ес 5 
u ЦЭЛ 
и(х,1) = | et e da. 
-o а 


利用 欧 拉 公式 ew = cosax 一 isinaz 可 将 上 一 表达 式 做 一 些 简 化 ， 并 且 注 意 到 由 于 被 积 函 
T sina tt sinarda = 0， 因 此， 我 们 最 后 有 


ок 


ulr, t) = «| мїпасОЗох ee да, (11) 
п J-> a 


十 


数 是 a 的 奇 函 数 ， 所 以 有 | 


请 读者 证 明 ， 解 (11) 可 以 用 误差 函数 表示 .请 参考 练习 14. 4 中 的 习题 4. 


使 用 余弦 变换 
在 半 无 穷 平 面 中 ， 稳 定 状 态 的 温度 由 下 式 决定 : 


2 2 
шэиэтээгггатээ? 


9 x° д у? 

и(0,у) == 0,и(я, у) = е”, у» 0, 
ди = 0,0 < z < x 

9 у\у=о 


KH а(х, у). 
解 变量 y 的 定义 域 和 yy 一 0 处 所 给 的 条 件 表明 傅 里 叶 余弦 变换 适用 于 这 个 问题 . 
我 们 定义 
Ф. lu(r,y))= | uca, eosaydy = U(x,a). 
根据 (10)， 
д?и 


9 у 


82288| |9. (0) 


第 14% 
可 写 为 
«4 —a U(x,a)— u,(z,0) = 0 Riy а U = 0. 
H T z 的 定义 域 是 有 限 区 间 ， 我 们 可 将 常 微分 方程 的 解 写 为 
U(x,a) = c, coshaz 十 cs sinhaz. (12) 
MAF. (4(0, у)) = 9. (0) MF dun, у)) = Ж. {е ”依次 等 价 于 
UC0,a) = 0,0(к,а) = гүй 
如 果 我 们 使 用 后 面 的 条 件 ， 由 解 (12) 可 得 出 ci=0 以 及 cz 二 1/L(1 十 a?)sinhaxj， 因 此 
sinhax 
Оба) = сүр тупрак” 
所 以 由 (6) 我 们 可 得 
2 (+= sinhax (13) 
ut.) = =| Па) sinhan 259 t m 


如 果 在 例 2 中 给 出 的 是 u(x，0) 而 不 是 wu,(x，0)， 那 么 正弦 变换 将 更 合适 . 
练习 14.4 
在 习题 1~21 中 ， 利 用 本 节 的 傅 里 叶 积分 变换 求解 所 给 的 边界 值 问题 .在 必要 时 做 有 关 边 界 的 假设 . 


au дц _ 
1. Ё J Jr’? co< xz<co, z>0 
ибх, 0)--6715! , —co<x<co 
924 ди _ 
2. k Or дт! со< «Тоо, 20 
0, ж<—1 
一 100 ,一 1<z<<0 
u(x, 0)= 
100, 0<х<1 
0, т>] 
з. 84815438 (е7? у= 2 /mpe ** 求 边界 值 问题 
LEO du 
9752 =” — оо < z < осо, > 0 


и(х,0) = e” ,一 co < z < co. 
4. (а) 0 ( f(z)) = 9 (а) Н.ФХ(и(хЭ) = Са), 则 傅 里 叶 变 换 的 卷 积 定理 (convolution theorem) 为 


[лова Ddr = # (FGW). 


利用 这 一 结果 和 F e y = 2 /xpe © 证 明 边界 值 问题 


2 
了 一 一 oo<z<cot>0 
x 


(2,0) = (х), — оо < +z < оо 


Ë 


一 个 解 是 


1 % (2072/48 
fo)e dr. 
2 Еді =” 


(b) 利 用 变量 替换 u= (z— c) /2 kt 和 练习 14. 1 中 的 习题 9 证 明 例 1 的 解 是 


и(х,) = 
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9. 


10. 


11. 


12. 


ar 


u(z,t) = 5 (52) (52), 

(с) и, =100, k=1. ЖИН CAS 绘 出 ulr, ЕЖЕ -452х524, 0<1<6 上 的 图 形 ， 利用 2р Ж 
Æ ulr, ЮЕ 10.05, 0.125, 0.5, 1, 2, 4, 6, 15, К —4<:<4 上 的 图 形 绘 在 同一 坐标 系 
下 ， 利 用 这 些 图 形 推测 出 lim иас, ОЖ lim u(r, 四 的 值 ， 然 后 利用 erf(zx) 的 人 性质 用 解析 的 方法 证 
Н} ух ФК Ж. 


. # u0, O =u 4250» ибх, 0)=0, х220, 求 出 半 无 穷 长 杆 的 温度 ибх, D. 
. 利用 结果 | Eda ттс 0 证明 习题 5 的 解 可 写 为 


0 


3 : со <i 
i f ulat) = w -2f sinar r?! da, 
x 0 а 
‚Ж ибо, t)=0; t>0 В, 
3 r 
! 1, 0« х «1 
Z. <a u и(х,0) = | 
0, x> 1. 


ЖИНХЭН В ибх, 9. 


. 车 左 端 边界 条 件 为 


ди 2 
9 = т=0 一 A,t> 0, 


其 中 A 是 一 常数 ， 求 解 习题 5. 

如 果 х=0 处 是 绝热 的 ， 求 解 习题 7. 

如 果 и(0, 1) =1, г>0, ulz, 0) 一 e 7, z>0, 求 出 半 无 穷 杆 的 温度 ибх, t). 
и ð’u 


3? 
(а?а? 93200887 --оо« х<оо, 400 


ula, 00-10, FE | mo =zG), т-өөхсахсөо. 


(b) р(х) =0, 证 明 (a) 部 分 中 的 答案 可 改写 为 ula, D 1/2 f(xt+at) t f(z— at) 1 
如 果 
и(0,0 = 0,t > 0, 


-» ди 
и(х,0) = хє э | шол О,х > 0. 


ЖНЖ ибх, t). 


. 如 果 将 zx=0 和 z=r 处 的 边界 条 件 对 调 : uO, у) =е ”， и(х, у)=0, y>0, ЖЖ 2 中 的 问题 . 
.各 果 在 у=0 处 的 边界 条 件 为 xz，0) 王 1，0<z<r， 求 解 例 2 中 的 问题 . 
.如 果 边 界 z=0 绝热， 在 > 一 0 处 有 
50, 0<х<1 
и(х,0) = | 
0, r> 1, 


求 出 由 z220, у;>0 定义 的 平面 的 稳定 温度 . 


. 如 果 在 х=0 处 的 边界 条 件 为 u(0, y)=0, y>0, 求解 习题 15. 


а ?и 


а?ц 
+5530, хо»0, 0<у<2 


и(0, у) =0, 0<у<2 
ибх, 0) = flr), ибх, 2) =0, х20 


500 第 14% 


9 u 9 ѓи 


18. TAREFA 0<z<r，y>0 
9 
и(0, y)= f(y), Fe |= y>0 


ди 

ау 

在 习题 19 和 20 中 ， 求 出 图 中 所 给 平面 的 稳定 温度 . [提示 ， 一 种 求解 的 方法 是 将 习题 19 和 20 分 别 表示 

为 两 个 边界 值 和 三 个 边界 值 问 题 ， 利 用 又 加 原理 (请 参考 12. 5 节 ). ] 
19; 20. 


| у=0 20, 0<1<я 


图 14.10 


21. 利用 习题 3 中 所 给 的 变换 F (е y 求 出 如 图 14.12 所 示 的 无 
穷 带 的 稳定 温度 . 

22. 习题 16 的 解 可 以 被 积分 ,利用 附录 C 中 表格 的 第 42 项 和 43 项 
证 明 


27 


u(z,y) = 100 | aretan = = Z arctan F l= eretan 2 1). 
ЭГ 14.12 
第 14 章 复习 题 
在 习题 1 一 13 中 ， 利 用 适当 的 积分 变换 求解 所 给 的 边界 值 问 题 ， 在 必 
要 时 做 出 有 关 边 界 的 假设 . 
du ; 92ц gu ди 
А Ie TF ў Os z>0, 0<y<x 2. 24073327 0<:<1, 060 
45 б, Су и(0, 2) =0, ul, 1) =0, 050 
Е ибх, 0)=50sin2xz, 0<z—<1 
u(z, 0)=0, 20] а z>0 
9 у y 
а ѓи ди 9 а? 207 
3. 992 C hu= ур h>0, zr>0, 090 4. твит Izl, —оо<х< оо, г>0 


и(0, D=0, і 24-0, г>0 0 


=> 9 工 
ulz, 0)=w, z>0 
924 ди ðu д?и 
5. gz g 52700290 6. gzz gp’ 0<1<1, 60 
u(0, t)=t, limulz, t)=0 и(0, 0-0, и(1, 0-0, t>0 


: 9 2 
ибх, 0)=0, ас» ОГ 7”: 利用 定理 7.9.] ulz, 0)=sinxzzx, сэл ro == ашк» 052521 


а?и ди 
7. k 912 317 —оо< к< оо, 090 8. 
0. х<0 
ulr, 0) =4 и, OLIK 
0, xx 
924, a'u 
9. ЭТЭЙ 9 хо»0, y>0 10. 
50, 0<у<1 
и(0, »= | 
0, y>1 
100, 0<х<1 
ибх, o= | 
0, +>1 
д?и д u 
——5 =0, r>0, < 12. 
11. э ay 0, z=—>0, 0<у< лп 
и(0, y)=A, 0<y<x 
ди 2 ди рғ 
9510-60 Ty = Be z, z>0 
2 
13, k 22E, o<, 090 
д т t 
0, х<0 
ulz, 0) = 
ex, x>0 
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924, 47, 2 
эх зу 0 0<лх<л, y>0 

0, 0<у<1 
u(0, y)=0, u(x, y)=<1, 1<у<2 

0, y>2 
ди 
эу! =° 0, 0<xr<x 
814 _ ди 
可 未 十 7 э? 0< хж< 1, £>0 
2U ,=0, ul, D=0, 220 
Jal , 


ulz, 0)=0, 0<<x<1 


д'и_ ди 

да? at 

и(0, t)= uo, ull, 1) = uo, 420 

и(х, 0)=0, 0<<x<]1 

[提示 : 利用 恒等式 sinh(z— y) = sinhz * coshy 一 
coshzr。sinhy， 再 利用 练习 14.1 中 的 习题 6. ] 


‚ 0<x<1, 0290 


Z АЁ ЛУ АЎ АУ УГ 


е 


第 15 章 ” 偏 微分 方程 的 数值 解 


在 9.5 节 中 ,我们 看 到 求 二 阶 边界 值 问题 近似 解 的 一 个 方法 是 用 有 限 差分 方程 代替 常 微分 
方程 ， 构 造 差分 方程 的 方法 是 用 差 商 代替 导数 多 和 .把 同样 的 思想 应 用 于 包含 偏 微分 方程 
的 边界 值 问题 中 .在 本 章 的 各 节 中 ， 我们 将 用 差分 方程 代替 拉 普 拉 斯 方程 、 热 传导 方程 和 波动 
方程 ， 即 用 差 商 代替 偏 导数 Unn Uys Ua 和. 


15.1 椭圆 型 方程 


利用 9.5 节 导 出 的 差 商 ,我 们 可 以 很 容易 用 差分 方程 代替 线性 二 阶 偏 微分 方程 . 在 接 下 来 
的 讨论 中 ， 我 们 把 焦点 集中 在 椭圆 型 偏 微分 方程 上 ， 如 拉 普 拉 斯 方程 
au 十 Әд ѓи 
дх Әу? 
用 差分 方程 代替 拉 普 拉 斯 方程 ”如 果 是 双 变 量 x ЯП у 的 函数 ， 那么 我 们 可 以 构造 两 个 中 
心 差分 
и(х+АҺ, y)—2u(z, y)T+u(z=—h, у)Ж ибх, у+Һһ)—2и(\х, у) +и(х, y—h). 
然后 由 9.5 节 的 (6) 式 可 知 ， 对 二 阶 偏 导数 и 和 uw 的 差 商 近似 为 


= 0. 


atu А Гибс А, у) — 2u(z,y) + и(ж—Һ›у) a) 
9 х? h° 
2-8 y+) — ulay) + u(z,y— №0, (2) 


把 (1) 和 (2) 相 加 ， 我 们 可 得 拉 普 拉 斯 算 子 的 五 格 点 近似 法 (five-point approximation) : 
д?и | 3’u 


T az Lula +h, у) +ulz y +h) +u(z —h,y) + u(z,y— h) — 4u(z,y)1. 
Әх? ду h 
因此 我 们 可 以 用 差分 方程 
ulz +h, y) Tu(z,y+ h) +u(z —h,y) + u(z,y— №) — 4u(z,y) = 0 (3) 
3? а? 
代替 拉 普 拉 斯 方程 s= t T. к=. 


如 果 我 们 使 用 记号 и(т» y)= u; 7 
и(х-ЕҺ›,у) == шы.) | u(mz, y + h) = „н, 
u(xz— h, y) = йез, E зу —h) ший 12510 


那么 (3) 式 可 以 写 为 
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u. F Win 十 Wij F uij- — 4u; = 0. (4) 
ТОШ ИЕН (4). Ri — 4 EJE НЕ Н КР ЗЕ А R pR, АКЕ МА A, € 
上 面 有 一 个 曲线 СВА R. 我 们 就 是 要 在 这 个 区 域 上 求 拉 普 拉 斯 方程 的 解 .h ЖК АЖ 
步 长 (mesh size)， 请 参考 图 15.1(a)， 网 格 线 的 交叉 点 P; 二 PC(ih，jh) 称 为 网 格 点 (mesh 
point) 或 格 点 (lattice point), i 和 j 都 是 整数 ， 若 网 格 点 的 四 个 临近 点 都 是 区 域 尺 上 的 点 ， 那 
么 我 们 称 这 个 网 格 点 为 内 点 (interior point). R sk C 上 不 是 内 点 的 点 称 为 边界 点 (boundary 
point). ln, ÆR 15. 1(a) 中 ， 我 们 有 

Р =P(2h, 0), Pu =P(h, h), Рл =P(2h, h), P,,=P(2h, 2h), 

等 等 ， 在 这 些 点 中 ，Pw 和 PEKA, Po Pi 是 边界 点 . 在 图 15.1(a) 中 ， 内 点 是 灰色 的 
点 ， 而 边界 点 是 黑色 的 点 . 由 (4) 我 们 可 以 看 到 


1 
u; 一 енә 十 Ui, j+ Tti “= ыз» (5) 


因此 ， 正 如 图 15. 1(b) 所 示 ， wj 在 R 的 内 部 网 格 点 上 的 值 是 在 其 四 个 临近 点 上 值 的 均值 ， 内 
点 的 四 个 临近 点 P... Руа, P. Р, 1 分 别 从 对 应 的 东 、 北 、 西 、 南 四 个 方向 包围 
着 它 . 


h 2h 3h 4h Sh 6h x 


a) b) 


狄 利克 雷 问题 ”在 拉 普 拉 斯 方程 2 u 一 0 的 犹 利 克 雷 问题 (Dirichlet problem), u(x, 
УКЕ Кя ЕНИН. 这 个 问题 的 基本 思想 是 在 内 点 上 用 差分 方程 (4) 代 蔡 偏 微分 方程 ， 以 
此 求 出 拉 普 拉 斯 方程 在 这 些 点 上 的 近似 解 ， 因 此 u 在 网 格 点 上 的 近似 值 ， 即 ww ， 是 相互 关联 
的 ， 如 果 是 边界 上 的 网 格 点 就 可 以 直接 知道 < 的 值 . 用 这 种 方法 ,我 们 可 以 得 到 一 个 线性 代数 
方程 组 ， 从 中 可 以 解 出 未 知 量 иу. 接 下 来 的 例子 说 明了 如 何在 一 个 方形 区 域 上 应 用 这 种 方法 . 

边界 值 问题 

在 练习 12.5 的 习题 16 中 ， 要 求 读者 用 全 加 原理 解 边界 值 问题 

д?и д?и 


гуаг” хайн 0о<х<2, 0<у<2, 
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и(0,у) = 0, u(2,y) = у(2—у), 0<у< 2, 
х, Оа = 1 
И PAZERA 
为 了 使 用 数值 方法 来 解 这 个 问题 ,我们 先 令 网 格 的 步 长 为 h 二 2/3.， 正如 我 们 在 图 15.2 中 所 看 
到 的 ， 这 种 选择 可 以 使 我 们 得 到 四 个 内 点 和 八 个 边界 点 . 边界 点 的 精确 u 
值 可 以 从 所 给 的 边界 条 件 中 解 出 例如， 在 P, = P(3h, h)=P(2, 2/3) 
处 ， 我 们 有 z= 王 2，y 王 2/3， 因 此 由 条 件 x(2，y) 可 得 и(2, 2/3)=2/3* 
(2—2/3)=8/9. 类似 地 ， 由 在 P,:= 王 P(2/3，2) 处 的 条 件 xCz，2) 得 到 
x(2/3，2) 王 2/3， 现 在 我 们 对 内 点 应 用 (4) 式 .例如 ， 在 Pu 点 处 ,我 们 
有 i 二 1，j 二 1， 因 此 (4) 可 以 写 为 
ил F ш F uo F шо = Аи = 0. 


и(х,0) = 0, и(х,2) БЭЭ 


图 15.2 

因为 uo =и(0, 2/3) =0, шог и(2/3, 0)=0, 所 以 前 述 方程 变 为 一 4xl + 

из 十 zi 一 0. 在 P, Р.Ж P;; 处 重复 这 个 过 程 ， 依次 可 以 得 到 另外 三 个 方程 : 
一 4ил\\ 十 úz +F u = 0, 
Wil 一 4из\ 十 zzz 一 一 3, 
uu 4щ2 + ux =, (6) 
изу + uiz — 4и 一 一 ы. 

用 计算 机 代数 系统 解 这 个 方程 组 ， 可 以 求 出 在 四 个 内 点 处 的 近似 值 为 

ua = 5 = 0.194 4, un = {у = 0.416 7, m: = 38 = 0.3611, u = 550 583 3 


和 党 微分 方程 的 讨论 一 样 ， 我 们 希望 用 更 小 的 h 值 来 改进 近似 的 精确 度 ， 然 而， 用 更 小 的 
网 格 步 长 意味 着 会 产生 更 多 的 内 格 点 ， 相 应 地 会 增 大 方程 组 的 规模 . 对 一 个 边 长 为 L 的 方形 区 
域 来 说 , h=L/n 的 网 格 步 长 总 共 会 产生 (n 一 1)? 个 内 格 点 ， 在 例 1 B, n=8, 网 格 步 长 为 A 二 
2/8=1/4 比较 合理 ， 内 格 点 的 数目 为 (8 一 1)? =49. 因此 我 们 有 含有 49 个 未 知 变量 的 49 个 方 
程 ， 在 下 个 例子 中 ， 我 们 使 用 的 网 格 步 长 为 4 二 1/2. 
在 例 1 中 使 用 更 多 的 网 格格 点 
正如 我 们 在 图 15. 3 中 所 看 到 的 ， 令 例 1 中 的 方形 区 域 "二 4， 网 
格 步 长 1 一 2/4 一 1/2， 可 得 到 3° =9 个 内 网 格 点 . 在 这 些 点 处 应 用 
(4) 式 ， 并 把 给 定 的 边界 条 件 代 入 ， 我 们 可 以 得 到 含有 九 个 未 知 量 的 
九 个 方程 ， 读者 可 以 证 明 这 些 结果 ， 这 里 给 出 方程 组 未 简化 的 形式 : 
Uz 十 wz 十 0 十 0 一 4un = 0, 
им + uz 十 un 十 0 一 4uz = 0, 


Ž T us + un 十 0 一 us = 0, 


u22 + шз + ип + 0— 440: = 0, 
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из 十 из 十 Шах 十 uzn 一 4и„ = 0, (7) 
1 + изз 十 uz 十 из 一 4и3› 一 0, 


us +E +0 + uz — Aun = 0, 
изз 十 1 十 zs + uz — 4uz = 0, 


3 1 
тр Tua Мэтт Физ = 0. 


用 CAS 可 得 
u = 0.1094, ua = zj = 0.2277, us = 1 = 0.395 1, 
uu = урт 0. 209 8, ио = 15 = 0.406 3, us = узу = 0.602 7, 
из = 148 = 0.323 7, un = 121 = 0.584 8, un = уу = 0.609 4. ш 
简化 (7) 式 后 ， 有 趣 的 是 系数 的 9X9 矩阵 为 
一 4 1 0 1 0 0 0 0 0 
1-4 1 0 1 0 оо O 
0 1—4 0 0 1 0 0 0 
1 0 0—4 1 0 1 0 0 
0 1 0 1—4 1 0 1 0. (8) 
о 0 1 0 1-4 0 0 1 
0 0 0 1 0 0-4 1 0 
0 0 0 0 1 0 1 —4 1 
0 0 0 0 0 1 0 1 —4 


这 是 一 个 稀 散 矩阵 (sparse matrix), МЭЭЖ ЭР 2⁄4 £ BJ Ju #02073. 矩阵 (8) 也 是 一 种 带 状 
ж (banded matrix)， 这 种 矩阵 的 特征 是 主 对 角 线 以 及 与 主 对 角 线 平行 的 对 角 线 上 的 元 素 
FF. 

高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 凡是 求 偏 微分 方程 近似 解 的 问题 无 一 例外 都 会 产生 大 规模 的 线性 代 
数 方程 组 ， 解 一 个 含有 数 百 个 方程 组 成 的 方程 组 是 很 平常 的 事情 . 尽管 直接 求解 的 方法 如 高 斯 
消 元 法 保留 了 矩阵 带 外 所 有 的 零 元 素 ， 但 是 它 在 带 之 间 填 充 了 非 零 元 素 , 因为 储存 大 规模 矩阵 
需要 使 用 大 容量 的 计算 机 存储 器 ， 所 以 一 般 在 实际 中 用 间接 法 求解 大 规模 方程 组 . 一 种 流行 的 
间接 法 称 为 高 斯 - 赛 德尔 选 代 法 (Gauss-Seidel iteration). 

我 们 将 用 (6) 中 的 方程 组 来 说 明 这 种 方法 ， 出 于 简化 的 缘故 ， 我 们 分 别 用 ху. ха» zs 和 ха 
来 代替 双 下 标 变量 un, uzn, иг и». 

高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 

步骤 1: 在 每 一 个 方程 中 解 出 方程 组 主 对 角 线 上 的 变量 ， 也 就 是 从 (6) 中 的 第 一 个 方程 解 
出 z+， 从 第 二 个 方程 解 出 зо, KEX HE: 

xı = 0. 25x: + 0. 25x3, 
хо = 0. 252 + 0. 25x, + 0. 222 2, 
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хз = 0. 25x, + 0. 25z, + 0.166 7, (9) 
x, = 0. 25х, + 0. 252; + 0. 388 9. 
这 些 方程 可 以 通过 对 内 格 点 应 用 (5) 式 而 不 是 (4) 式 来 直接 得 到 . 

步骤 2; 和 迭代， 首先 我 们 要 先 给 x 、x:、x3 和 zx 赋 初 值 ， 如 果 只 是 一 个 线性 方程 组 并 且 我 
们 对 于 解 的 情况 一 无 所 知 ， 那 么 我 们 开始 时 要 令 r =0, зо 0, 50, х, =0. 但 是 因为 (9) 
的 解 表示 边界 值 问题 的 近似 解 ， 所 以 使 用 所 有 边界 条 件 的 平均 值 作为 初 值 х = uu, z = ии, 
23 二 Ws，X4 二 Uz 是 合理 的 ， 在 这 种 情况 下 ， 如 图 15. 2 所 示 ， 八 个 边界 点 数值 的 平均 值 近似 等 
于 0.4， 因 此 我 们 所 赋 的 初 值 为 х. 0. 4, 2 0. 4, ла 0.4, х, 一 0.4， 高 斯 - 赛 德 尔 兴 代 法 
使 用 的 z 值 是 前 一 步 的 计算 结果 ， 注意 到 (9) 中 的 第 一 个 方程 仅 依赖 于 xz 和 x3; 因此 把 zx; 一 
0.4 和 ;二 0.4 代入 后 可 得 zi 二 0.2， 因 为 第 二 和 第 三 个 方程 依赖 于 z 和 xz: ， 我 们 使 用 刚才 计 
算得 到 的 z, 0. 2 和 x 一 0.4 可 得 x; 二 0.372 2 和 х, =0. 316 7， 第 四 个 方程 依赖 于 zx; 和 zs， 
因此 用 刚才 得 到 的 zs 二 0. 372 2 和 xs 一 0. 316 7 可 得 x 一 0.561 1 概括 说 来 ， 第 一 次 迭代 得 到 

ту = 0.2,х; = 0.372 2,z, = 0.316 7,z, = 0. 5611. 
注意 这 些 值 和 例 1 结束 部 分 给 出 的 精确 值 已 经 非常 接近 了 . 

第 二 次 迭代 开始 时 ， 把 z, 一 0. 372 2 和 z, =0.316 7 代入 第 一 个 方程 ， 这 可 以 得 到 x 一 
0.172 2， 由 zr, =0. 1722 和 最 后 一 次 计算 得 到 的 z, (Bl z, =0. 561 1) 以 及 第 二 和 第 三 个 方程 依 
次 可 得 2, 0. 405 5 和 zs 二 0. 350 0。 用 这 两 个 值 ， 可 以 从 第 四 个 方程 中 求 出 z. =0.5678. 第 
二 次 迭代 结束 后 ， 我 们 得 到 

ху = 0. 172 2,2, 一 0.4055,zs = 0. 350 0,2, = 0. 567 8. 
第 三 到 第 七 次 迭代 的 结果 在 表 15. 1 中 给 出 . 


表 15.1 
Wç 第 三 次 第 四 次 第 五 次 第 六 次 第 七 次 
z 0.188 9 0.1931 0.1941 0. 194 4 0. 194 4 
21 0. 4139 0.4160 0.4165 0.4166 0. 4166 
хз 0.3584 0.3605 0.3610 0.3611 0.3611 
0.5820 0.5830 0. 583 3 0. 583 3 0. 583 3 


Ха 


i£ жт жаат нп аваж 32 ga (Q A n Л 
未 知 变 量 )， 变 量 蕊 必须 出 现在 方程 组 的 第 i 个 方程 中 ， 此 外 ， 从 每 个 方程 中 解 出 x 
后 ，i 二 1，2，…，n， 所 得 到 的 方程 组 具有 XX 一 AX 十 B 的 形式 ， 其 中 A 的 主 对 角 线 
上 所 有 元 素 为 零 . 
注 Ci ) 在 本 节 所 给 的 例子 中 ，us 的 值 可 以 用 u 在 边界 点 处 的 已 知 值 求 出 ， 但 车 区 域 
尽 的 边界 点 和 区 域 尺 的 实际 边界 C 不 重合 时 我 们 该 怎么 做 ? 这 种 情况 下 ， 
可 以 用 插值 法 求解 . 
С ) 有 时 可 以 根据 对 称 性 减少 方程 组 中 方程 的 个 数 ， 考虑 一 个 如 图 15.4 所 示 的 
ERBER. 边界 条 件 为 在 工 一 0、 х=2 和 y=1 Ж и=0, Ж y=0 处 и= 100. 
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这 个 区 域 关 于 xX 二 1 和 y=1/2 是 对 称 的 ， 内 网 格 点 Ри 
和 Ps 到 临近 的 边界 点 是 等 距 的 ， 并 且 在 这 些 边界 点 处 
и 值 是 相等 的 ， 因 此 ， 我 们 设 z 一 zl， 所 以 含有 三 个 
未 知 量 的 三 个 方程 组 成 的 方程 组 可 以 化 为 含有 两 个 未 
知 量 的 两 个 方程 . 请 参考 练习 15.1 的 习题 2. 

( 痢 ) 在 介绍 求 拉 普 拉 斯 方程 近似 解 的 过 程 中 ， 如 例 3 所 示 
的 迭代 法 经 常 称 为 Liebman 方法 . 

(jy ) 尽 管 在 计算 机 上 不 明显 ， 但 是 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 或 Liebman 方法 的 收敛 速度 
不 是 很 快 ， 或 者 在 更 多 的 情况 下 ， 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 可 能 根本 不 收 健 ， 请 读 
者 自行 在 数值 分 析 的 教科 书 中 查阅 有 关 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 收敛 的 充分 条 件 . 


练习 15.1 
旦 ,在 习题 1 一 8 中 ,利用 计算 机 进行 计算 . 
在 习题 1~4 中 ， 用 (4) 求 拉 普 拉 斯 方程 在 给 定 区 域 上 内 点 处 的 近似 解 . 如 果 有 可 能 ， 尽 量 利用 对 称 性 . 
1. u(0, y)=0, u(3, y)=y(2—y), 0<y<2 
ибх, 0)=0, ulz, 2)=х(3З—х), 0<х<3 
网 格 步 长 : h=1 
2. и(0, у) =0, us y)=0, 0<у<1 
ибх, 0) =100, ulz, 1) =0, 0<х<2 


МРК. һ=-- 


3. и(0, у) =0, и(1, у) =0, 0<у<1 
ибх, 0)=0, ulz, 1) =ѕіпхх, 0<2<1 


网 格 步 长 : 一方 


4. и(0, y)=108y:(1—y), ud, у) =0, 0<у<1 
ибх, 0)=0, ибх, 1) =0, 0<х<1 
网 格 步 长 : л= 
在 习题 5 和 6 中， 利用 (5) 和 高 斯 - 赛 德 尔 迭 代 法 求 拉 普 拉 斯 方程 在 单位 平方 区 域 上 内 点 的 近似 解 . 网 格 
步 长 为 h=1/4， 在 习题 5 中， 边界 条 件 已 给 出 ; 在 习题 6 中 ,，xv 在 边界 点 处 的 值 如 图 15.5 所 示 . 
5. и(0, y)=0, u(1, y)=100y, 0<y<1 
и(х, 0)=0, ulz, 1)=100х, 0<х<1 


10 20 30 
图 15.5 
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7. (a) 在 练习 12.6 的 习题 12 中 ， 用 特殊 形 
а? а? 


式 的 泊 松 方程 Fp t gy = SE) 
可 以 求解 势能 问题 ， 证 明代 替 泊 松 方 
程 的 差分 方程 为 


Uitl,j + Шу + Ui—1,j Ui,j—1 
— 4и; = k f(x,y). 
2 
(b) 利 用 (a) 中 的 结果 求 泊 松 方程 S 


十 


9 u ; = 
-一 一 一 2 15; 下 
T, 在 图 15.6 所 示 区 域内 点 上 图 15.6 15.7 


的 近似 解 ， 网 格 步 长 为 /一 1/2， 在 沿 
ABCD 的 每 个 点 上 都 有 u 一 1， 在 沿 DEFGA 的 每 个 点 上 都 有 v 一 0， 利 用 对 称 性 求解 ， 如 果 必 要 也 可 
以 使 用 高 斯 - 赛 德尔 迁 代 法 . 
8. 利用 习题 7 中 (a) 所 得 到 的 结果 求 泊 松 方程 3 学 十 3- 郊 一 一 64 在 图 15.7 所 示 区 域内 点 上 的 近似 解 ， 网 
格 步 长 一 1/8， 在 区 域 的 每 个 边界 点 处 u 一 0， 若 有 必要 可 以 利用 高 斯 - 赛 德尔 迁 代 法 


15.2 抛物 型 方程 


在 本 节 中 ， 我 们 介绍 两 种 求解 下 面 类 型 的 边界 值 问题 近似 解 的 方法 : 


< 一 си, 0< х <а,і > 0, 

и(0,) = Ti, и(а,і) = Т, 4120, 

и(х,0) = (х), 0<хж<а. 
这 个 问题 中 的 方程 是 一 维 热传导 方程 ， 并 且 是 我 们 在 12. 1 节 中 所 介绍 的 抛物 型 偏 微 分 方程 . 
前 面 讲 过 ，f 可 以 看 作 是 一 个 匀 质 杆 上 从 x 二 0 到 х=а 的 初始 温度 分 布 。 常 数 T, A Ts 表示 杆 
端点 的 温度 ， 这 里 我 们 不 加 证 明 地 认为 ， 当 f 在 闭 区 间 [0O，aj 上 是 连续 的 时 候 ， 边界 值 问题 有 
唯一 解 ， 这 个 条 件 将 被 用 到 ， 因 此 ， 我 们 用 u(x, =f), 0<х<а 代替 (1) 中 的 初始 条 件 . 

用 差分 方程 代替 热传导 方程 为 了 求 (1) 的 近似 解 ， 我 们 先 用 差分 方程 来 代替 热传导 方程 . 

利用 15.1 节 中 的 中 心 差分 (1)， 可 得 


2 
сла. РА иск +В) — 2и(х,) + и(ж—Һ›,ї) 1» 


д х? 
以 及 由 9. 5 节 的 前 向 差分 (3) 可 得 
38 Аш е — и(х,2)], 


(1) 


и ди 


因此 我 们 可 以 用 下 面 的 差分 方程 来 代 蔡 热 传导 方程 ТЕ 


52и + В) — 2и(х,) ибх — А0] = T [u(z + D) — ul(z,t)]. (2) 


# A= ck/h°, 以 及 
ибх,0) = иууи(л +h,t) = u u(z—h+t) = u-ujsu(z,t + R) = шн 


则 (2) 简 化 后 可 以 写 为 
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Uia == Аша; H (1 — 2))u; + Me,;. (3) 

我 们 希望 在 zt Жы BJ — 4 ШЖ 38, ER НА (19 031 ИН, Х ЛЖ X ЖЕХ ЛОС 

ха, 0<2= T, АКЫН) 成立， 在 这 个 区 域 上 ， 我 们 绘 出 一 个 矩形 网 格 ， 这 些 网 格 的 每 
个 格子 垂直 距离 为 hh 单位， 水 平 距离 为 k 单 位， 如果 我 们 选取 两 个 正 整 数 n 和 m， 并 定义 


һ= 2 #6 = 1, 
п т 


那么 垂直 和 水 平 网 格 线 分 别 定义 为 
r= h, i=01,2,- n, t = jk, i=0,,2,=-,m. 
请 参考 图 15. 8. | 


如 图 15.9 BUR, УХУД ЫЕ ЗЕ ЖЕ АЛЕ E| 12:55 (3› 31338 ule, ОЛЕМС д Rb AS R ИН, 
计算 第 ;十 1 个 时 间 线 仅 用 到 第 ; 个 时 间 线 的 值 ， 例 如 ， 第 一 条 时 间 线 上 的 值 (j 一 1) 依 赖 于 给 
定 的 在 零 时 间 线 上 的 初始 条 件 wo 二 u(x:，0) 二 f(x)， 这 种 数值 方法 称 为 显 式 有 限 差分 法 


(explicit finite difference method). 


Жонн pei 
ШУАСЧ 
第 j 个 时 间 线 
uii Uij Mi+l,j 
|4 


图 15.8 图 15.9 


有 限 差分 法 的 使 用 
考虑 边界 值 问题 
atu 
а х? 
и(0,) = 0, uwu(l,t) = 0, 0<#< 0.5 
и(х,0) = sinzz, OKT1. 
首先 ， 我 们 可 以 看 出 c=1, a=1, T50. 5. 如 果 我 们 选择 n=5 M т--50, ЯА А=1/5=0. 2, 
bk=0.5/50=0.01, A=0.25, 


(4 ; = 9 — 1 | = 0 2,44,50 
т, i = 0,1,2,3,4,5 以 及 性 7 100” 7 ,1, , , . 


因此 ，(3) 可 以 写 为 


= 58, 0-0:-01, 0<t<0.5 


Xi 7 


upi = 0. 25(ина.; + us 十 umj). 
令 这 个 公式 中 的 7 一 0， 则 我 们 可 以 得 到 第 一 条 时 间 线 上 温度 u 的 近似 值 公 式 ， 
шл = 0. 25(ин.о 二 2uio 十 Ui_1,0). 
如 果 令 这 个 方程 中 的 i 二 1，…，44， 那么 我 们 依次 可 以 得 到 
и = 0. 25 Cüz + 2uno + ио?» 
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изу = 0. 25 (изо + 2и» F uio), 

изү = 0. 25(ив + 2из F tz), 

ua = 0.25(us + 2uo изо). 
第 一 个 方程 可 以 写 为 

ир = 0.25(и6иСх,.0) + 2uz(z5íi ,0) 4-44(0,03) 
= 0.25(u(0.4,0) + 2u(0.2,0) + u(0,0)). 
由 初始 条 件 ulr, 0)=sinxz 可 得 这 条 时 间 线 上 的 * 值 为 
una = 0. 25(0. 951 056 516 十 2(0.587 785 252) + 0) = 0. 531 656 755. 
这 个 数值 是 温度 wx(0.2，0. 01) 的 近似 值 . 
余下 的 计算 在 表 15. 2 中 给 出 . 


58152 显 式 差分 方程 的 近似 值 , h=0.2, k=0.01, 4 二 0.25 


请 读者 证 明 ， 利 用 第 12 章 的 方法 ， 例 1 中 边界 值 问 题 的 精确 解 为 u(x， t) =e sinna. 
一 些 样 本 数据 在 表 15.3 中 给 出 . 
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Ж 15.3 
精确 值 近似 值 
и(0.4, 0.05)=0. 5806 из 一 0.575 8 
u(0.6. 0. 06) =0. 526 1 uss = 0. 520 8 
и(0.2, 0.10) =0. 2191 изло =0. 215 4 
и(0. 8, 0. 14) =0. 1476 us =0. 144 2 


稳定 性 ”比较 这 些 近似 值 和 精确 值 ， 出 于 我 们 的 某 种 需要 其 精确 度 已 经 足够 了 ， 但 是 前 述 
方法 有 一 个 问题 . 前面 我 们 讲 过 ， 若 伟人 误差 或 其 他 误差 随 着 计算 过 程 的 增加 而 快速 增长 ， 则 
这 种 数值 方法 就 是 不 稳定 的 (unstable). f 1 中 所 示 的 数值 方法 可 以 说 明 这 种 现象 ， 可 以 证 明 
若 1 小 于 或 等 于 0.5， 则 例 1 中 的 方法 是 稳定 的 ， 其 他 情况 是 不 稳定 的 ， 在 例 1 中 我 们 选择 4 一 
0.25<0.5， 则 必须 选择 & 一 0. 01; 在 时 间 方 向 上 使 用 小 步 长 的 必要 性 是 这 种 方法 的 主要 缺点 . 
请 读者 做 练习 15. 2 中 的 习题 12， 并 验证 当 4 二 1 时 ， 这 种 方法 是 不 稳定 的 . 

克 兰 克 ~ 尼 科 尔 森 法 ” 解 抛 物 型 偏 微分 方程 还 有 一 种 方法 叫 隐 式 有 限 差 分 法 (implicit finite 
difference method)， 这 个 方法 需要 解 一 个 方程 组 以 求 得 u 在 第 7 十 1 个 时 间 线 上 的 近似 值 ， 然 
而 ， 隐 式 方 法 不 存在 不 稳定 的 问题 . 

J. 克 兰 克 和 P. 尼 科 尔 森 在 1947 年 介绍 了 一 种 算法 ， 这 种 算法 可 以 解 大 多 数 热传导 方程 . 


这 种 算法 是 用 两 个 中 心 差 商 的 均值 来 代替 < 2—4 = и 中 的 二 阶 偏 导数 ， 一 个 中 心 差 商 是 :处 


д х 
的 值 ， 另 一 个 中 心 差 商 是 t+k 处 的 值 : 
с [тетә бо ас сә алю иби юш гю] 


2 р? д? 
=- [их +k) — u(x,t) ]. (4) 
MEREEN A= ck/h2, ЖШШЕ СО KH] UISA 


— tij аца T Инан = Ина T Ri + uaj (5) 
Жр а=2(1+1/4), B=20— 1/4), j=0, 1, +, т—1, i=l, 2, +з, n—1. 

对 每 个 j， 差 分 方程 (5) 对 i 二 1，2，…，n 一 1 有 nn 一 1 个 方程 ， 它 含有 mn 一 1 个 未 知 量 
uijt1， 由 前 述 的 边界 条 件 ，wiji4 在 i 二 0 іп 处 的 值 已 知 ， 例 如 ， 当 nw 二 4 时 ， Жи 在 第 j 十 
1 个 时 间 线 上 近似 值 的 方程 组 为 

— ио, Наші, T Чон T Мз.) — Вк. F wo.; 
一 ta аизза Ut us, T Виз. + 1,j 


— Uz, j+ + aus, j — U jn 一 ua — Виз.; Ма, (6) 
或 


ам на 一 Ман 一 5, 
- Мун 十 aus, 一 из, T b, 


— 22, 计 1 十 aus,jtl = фз, 
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其 中 
bi = uz, 一 放 wo,; F toji» 
b, = из; — иг; Fujo 
бз = Ма [Мз F us, F ша. 
一 般 地 ， 如 果 我 们 利用 差分 方程 (5) 求 解 :在 第 j 十 1 个 时 间 上 的 值 时 ， 需 要 解 线性 方程 组 
AX=B, XH Z 3 3E А PRA Z ж] Л ЖЕ £ (tridiagonal matrix), 


а —1 0 0 0 0 
— 1 a —1 0 0 0 
0 —1 a —1 0 0 
А = 0 0 —1 Q 一 01» 
0 0 0 0 а -1 
0 0 0 0 一 a 
矩阵 B 的 列 为 
b, = zj — Bu; T Uoj ион з 
b; = изу лт Шз; Бш; 
bs = u; — Виз; 十 za 
бул = Unj [ллу +u, F Unj 
克 兰 克 - 尼 科 尔 森 法 的 使 用 
利用 克 兰 克 - 尼 科 尔 森 法 求 边界 值 问 题 
0.25-2-4 = 25, 0б<т<?, 0<:<0.3 


и(0,() = 0, и(2,7 = 0, 0<г<0.3 
и(х,0) = sinrrz， 0 < + < 2 
HER, ”-58, т=30. 
解 ” 从 题 中 我 们 可 以 看 出 ,a 一 2，T 一 0.3, А--1/4--0. 25, k=1/100=0.01, с=0.25, 
由 此 可 得 4 二 0.04， 在 计算 机 的 帮助 下 ， 我 们 可 以 得 到 表 15. 4 中 的 结果 . 


表 15.4 克 兰 克 -- 尼 科 尔 森 法 ，j 一 0.25，Kk 一 0. 01，) 一 0. 25 


时 间 х= 0. 25 х= 0. 50 х= 0. 75 х= 1. 00 х= 1.25 х= 1.50 х= 1.75 
0. 00 0. 707 1 1. 000 0 0.707 1 0. 000 0 — 0. 707 1 — 1.000 0 — 0. 707 1 
0. 01 0. 6907 0. 976 8 0. 6907 0. 000 0 — 0. 690 7 —0.976 8 — 0. 690 7 
0. 02 0. 6747 0. 954 2 0. 6747 0. 000 0 —0. 6747 — 0. 9542 —0. 6747 
0. 03 0.6591 0. 932 1 0. 6591 0. 000 0 —0. 659 1 —0. 932 1 一 0. 659 1 
0.04 0. 643 8 0.9105 0.6438 0.0000 — 0. 643 8 —0.910 5 —0. 643 8 


0.05 0.628 9 0.889 4 0. 628 9 0.000 0 — 0. 628 9 —0. 889 4 — 0. 628 9 
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( 续 ) 
时 间 并 一 0. 25 x=0. 50 z=0. 75 z==1. 00 zr=1.25 ж=1.50 z=1.75 
0.06 0.614 4 0. 868 8 0. 614 4 0. 0000 — 0. 614 4 — 0. 868 8 —0. 614 4 
0. 07 0. 600 1 0. 8487 0. 600 1 0. 000 0 —0. 600 1 — 0, 848 7 —0. 600 1 
0. 08 0. 586 2 0. 829 1 0.586 2 0.0000 — 0. 586 2 — 0. 829 1 — 0. 586 2 
0.09 0.5727 0. 809 9 0.5727 0.0000 —0. 5727 — 0. 809 9 — 0. 5727 
0.10 0. 5594 0.7911 0. 5594 0.0000 — 0. 559 4 —0. 7911 一 0. 559 4 
0. 11 0. 546 4 0. 772 8 0.5464 0.0000 — 0. 546 4 — 0.772 8 —0. 546 4 
0.12 0. 533 8 0. 754 9 0. 533 8 0.0000 — 0. 533 8 — 0. 754 9 一 0.533 8 
0. 13 0. 521 4 0.737 4 0.5214 0.0000 -0.5214 -0.7374 一 0. 521 4 
0. 14 0. 509 3 0. 720 3 0. 509 3 0.000 0 —0. 509 3 一 0.720 3 —0. 509 3 
0.15 0.497 5 0.703 6 0. 497 5 0.0000 — 0. 497 5 —0. 703 6 —0. 497 5 
0.16 0.486 0 0. 687 3 0. 486 0 0.000 0 —0. 486 0 —0. 687 3 —0. 486 0 
0.17 0. 474 8 0.6714 0. 4748 0.0000 — 0. 474 8 — 0.6714 — 0. 474 8 
0. 18 0. 463 8 0. 655 9 0. 463 8 0. 000 0 — 0. 463 8 一 0.655 9 一 0.463 8 
0.19 0.453 0 0.640 7 0. 4530 0.0000 — 0. 4530 — 0. 6407 一 0. 4530 
0. 20 0.4425 0.6258 0.4425 0.0000 一 0. 442 5 —0.625 8 —0. 4425 
0. 21 0. 432 3 0.6114 0. 4323 0.0000 — 0. 4323 —0. 6114 一 0. 432 3 
0. 22 0. 4223 0. 597 2 0. 422 3 0.000 0 一 0. 422 3 —0. 597 2 —0. 422 3 
0. 23 0.4125 0. 583 4 0. 4125 0. 000 0 一 0. 4125 一 0.583 4 一 0. 412 5 
0. 24 0. 402 9 0.569 9 0.402 9 0.000 0 —0. 402 9 —0. 569 9 —0. 402 9 
0.25 0. 393 6 0. 556 7 0. 393 6 0.0000 — 0. 393 6 — 0. 5567 — 0. 393 6 
0. 26 0. 384 5 0. 543 8 0. 384 5 0.0000 — 0. 384 5 — 0. 543 8 — 0. 384 5 
0.27 0. 375 6 0.5312 0.3756 0.0000 —0.3756 —0.5312 —0.3756 
0.28 0.366 9 0. 5189 0. 366 9 0. 0000 — 0. 366 9 —0. 518 9 —0. 366 9 
0.29 0.358 4 0.506 8 0. 358 4 0.0000 — 0. 358 4 —0. 506 8 —0. 358 4 
= 


读者 可 以 证 明 满足 例 2 中 所 有 条 件 的 函数 为 ul, D=% sinz. R 15. 5 中 所 做 的 样本 
对 比 证 明了 绝对 误差 的 数量 级 为 10“: 或 10“，， 减 小 或 k& 都 可 以 得 到 更 小 的 误差 . 


ЖФ 15.5 
-一 一 
精确 值 近似 值 
и(0. 75, 0.05)=0.6250 из = 0. 628 9 
u(0. 50, 0. 20) =0. 610 5 uz,20 = 0. 625 9 


и(0. 25, 0.10) = 0. 552 5 изло = 0. 559 4 
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练习 15.2 
Ы 在 习题 1~12， 利 用 计算 机 进行 计算 . 


1. 


7. 
8. 
9. 


用 差分 方程 (3) 求 边界 值 问题 
414 
а х? 


д 
= 19,062 062,0 061 


и(0,() = 0,u(2,t) = 0,0 < z < 1 
1,00 < z<<1 

u(z,0) = — 
0,11 < +< 2 


的 近似 解 . п=8, т=40. 


. 利用 练习 12. 3 习题 1 所 得 的 傅 里 时 级 数 解 ， 令 工 =2， 求 出 前 20 项 的 和 来 计算 习题 1 ВАЕ их, DE 


zx(0.25,0.1)、x(1，0.5) 和 wx(1.5，0.8) 处 的 值 ， 一 个 学 生 编写 了 一 个 计算 机 程序 进行 计算 ， 并 且 得 
到 的 结果 是 u(0. 25，0.1) 一 0.379 4, и(1, 0.5) =0.185 4, и(1.5, 0. 8) = 0.0623. 设 这 些 结果 在 所 


有 数位 上 都 是 精确 的 ， 把 这 些 结果 和 例 1 中 所 得 到 的 近似 值 加 以 比较 . 求 出 每 个 值 的 绝对 误差 . 


. 用 克 兰 克 - 尼 科 尔 森 法 解 习题 1, 令 n= 二 8，m 一 40， 用 习题 2 中 所 给 的 ш(0.25, 0.1), и(1, 0.5) 和 


u(1. 5，0. 8) 值 计算 绝对 误差 . 
二 8，m 二 20， 再 解 一 次 习题 1， 利 用 习题 2 中 所 给 的 uC0.25，0.1)、u(1，0.5) 和 wu(1.5， 0. 8) 值 
计算 绝对 误差 为 什么 在 本 题 中 所 得 的 近似 值 不 是 很 精确 ? 


. 用 克 兰 交 - 尼 科 尔 森 法 解 习题 1， 令 п 8, т 20. 用 习题 2 中 所 给 的 u(0.25, 0.1), uC, 0.5) 和 


u(1. 5，0. 8) 值 计算 绝对 误差 .把 这 些 误 差 和 习题 4 中 得 到 的 误差 进行 比较 ， 


‚ 在 12.2 节 中 我 们 已 经 看 到 ， 一 个 长 为 荆 的 杆 ， 导 热 系数 为 天 ， 比 热 为 y， 密 度 为 p， 它 的 温度 ulr, D 


满足 偏 微分 方程 


z 
К ди ди, ocr<l. 
Ур 9 х аг 


考虑 由 上 述 方程 和 下 面条 件 组 成 的 边界 值 问题 : 
и(0,) = 0, u(L, =0, 0<1< 10, 
u(z,0) = Р), 0 < z< L. 
利用 本 节 的 差分 方程 (3) ， 令 n=10, m=10, 求 以 下 情形 边界 值 问 题 的 近似 解 . 
(a)L=20, K=0.15, p=8.0, y=0.11, f(x)=30. 
(b)L=50, K=0.15, p=8.0, y=0.11, f(x)=30. 
(91-20, K=1.10, p=2.7, у=0.22, f(z)=0.5z(20—z). 
(4)1,=100, K=1.04, p=10.6, y=0.06, 
0. 8z 0 < z< 50 
f(x) = 
0.8(100 — х), 50 < х < 100. 
用 克 兰 克 -~ 尼 科 尔 森 法 解 习题 6, $ n=10, т=10. 
若 端 点 温度 为 uO, 10-50, u(L, t)=20, 0кик:10, 再 解 一 次 习题 6. 
用 克 兰 克 ~ 尼 科 尔 森 法 解 习题 8. 


10. 考虑 例 2 中 的 边界 值 问题 ， 设 n=4. 


(a) 求 新 的 4 值 . 
(b) 用 克 兰 克 -- 尼 科 尔 森 差分 方程 (5) 求 方程 组 ， 解 出 un, un 和 ua и 在 第 一 条 时 间 线 上 的 值 . 
[提示 : 令 (5) 中 的 j 一 0，i 取 值 为 1，2，3. ] 
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(c) 不 用 计算 机 ， 解 三 个 方程 的 方程 组 ， 把 所 得 到 的 结果 和 表 15.4 中 的 对 应 项 进行 比较 . 
11. 考虑 长 为 L==20 А. К=1. 05, р=10. 6, y=0. 056. 8 
и(0,1) = 20,u(20,t) = 30 
и(х,0) = 50. 
(a) 用 12.6 节 介 绍 的 方法 ， 求 稳定 的 温度 分 布 Сл). 
(b) 用 克 兰 克 - 尼 科 尔 森 法 求 温度 ибх, DE ОиСТ, БЭЛ ИН, 选择 足够 大 的 Th， 使 得 温度 可 
以 接近 稳定 值 ， 把 t= Tu 时 的 近似 值 和 (a) 中 的 yx) 值 进行 比较 . 
12, 用 差分 方程 (3) 求 边界 值 问题 


ðu ди 

31277017 0< х<1, 0«: «1 
и(0,0) = 0, ull,t)=0, 0<:=<1 
и(х,0) = sinxz, 0 < x< 1 


的 近似 解 . S n=5, m=25. 
15.3 双 曲 型 方程 


现在 我 们 开始 介绍 另外 一 类 边界 值 问题 近似 解 的 求法 ， 这 类 边界 值 问题 包含 有 一 维 波动 
方程 : 


„ д?и д?и 
eS 00 Са Сан > 0, 
u(0,1) = 0,и(а, і) = 0, > 0, 01) 


u(z,0) = f(z), FE = g(z),0 < r < a. 
[z 1-0 


АЧ ау ЖЕЛЕ ANERE. MRAR / 和 g 在 区 间 (0，a) 上 有 连续 的 二 阶 导数 ， 
且 有 f(a)=f(0)==0， 那么 这 个 问题 有 了 唯一 解 . 

用 差分 方程 代替 波动 方程 和 前 两 节 - 一 样 ， 我 们 的 第 一 个 任务 是 用 差分 方程 来 代替 (1) 中 
的 偏 微分 方程 ， 我 们 用 中 心 差 商 来 代替 二 阶 偏 导数 


2 
еа 2и(2,10) Библ — h,D) 
和 
д?и 1 Ш 
— = —[u(z,t + k) 一 2ц(х,0)-Би(хэ-0801. 
41 k 
因此 ， 我 们 可 以 用 
саст) — 2и(х,0) +ulx—h,t)] = гасе — 2и(х,10) + ибх,1— 0) ]. (2) 
190u _ а?и 
жш ELU 5ш. 
如 果 令 A 二 ck/h， 那 么 (2) 可 以 写 为 
уна 一 A шэн + 2(1 — д?)и; + AZ ui Lj T Uijl?’ (3) 


Х| 1-1, 2, “ну n—131j=1, 2, +, m—1 成立， 
和 15. 2 节 中 所 介绍 的 第 一 种 方法 一 样 ， 基 于 方程 (3) 的 数值 方法 是 一 种 显 式 有 限 差分 法 . 
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如 前 ， 我 们 用 差分 方程 来 求 (1) 在 xi 平 面 内 一 个 矩形 区 域 上 的 近似 解 w(x，t)， 这 个 矩形 区 域 
定义 为 0<а<а, KST. # n # m 是正 整数 ， 并 且 
h= = ЖЕ = Т, 
则 这 个 区 域 上 的 垂直 和 水 平 网 格 线 定 义 为 
Z= ih, i=01,2,- n 81) = jk, j =0,l,2, ,m. 
如 图 15.10 所 示 ，(3) 使 得 我 们 可 以 得 到 ui.j+1 在 第 


Ui j+i 


j 十 1 个 时 间 线 上 的 近似 值 、 此外， 我 们 还 有 зулай — 
us; = u(0,jk) = 0, 第 ;个 时 间 线 т-у 181) Ш+а,) 
иһ; == u(a,jk) = 0, — 边界 条 件 | | k P 
uio = ulr; 0) = f(x;)， < 初始 条 件 第 六 1 个 时 间 线 шинээ шилийн 

这 里 有 一 点 问题 ， 从 (3) 中 可 以 看 到 ， 当 j 一 1 时 ,我 

们 需要 知道 .1 的 值 (也 就 是 u 在 第 一 条 时 间 线 上 的 估 图 15.10 


计 值 ) 才 能 求 出 ;的 值 ， 但 是 由 图 15.10, ;=0, 34118: 3 ww 在 第 一 条 时 间 线 上 的 值 依 赖 于 
и, ,在 第 零 条 时 间 线 上 的 值 以 及 wu,-1 的 值 ， 为 了 计算 这 些 值 ， 我 们 使 用 初速 度 条 件 ul 0) = 
(2). 在 1 二 0 Ab, H 9.5 节 的 (5) 式 可 得 


д. U(xisk) — ulzi — Ë) 
е(тх;) = u,(z;,0) ғғ 2Ь . 


ЖТЗ) Ф иб. Su 1 成 立 ， {ПӘЙ ЕШ ulr, ЮЖ. ШСОЖ 
и(т,— Ë) == и(х,,Ё) — 288 (31). 
这 个 结果 表明 我 们 应 该 在 (3) 的 和 迭代 过 程 中 定义 
шиг Шал 288 (Xi). (5) 
把 (5) 代 入 (3)， 当 7 一 0 时 ， 可 以 得 到 一 种 特殊 情况 为 


2 
ui = А Cuiri Huni) + (1 —A2)u 6 + kg (=,). (6) 


有 限 差分 法 的 使 用 
用 (3) 式 求 边 界 值 问题 


(4) 


2 2 
gu 9и, 0<z<1 0<:<1 
u(0,t) = 0, и(1,2) = 0, 0 << 1 


ди 


“уүнэл 9 oxri 


и(х,О) = SINKI, 


的 近似 解 ， 其 中 n=5, m=20. 
解 ” 由 题 意 我 们 可 得 c 一 2, a=1, T=1. 令 n=5, m=20, Wi һ=1/5=0.2, k= 
1/20=0. 05, 4 二 0. 5， 因 此 , $ g(x) 一 0, 方程 (6) 和 (3) 分 别 可 以 写 为 
ил = 0. 125(инао F uiio) 二 0,79uUi0, (7) 
Шина = 0. 25и. T 1. Su; + 0. 25и; Шина. (8) 
对 i 二 1，2，3，4， 由 方程 (7)， 可 得 下 面 计算 w,: 在 第 一 条 时 间 线 上 的 近似 值 的 公式 : 
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иу 一 0. 125 (wzo 十 и) + 0. 75и == 0. 559 721 00, 
и 一 0. 125(uso + и) + 0. 75и» = 0. 905 647 61, 
изү = 0. 125(uso + uz) + 0. 75м» = 0. 905 647 61, (9) 


ua = 0. 125Cuso + изо) + 0. 75u == 0. 559 721 00. 
注意 到 (9) 所 得 的 结果 是 从 初始 条 件 ulr, 0) = sinz=z= 得 到 的 .例如 ，wzo = іп (0. 2x)， 等 等 . 
令 (8) 中 的 7 一 1 可 得 
из = 0. 25малл + l. Би + 0. 25u, — Uio» 

并 且 巾 i=l, 2, 3, 4, RURE 

ui = 0. 25и + 1. 5и + 0. 25и — uo ° 

и» = 0. 25изу + l. бип | 0. 25и 一 Uz > 

из» = 0. 25и + 1. 5изу + 0. 25221 — uzo» 

и = 0. 25u; + 1. 5u + 0. 25из 一 иго. 
利用 边界 条 件 、 初 始 条 件 以 及 (9) 中 的 数据 ， 我 们 可 以 从 这 些 方程 得 到 и 在 第 二 条 时 间 线 上 的 
近似 值 ， 这 些 结果 和 余下 的 计算 都 在 表 15.6 中 给 出 . 


38 15.6 显 式 差分 方法 近似 ，h 二 0.2, k=0.05, 450.5 


r=0.20 х=0.40 х- 0.60 х= 0. 80 时 间 х-0.20 х=0.40 х=0. 60 工 一 0. 80 

0. 00 0. 587 8 0. 9511 0. 9511 0. 587 8 Г 0.55 —0.5663 -0.9163 一 0.916 3 — 0. 566 3 
0. 05 0.5597 0.9056 0. 9056 0.5597 | 0.60 —0. 4912 —0. 7947 — 0.7947 — 0. 491 2 
0. 10 0. 4782 0. 773 8 0. 773 8 0. 478 2 0.65 0.3691 一 0.5973 —0. 5973 — 0. 369 1 
0. 15 0. 3510 0.568 0 0. 5680 0. 3510 0.70 —0. 2119 —0. 3428 — 0. 342 8 —0. 2119 
0. 20 0. 1903 0.308 0 0. 308 0 0.190 3 0.75 —0.0344 —0.0556 —0. 0556 一 0.034 4 
0. 25 0.0115 0.0185 0.0185 0.0115 0.80 0.1464 0.2369 9.236 9 0. 1464 
0.30 — 0.1685 —0. 2727 —0. 2727 — 0.168 5 0. 85 0. 313 2 0. 506 8 0. 506 8 0. 313 2 
0.35 —0.3324 —0.5378 —0.5378 0.3324 | 0. 90 0. 450 1 0.7283 0.7283 0.4501 
0.40 —0.4645 —0.7516 —0.7516 一 0.4645 0.95 0.5440 0.8803 0. 8803 0. 5440 
0.45 — 0.5523 — 0.8936 — 0.8936 —0. 5523 1. 00 0. 5860 0. 9482 0. 948 2 0. 586 0 
0. 50 .587 3 .950 3 .950 3 .587 3 


= 
可 以 很 容易 地 证 明 例 1 rh BJ 38 8 u (z, 1) == sinxrcos2x=t, 利用 这 个 函数 ， 我 们 在 
表 15. 6 中 比较 了 精确 解 与 近似 解 . 例如 ， 表 15.7 中 给 出 的 一 些 样本 数据 . 


表 15.7 
精确 值 近似 值 
и(0.4, 0.25)=0 из = 0. 018 5 
u(0. 6, 0.3)= —0. 293 9 изв = —0. 272 7 
и(0.2, 0. 5) = —0. 587 8 шло = —0. 587 3 


и(0.8, 0.7) = — 0. 1816 u, =— 0. 211 9 
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正如 读者 所 看 到 的 ， 把 同一 张 表格 中 的 近似 解 和 精确 解 进 行 比较 就 会 发 现 ， 近 似 解 的 精确 
度 不 是 非常 令 人 满意 ， 但 是 ， 我 们 可 以 得 到 更 精确 的 解 .。 这 种 算法 的 精确 度 和 X 的 选择 有 关 . 
ЩЖ, А 又 由 整数 n 和 m 的 选择 决定 ， 它 们 分 别 决定 着 步 长 h 和 kk， 可 以 证 明 当 比例 A 二 kc/h 
等 于 1 时 ， 也 就 是 当 沿 时 间 方 向 的 步 长 为 二 h/c 时， 也 就 是 说 这 种 方法 的 精确 度 总 是 最 好 的 . 
АЛ, п=8, m=16 В, 8148 h=1/8, k=1/16, А=1. Æ 15.8 中 所 给 的 样本 值 可 以 清楚 地 
说 明 精 确 度 有 所 提高 . 


表 15.8 

精确 值 近似 值 
и(0.25, 0. 312 5) = —0. 270 6 изз = —0. 270 6 
u(0. 375, 0. 375) = —0. 653 3 uss = — 0. 653 3 
u(0. 125, 0. 625) = —0. 270 6 шло =— 0. 270 6 


prt ТЕАИ РЕА, МАСТ 时 ， 波 动 方程 的 显 式 有 限 差分 法 是 稳定 的 ， 而 当 
А>1 时 则 是 不 稳定 的 ， 
练习 15.3 
Ы, 在 习题 1、3、5 和 6 中 ， 利 用 计算 机 进行 求解 ， 
1, 用 差分 方程 (3) 求 边界 值 问 题 
2 д'и _ 92и 
а 2? аг 


и(0,) = 0, и(а,0) = 0, 0О<г<1Т 


» 0о<х<а, 0<t<T 


c 


и(х,0) = f(z), 5и 420, 0<=х<а 


在 下 列 情形 下 的 近似 解 . 
(а)с=1, a=1, Т=1, fGz)=xz(1—z); n=4, m=10. 
(bc=1, a=2, Т=1, ба) =e ; п=5, т=10. 
0, 0< х<0.5 

ЕУ a=10, m=25. 
0.5, 0.5<xz<1 


(сЭс-4/2, a=1, T=1, f(x)= 


2. 考虑 边界 值 问题 
z 
Эби ди, оса«( 1, 0<:<0.5 
а х? Ə 
и(0,0 = 0, ul, = 0, 0< «20.5 


. Ə 
и(х,0) = зїплг, 55 |, = 0, 0<тх<1. 


(a) 用 第 12 章 中 的 方法 证 明 这 个 问题 的 解 为 ula, 1) = зіппхсоѕлі. 
(b) 不 用 计算 机 ， 用 本 节 的 方法 求 这 个 问题 的 近似 解 ， 令 n54, m=5. 
(c) 计 算 每 个 内 部 格 点 的 绝对 误差 . 
3. 用 计算 机 求解 下 列 情形 下 习题 2 中 边界 值 问题 的 近似 解 . 
(a)n=5, m=10 (b)n=5, m=20 
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4. 给 定 边界 值 问题 


д Ти д ѓи 
322 ағ’ 0<х<1, 0<1<1 
и(0,0) = 0, ul, = 0, 0<:=<1 
ийх,0) = 201-2), ©“|,,= 
50) = x х), zzl 0, 0< +<1, 


令 方程 (6) 中 的 h=k 二 1/5， 手 工 计算 өш ИН. 
5. 在 12.2 节 中 我 们 已 经 看 到 ， 振 动 弦 的 方程 为 


T д?и а ѓи 


ГІ а х? э” 
ЖЕТЕ ТИЕШЕЛ. o 是 每 单位 长 度 的 质量 ， 设 长 为 60cm 的 弦 端 点 固定 在 工 轴 上 ， 初始 位 移 为 
0.01» 0 < z < 30 
Мо = 
0. 30 一 100 7 30 < z < 60, 


由 静止 释放 .利用 本 节 的 差分 方程 (3) 求 边界 值 问题 的 近似 解 ,， л = 10, k= 5 уо/Т» 这 里 о= 
0.022 5g/cm, T—1.4X10'dyne. 4 т== 50. 


6. Ч 
0. 22, О< 2% 15 
25 х = 15 
0. 30 — =g 15 < z < 60, 
h=10, k=2.5 Vo/T , m=50 时 ， 重 新 求解 习题 5. 
第 15 章 复 习题 
1. 考虑 边界 值 问 题 
д?и аѓи _ 
jt ay 0 < x< 2, 0<у< 1 


и(0,у) = 0, и(2,у) = 50, 0<у< 1 
u(z,0) = 0, u(z,1 = 0, 0< x< 2. 
求 微分 方程 在 区 域内 点 上 的 近似 值 ， 网 格 步 长 为 h 一 1/2. 利用 高 斯 消 元 法 或 高 斯 - 赛 德尔 达 代 法 . 
2. 当 网 格 步 长 为 h==1/4 时 ， 解 习题 1. 利用 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 . 
з. 考虑 边界 值 问题 
д?и 
а х? 
и(0,1) = 0, ш(1,0) = 0, 120 
и(х,0) = х, 0< 2х <1. 
(a) 注 意 初 始 温度 а(х, 0) =з 表明 右边 界 + 王 1 处 的 温度 为 u(1，0) 二 1， 而 又 由 边界 条 件 知 (1，0) 一 
0. 编写 一 个 用 显 式 有 限 差分 法 求解 的 计算 机 程序 ， 使 得 边界 条 件 对 所 有 时 间 均 成 立 ， 包括 :一 0 时 
刻 ， 用 这 个 程序 完成 表 15.9. 


= 54, 021, 0<<0.05 


(с) 15.9 和 表 15.10 在 某 些 方面 是 相关 的 吗 ? 如 果 有 必要 可 以 使 用 更 大 的 时 间 区 间 ， 


偏 微 分 方程 的 数值 解 521 
表 15.9 
时 间 r=0.00 х==0.20 z==0. 40 ж==0б. 60 ж=0.80 х= 1.00 
0.00 0.000 0 0.200 0 0.400 0 0.600 0 0.800 0 0.000 0 
0.01 0. 000 0 0.000 0 
0.02 0.0000 0.0000 
0.03 0.0000 0.0000 
0.04 0.0000 0.0000 
0.05 0.0000 0.0000 
____________ _————-—-—-—-——————— 
(b) 修 改 计 算 机 程序 ， 使 得 1-0 时 刻 初始 条 件 在 边界 成 立 ， 用 这 个 程序 完成 表 15.10 
表 15.10 
时 间 хэ-0.00 r= 0.20 z= 0.40 х=0.60 x=0. 80 x=1. 00 
0. 00 0.000 0 0.200 0 0.400 0 0. 600 0 0. 800 0 1. 000 0 
0.01 0.000 0 0.000 0 
0.02 0.0000 0.0000 
0.03 0.000 0 0.000 0 
0. 04 0. 000 0 0.000 0 
0.05 0.000 0 0.000 0 
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#a 2, šà Ж (gamma function) 的 欧 拉 积 分 定义 为 


PO) = | r: есш. a) 
0 
积分 的 收敛 要 求 х-1»-18 z—0. 其 递 推 关系 为 
Г(х+1) = zT'(z), (2) 


我 们 在 6. 3 节 中 见 过 它 ， 它 可 由 (1) 进 行 分 部 积分 得 到 ， 现 在 如 果 z=1, ГО) 一 | ear = 


1, 则 由 (2) 得 re 
r2 = ПК) = 1, 
ГСОЗ) = 2Г(2) = 2.1, 
rA) = 3Г(3) = 3.2.1, 
以 此 类 推 ， 通 过 这 种 方法 ， 可 以 看 出 当 n 是 正 整 数 时 ， 
Г(п+1) = nl. 
由 于 该 原因 ， 伽 马 函 数 通常 称 为 广义 阶乘 函数 (generalized 
factorial function). 
虽然 当 x 过 0 时 积分 形式 (1) 并 不 收敛 ， 但 可 以 通过 另 一 个 定 
义 证 明 ， 伽 马 函 数 对 于 所 有 除了 х=—п(л=0, 1, 2, =) 5 
的 实数 和 复数 都 有 定义 ， 因 此 ，(2) 实际 上 对 z —n RA. 
图 A.1 给 出 了 FGCz) 的 图 像 ， 它 可 被 认为 是 实 变量 上 的 范 数 ， 注 
意 到 非 负 整数 与 图 上 的 垂直 渐 近 线 相对 应 . 图 Al 
在 习题 23 和 24 中 ， 我 们 利用 了 Га/2)= Vx 这 一 事实 .这 一 结果 可 通过 在 (1) 中 令 x 二 1/2 
得 到 ， 


| 
| 
| 
| 
1 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


十 cc 2 


г(2)= | e'a. (3) 
如 果 我 们 令 :一 志 ，(3) 可 改写 为 (去)= 2| du. 但 是 


所 以 
[r(z)] = cia 4и)(2| ео) 


十 so рос 2 2 
-4| | e“ tv) фидо, 


0 0 


转化 成 极 坐标 u= rcos0, u= rsin0 使 我 们 能 够 计算 这 个 双重 积分 : 
Ч | edudv=4 [= rare = x. 


0 0 


所 以 
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(2) =) 2 
г-1)өв 


计算 г(—-+). 
E ”根据 (2) 和 (4) 可 得 出 ，z 一 一 1/2 时 ， 


所 以 
п) а) . 
附录 A 练习 
1. 计算 下 列 函 数 的 值 . 
WTE) 131553: (ore 55) (Ore 


се 


25 е ах. (їл: $ t=] 


2. AODA Г06/5) =0.92 这 一 事实 计算 |, 
з. 利用 (1) 和 F(5/3) 一 0.89 这 一 事实 计算 | беа. 

4 计算 | 2 (ind) dz [提示 Ф. 

5. 利用 ГС |е edt 这 一 事实 ,证 明 当 x 一 0+ 时 了 (x) 无 界 . 
6. 利用 (1) 推 出 z>0 时 的 (2). 


附录 B 和 矩阵 引 论 


B.1 基本 定义 和 理论 


和 矩阵 
矩阵 A(matrix 入) 是 由 若 于 数字 或 函数 组 成 的 矩形 排列 : 
411 а12 > Ain 
А- |" 9 T a], a) 
Ami а m2 ... Amn 


AEEA miM n 51, RIRE AKD izo Ж m RA n GE mX n). — ` nX n Ж Е 
Жуп 阶 方 阵 (squatre matrix). mX n REA 第; 行 第 i 列 的 元 素 或 项 被 瑟 作 a;. [Sk mX n g 
BE А 简化 为 4 二 (a;)，x,， 或 者 干脆 是 A=). 1Xx1 和 矩阵 就 是 一 个 常数 或 一 个 函数 . 

矩阵 的 相等 

若 对 任意 i 和) Ha; =b, Л m> n 3 Ë A Ян B 相等 (equal). 

Э] Ж ВЕ 

#) Ж É. X(column matrix X) Z — A n Ао $!) ü) Ж В. 

Бу 


bn 
列 和 矩阵 也 叫做 列 向 量 (column vector)， 或 者 就 叫 向 量 (vector). 
和 矩阵 的 倍数 
Б 外 的 倍数 (multiple) 定 义 为 
ka kaun >= kan 
kaa kan >e kaz 


kam kam t kam 
其 中 开 为 一 个 常数 或 一 个 函数 ， 
和 矩阵 的 倍数 


2 一 3 10 —15 1 е! 
(а) 514 7101 (20 一 5 (уе |—2|= |— 2e 
4 6 1 30 4 Де! m 


我 们 注意 到 ， 对 任 一 矩阵 4， 乘 积 EA 与 4k 相同 ， 例 如 : 
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矩阵 的 加 法 
Л тХп КА fB 95 (sum) Х 32 Тт. 
A+B = (a; +6) а. 
换 名 话说 ， 当 两 个 维 数 相 同 的 矩阵 相 加 时 ， 我 们 将 其 对 应 元 素 相 加 . 
和 矩阵 的 加 法 


2 —1 3 4 7 一 8 
А-| 0 4 56|58-19 з 5| 的 和 是 
- 6 10 一 5 1-1 2 
2-4 一 1 十 7 3 十 (一 8) 6 6 一 5 
A+B=— 0+9 4 十 3 6+5 - 9 了 1 
一 6 十 1 10 十 (一 1) 5 十 2 一 5 9 一 3 m 
写成 列 矩阵 和 的 矩阵 
3 — 2e 
单个 矩阵 | e q 7 | 可 写作 三 个 列 向 量 的 和 : 
51 
3P 一 2е' з? 0 — 2е' 3 0 一 2 
2-47:(-1021817(8| 0 [= |1# + |7]: + 0|е 
5: 0 5t 0 0 5 0 Ш 


两 个 т Хп 矩阵 的 差 (difference) 以 一 般 方式 定义 为 ， 
A—B=A+(—B), #rihH—B=(—1)B. 
矩阵 的 乘法 
АХА 5 —Ат п БВ, В 0 пт р 列 的 矩阵 .我 们 定义 乘积 AB(product АВ) 
为 一 mXp 短 阵 
тэглэ 


lazı 422 .. am| balbz **° bap 
: 


Ami Am2 .. Amn ба bn ` bnp 


алуубу + ау» бәл 十 … 十 ашба .. ал бу, + ау бәр 十 … 十 Qinb np 
атфи + аз» D21l 十 … 十 asb. .. ax bip + a22 D2p 十 … 十 аз„б ар 


а + amba 十 … FH ambn ө аа бір + айыз D2p 十 … 十 G,nb np 


= (абы), 
仔细 观察 定义 B. 6 EI, REMER A 的 列 数 与 B 的 行 数 相等 时 乘积 4 一 C JARX. 
乘积 的 维 数 可 由 下 式 确定 : 
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А.В, 一 Cnxp. 
另外 ， 读 者 可 能 会 认识 到 ， 所 得 矩阵 АВ 的 第 i 行 是 利用 A 的 第 i 行 和 B 的 每 一 列 的 内 积 
(或 点 积 ) 构 成 的 . 
БА: л 
4 7 9 —2 
(a) 对 于 A= . й 和 B= (, й 
_ ( 4° нЕ Р И 


3.9456 3 • (— 2) +5 • 8 57 34 
5 8 
一 4 一 3 
(b) 对 于 4= 1 0 和 B= ( , 2) 
2 1 
5-(-4)--8.-2 5，( 一 3) 十 8。0 一 4 一 15 
АВ = |l. (—4)+0.2 1». (3) +0 0 |= |— 4 — 3 |, 
2. (4) 7.2 24(-3)--7-0 6 6 m 


通 党 情况 下 ， 和 矩阵 乘法 是 不 可 交换 的 ;也 就 是 说 4B 尖 BA， 注 意 到 在 例 4 0а), ВА- 
30 53 
(1 22)” 而 在 (by 中 ， 乘 积 BA 没有 意义 ， 因 为 定义 B. 6 要 求 第 一 个 矩阵 (在 此 例 中 为 B) 的 
列 数 与 第 二 个 矩阵 的 行 数 相 同 . 

我 们 特别 关心 方 阵 与 列 向 量 的 乘积 . 

和 矩阵 的 乘法 

2 一 1 311 一 3 2。( 一 3) 十 (一 1)。6 十 3。4 
2 4 5 Л 0。( 一 3) 十 44.6-544 
4 


1 一 7 9 1。( 一 3) 十 (一 7)。6 十 9。4 
一 4 2ү(ї 一 4Zz 十 27y 
І 3 “Иш! + ву) m 
乘法 单位 ”对 一 给 定 正 整数 n, пхп Hi E 
1 оо. 0 
0 1 0 9 0 
1-1. | 
0 0 0 + 1 
称 为 乘法 单位 矩阵 (multiplicative identity matrix). НАЕ X B. 6 可 推出 ， 对 任意 пхп ВА, 
AI = 1А = A. 


` 同 样 ， 容 易 证 明 ， 如 果 X Ж—1ях1 列 矩阵 ， 则 Ix= X. 
零 矩阵 ”所 有 元 素 为 0 BJ 5ERESE 3 BE (сего matrix), JH 0 表示 . 例如 ， 
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FE, ЯАЖ 0 у тхл ЖЕЕ, ВА 
А+ = 0--А = А. 
жат КАНАЕВА, (НЭРЖ E АН Г At Cassociative). WR АЖ 
mX pR, B Ë p Xr EBE, Ст Xn Ek, ЯА 
A(BC) = (AB)C 
是 m X n 矩阵. 
分 配 律 ”如 果 所 有 乘积 都 有 定义 ， 那 么 乘法 对 于 加 法 是 可 分 配 的 (distributive)， 
АСВ--С) = AB + AC Ë K (B + ОА = BA + СА. 
和 矩阵 的 行列 式 “与 每 一 常数 方 阵 4 有 关 的 是 称 为 矩阵 行列 式 (determinant of the matrix) 的 
数 ， 该 数 用 detA 表示 . 
方 阵 的 行列 式 


3 6 2 
对 4=| 2 5 1| ,我 们 通过 第 一 行 的 代数 余子 式 将 detA ЖР: 
一 1 2 4 
3 6 2 
5 1 2 1 2 5 
detA =| 2 51 3| 1-6) ЫН | 
2 4 —1 4 —1 2 
—1 2 4 
= 3(20—2) — 6(8+ 1) + 2(4 + 5) = 18. | 


可 以 证 明 ， 行 列 式 detA 可 通过 任何 一 列 或 任何 一 行 的 余子 式 展开 . 车 det4 有 一 行 (或 列 ) 包 含 
很 多 项 0， 则 经 验 告诉 我 们 应 该 通过 该 行 (或 列 ) 展 开 . 

再 和 矩阵 的 转 置 

m >n AE BE (1) 0 # Ж (transpose) 3 — nXm МА", 由 下 式 给 出 : 


ал) 48421 аљ 
АТ = ai? 252 Am2 
Ain An U аһа 
换 铅 话说， БА 6544 Ж ЖЕБЕ АТАА). 
矩阵 的 转 置 
3 6 2 3 2 —1 
(а)А= 2 5 1| J89Em NA = (6 5 | 
-1 2 4 2 1 4 
5 
(bwm x= 10| , ЖА X'=G 0 3). = 
3 


14:10 :3:3:2 
АА пхп ЖЕ. 车 存在 一 个 于 六 于 Ж В 使 得 
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АВ = ВА = I, 
Жр 15 333 EBR, MJ B 8525 A k Riž (multiplicative inverse of А), M В=А CAR., 
非 奇 异 /奇异 矩阵 
ФА ж —пХп ЖЮ. Æ detA=0, MJ А 称 为 是 非 奇 异 的 (nonsingular)， 若 detA=0, MJ A 
称 为 是 奇异 的 (singular). 
下 面 的 定理 给 出 了 一 方 阵 有 乘法 逆 的 充分 和 必要 条 件 . 
非 奇 异性 意味 着 4 25 3: SE B£ 
nXn EW A ARARA KAAR FAN. 
FAREA Н TOREA E E ЖЕ A O BJ — Jr 5. 
ЖВЖЮХ 
44АЖ-пиХий R, С,-(-137М,, ЖЭ MAMEA 中 第 i 行 和 第 j # JS #J TF 
的 (2 一 1)X(2 一 1 给 阵 的 行列 式 ， 则 有 


= _1_ 
detA 


定理 B. 2 中 的 每 一 C, 就 是 4 中 相应 项 ay 的 余子 式 (cofactor). 注意 到 在 公式 (2) 中 用 到 了 
转 置 . 
为 了 将 来 能 够 用 到 ， 我 们 注意 到 在 2Х2 非 奇异 阵 


qua 412 
А (а) 


АГ! (С,)" (2) 


421 A22 
一 例 中 ， Cu Saz, Сая ал, Ca тг ап» 11 М.Сьь-сац. 所 以 有 
АЗ = 1 аз — az На 1 а» 7-а | (3) 
detA — au ал detA — a an 
对 于 3X3 非 奇异 阵 
ау а: Qi 
А = |an ae azl» 
аз аз азз 
а а а а: 
Су = Q22 азз ‚ C, = 一 21 23 ‚ C. = 21 | 
аз @зз 43) 433 аз 432 
等 等 ， 11ЯТ B ba TE U] 45 
Ci С», Ca 
А = ТАА С, С Сз (4) 
Сз Сз Са 
2х2 ЖЕЙ 
1 4 
求 出 4 一 ) озер. 
求 出 4 (。 10) ER 
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Ш ”由 于 detA=10—8=2=0, FU A 是非 奇异 的 . 由 定理 B. 1 可 推出 4 一 存在 ， 由 (3) 
可 求 得 


m 
站 o 2 2 
不 是 每 个 方 阵 都 有 乘法 道 ， 矩 阵 A— С 3) 是 奇异 的 ， 这 是 因为 detA=0. АЛЖ 


存在 . 
3X3 ЖЕ 


2 2 0 
求 出 4= | 一 2 1 1| 的 乘法 逆 . 
3 0 1 
解 ” 因 为 det4 二 12 关 0， 所 以 所 给 的 矩阵 是 非 奇 异 的 .det4 中 每 一 项 相应 的 余子 式 是 
1 1 _ —2 1 —2 1 
c = |, =. c =— | =s ca = | 01-8, 
C = f |=- c = |5 ИЙН c == |; ЯНЫ 
0 1 3 1 3 0 
c. = |, |” , Ca =— | 2 |=- c = | 2 нв 
1 1 —2 1 —2 1 
由 (4) 推 出 
1 1 1 
1 —2 ? 12 6 6 
-3 6 6 1 1 1 
4 2 2 
我 们 要 求 读 者 证 明 А.А =АА =l. = 


对 于 大 于 3X3 的 非 奇异 阵 ， 公 式 (2) 具 有 明显 的 困难 .例如 ， 将 公式 (2) 用 于 4X4 和 矩阵 . 
我 们 将 需要 计算 16 个 3X3 FIR. ХР АХЖ, 有 更 多 有 效 计算 А 的 方法 好奇 的 
读者 可 以 参考 任何 一 本 线性 代数 的 教材 . 

由 于 我 们 的 目的 是 将 和 矩阵 的 概念 应 用 于 一 阶 微 分 方程 组 ， 所 以 需要 下 面 的 定义 . 

函数 矩阵 的 导数 

如 果 АО) = (а; (1))mxn 是 这 样 一 个 给 阵 : 该 矩阵 的 所 有 项 都 是 在 一 公共 区 间 上 可 导 的 函 
数 ， 则 


加 “严格 地 说 ， 行 列 式 是 一 个 数 ， 但 有 时 将 其 看 作 是 一 个 矩阵 会 方便 一 些 
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函数 矩阵 的 积分 


如 果 AGO = (а, (1))xs 是 这 样 一 个 短 阵 ， 该 矩阵 的 所 有 项 是 在 包含 1 和 46 的 公共 区 间 上 连 
续 的 函数 ， 那 么 


Ї АС548 = (| ау (s) ds) . 


对 函数 矩阵 求 导 (积分 )， 只 需 对 每 一 项 求 导 (积分 )， 和 矩阵 的 导数 同样 表示 为 A (0. 
矩阵 的 导数 /积分 


如 果 
sin2t 
sin2t 2cos2t 
хо | è ахо = | $e | | зө 
8-1 8 
а (о, — 
Es 1) 
Н 
| sin2sds 4 соза; 十 1 
| X(s)ds = f е” 45 = las _ 1 
° ° 3 3 
f es- Das 4 — t ш 
в.2 ”高 斯 消 元 法 和 高 斯 -车 尔 当 消 元 法 
在 求解 7 个 变量 的 n 维 线性 代数 方程 组 时 ， 和 矩阵 是 一 个 非常 重要 的 工具 ， 
aii xi + az + ах, = б, 
азуху F azz + * + асна = b; (5) 


аа Hapa He ах, = b,. 

如 果 4 表 示 (5) 中 的 系数 矩阵 ， 我 们 知道 ， 当 detAZ0 H}, 克 莱 姆 法 则 可 用 于 求解 该 方程 组 ， 
然而 ， 若 4 大 于 3X3， 运 用 该 法 则 需要 相当 大 的 工作 量 . 我 们 现在 要 考虑 的 程序 具有 一 个 明 
显 的 好 处 ， 它 不 仅 可 以 有 效 地 处 理 大 型 方程 组 ， 而 且 也 是 求解 detA=0 8) 72888 (5) 91 п AE 
В т 个 线性 方程 的 一 种 方法 . 

增 广 矩 阵 

3 ЖЕ tB (5) 85 8 77 ЭЕ E (augmented matrix) 为 nX (n+- 1) Ж 

an аш … а, |б 


ай @ è “° Qn b; 
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若 吕 是 以 0;( 一 1，2，…，7) 为 元 素 的 列 矩阵 ， 则 (5) 的 增 广 矩阵 表示 为 (4 |B). 

初等 行 变换 “在 代数 学 中 ， 我 们 可 以 通过 将 一 方程 乘 上 一 非 零 常数 ， 交 换 方程 组 中 任 两 个 
方程 的 位 置 ， 以 及 将 一 方程 的 非 零 常数 倍加 到 另 一 方程 上 ， 来 将 一 代数 方程 组 变换 为 等 价 的 方 
程 组 (它们 是 有 相同 解 的 方程 组 )， 反之， 这 些 对 方程 组 中 方程 的 变换 等 价 于 对 增 广 和 矩阵 的 初等 
行 变换 (elementary row operation) : 

(1i ) 将 一 行 乘 上 一 非 零 常 数 . 

( | 交换 任意 两 行 . 

( 诈 ) 将 一 行 的 非 零 常数 倍加 到 另 一 行 上 . 

消 元 法 ”利用 增 广 和 矩阵 求解 形 如 (5) 的 方程 组 时 ， 我们 使 用 高 斯 消 元 法 (Gaussian 
elimination) 或 高 斯 - 若 尔 当 消 元 法 (Gauss-Jordan elimination). 在 前 一 方法 中 ， 我 们 执行 一 系 
列 初等 行 变换 ， 直 到 将 增 广 和 矩阵 化 为 具有 行 阶梯 形 (row-echelon form) 的 形式 : 

( |) 非 零 行 中 的 第 一 个 非 零 项 为 1. 

Ci) 在 连续 的 非 零 行 中 ， 下 一 行 的 首 项 1 出 现在 上 一 行 的 首 项 1 的 右边 . 

OLH 0 的 行 在 矩阵 的 底部 . 

在 高 斯 - 若 尔 当 法 中 ， 行 变换 将 一 直 进 行 到 我 们 将 增 广 矩阵 化 为 具有 简化 的 行 阶梯 形 
(reduced row-echelon form). 化 简 的 行 阶梯 形 矩 阵 具 有 除 上 面 三 条 性 质 外 的 另 一 条 性 质 : 

(Ciy) 包 含 首 项 1 的 列 的 其 他 元 素 均 为 0. 

ПШ 行 阶梯 /简化 行 阶梯 


(а) S E EE 
оао 一 2|2 
l 0 0 0 ЯЛ 
оо 0| O 
具有 行 阶梯 形 ， 请 读者 证 明 它 满足 上 述 三 个 性 质 . 
(b) 增 广 矩 阵 
! | Ж 0 1 一 6 NP 
l 0 0 0 1 ) 
0 0 O 


具有 简化 行 阶梯 形 的 形式 .注意 包含 首 项 1 的 列 中 剩 下 的 项 都 是 0. 

注意 到 在 高 斯 消 元 法 中 ， 只 要 增 广 矩阵 具有 行 阶梯 形 ， 我 们 就 可 以 立即 停止 ， 换 句 话说 ， 
通过 做 不 同 的 行 变换 ， 我 们 可 能 得 到 不 同 的 行 阶梯 形 ， 该 方法 需要 用 到 同 代 . 在 高 斯 - 若 尔 当 
消 元 中 ， 当 我 们 得 到 具有 简化 行 阶梯 形 的 增 广 抢 阵 时 ， 便 立即 停止 任何 一 个 行 变换 都 会 得 到 
具有 相同 化 简 行 阶梯 形 的 增 广 矩阵 ， 该 方法 并 不 需要 回 代 ， 对 最 终 矩 阵 的 考查 使 得 方程 组 的 解 
一 自 了 然 ， 对 于 原 方程 组 ， 我 们 在 两 种 方法 中 的 目的 仅仅 是 ， 使 第 一 个 方程 组 中 zi 的 系数 ”等 
于 1 并 利用 该 方程 的 倍数 消去 其 他 方程 中 的 x1， 该 过 程 重复 地 使 用 在 其 他 变量 上 . 

为 了 记录 作用 于 增 广 和 矩阵 上 的 行 变换 ， 我 们 用 到 下 面 的 记号 : 


”我 们 总 是 能 互 换 方 程 使 得 第 一 个 方程 包含 变量 z. 
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记号 含义 

К, ERP: 11915 7 47 

сК, 用 一 非 零 常数 c 乘 以 第 i 行 
єК,+ К, 将 第 i 行 的 c 倍加 到 第 j 行 上 


利用 消 元 法 求解 
利用 (a) 高 斯 消 元 法 和 (b) 高 斯 ~ 若 尔 当 消 元 法 求解 
221 十 6zs 十 zs 一 了 
Xl 十 2x; — r; =— 1 
бх, + 7=z=; — A=; = 9. 
E 〈a) 利 用 对 方程 组 增 广 矩 阵 的 行 变换 ， 我 们 可 得 


2 6 1| 7 1 2 一 1 一 11 —2R +R, (1 2 —1|—1 
Riz 一 5R + R; 
1 2 —1|—1 2 6 1| 7 > |0 2 31 9 
5 7 —4| 9 5 7 —4| 9 0 一 3 11:14 
| п 2 —1|=1 5320-18-11 Манж 
т R 0 1 3 9 | 3R,+R, 10 1 4 > тгк 0 1 3 9 
21 2 | 2| 2 
11| 55 
— 0 -一 | 43 
0 3 11:14 0 15 0 0 l| 5 


最 后 一 个 矩阵 具有 行 阶梯 形 形 式 且 表 示 方 程 组 


xı + 2r; — x; =— 1 


3 9 
x: -5 z = 9 


T3 一 5. 
将 x; 二 5 代入 第 二 个 方程 得 到 х, = —3. 将 这 两 个 值 再 代 人 第 一 个 方程 ， 最 后 得 出 z, = 10. 
(b) 我 们 从 上 面 的 最 后 一 个 矩阵 开始 . 由 于 第 二 行 和 第 三 行 的 首 项 是 1， 我 们 必须 依次 将 第 二 
列 和 第 三 列 中 的 剩余 项 变 为 0: 


1 2 —1|—1 1 0 -4|-101 4 “5 1 O O| р 
3 9 — 2R: + R. 3 9 > R: 十 Rs 

0 1 | 5 +101 1 5 > lọ 1 0| 一 3|. 

оо 1| 5 00 1| 5 0 0 l| 5 
最 终 的 矩阵 具有 简化 的 行 阶梯 形 ， 鉴 于 矩阵 在 方程 组 中 的 含义 ， 可 以 明显 看 出 该 方程 组 的 

解 是 ху 二 10， z,=—3, r, =5. m 

高 斯 - 若 尔 当 消 元 法 
求解 


Z 十 3y 一 2z 一 一 7 
4z 十 y 十 3z 一 5 
2r=—5y+ 7z= 19. 
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解 ” 我 们 利用 高 斯 ~ 若 尔 当 消 元 法 求解 该 方程 组 : 


1 3 一 2| 一 71 -4R+R: (1 3 一 2|1 一 了 
一 2RI + Ез 
4 1 3 5 > 10 11 11| 33 
2 一 5 7| 19 0 一 11 11| 33 
1 
一 五 Ra 
231Б,(1 3 —2|—7| -32+R (1 0 1 2 
11 ` — R: + Ез 
0 1 1 3 > 1 -011-31. 
0 1 —1|—3 0 0 0| 0 


在 此 例 中 ， 最 终 的 矩阵 具有 行 阶梯 形 ， 这 说 明 有 三 个 方程 和 三 个 未 知 量 的 原 方程 组 实际 上 
等 价 于 有 三 个 未 知 量 的 两 个 方程 ， 由 于 只 有 x 是 两 个 方程 ( 非 零 行 ) 共 有 的 ， 我 们 可 以 对 其 任意 
赋值 ， 若 令 z=:， 其 中 + 代表 任意 实数 ， 则 方程 组 拥有 无 穷 多 个 解 : r=2—t, у= 3+1, 
z 二 t， 从 几何 角度 看 ， 这 些 方程 是 平面 x 十 0y 十 z= 二 2 和 0x 十 y 一 z 二 3 的 交 线 的 参数 方程 。 国 

HATTARA ”鉴于 需要 进行 估计 的 行列 式 的 数量 很 大 ， 当 和 矩 阵 & 的 维 数 很 大 时 ， 很 少 
利用 定理 B. 2 中 的 公式 (2) 来 求 道 ， 对 于 3X3 或 更 大 的 矩阵 ， 下 面 定理 中 叙述 的 方法 是 求 4 ' 
的 一 条 特别 有 效 的 途径 . 

利用 初等 行 变换 求 4 

如 果 通 过 一 系列 初等 行 变换 能 将 пхп SEA пи i, ДАДА. ЖА 
转换 为 单位 阵 工 的 一 系列 变换 将 会 同样 使 工 转换 为 4“. 

可 以 通过 将 增 广 矩阵 A 和 单位 阵 了 组 合 为 一 nX2n 矩阵 (显示 如 下 ) 


qu 412 a| 1 О. 0 
ап ог ` as, 1 0 99 0 
(A| D = ин | 
ад ав ` Ga 0 0 =: 1 


方便 地 同时 对 А 和 了 执行 这 些 行 变换 .在 下 面 的 图 表 中 给 出 了 求 4 “的 过 程 ， 


对 A 进行 变换 直到 得 到 了 
这 说 明 4 是 非 奇 异 的 


间 时 对 了 进行 同样 的 变换 
我 们 得 到 4 


通过 初等 行 变换 求 逆 

2 0 1 
一 2 3 4 
-5 5 6 


求 出 A= 的 乘法 逆 . 


жя i 535 


# ЗИ 1508 8 ЖЕРЕН ВТ 8148 8 89125. 


111 
2011100| ль 10211 00| +r |027 00 
2341010 i 22 SRi t Rs 
` -23 41010177 |03 51110 
-5 5 
5261001 -55 61001 05412115 01 
2 |2 
1 111 111 
—R, |1 0 — | — 一 | 一 
y 2120 0 1021 0 0 
>R; 
58 5111 -R+ R 5|1 1 
1711 1 ılı 11 
01l lz 0 5 0016-3535 
1 1 ——R; +R. 
101/1 оо 
т 22 -SR (100-2 5—3 
25 51р 1 126 01001-8 17-10 
01211 1% 
313 3 001| 5—10 6 
00 1|5 —106 
由 于 工 出 现在 坚 线 的 左 部 ， 我 们 得 出 竖 线 右 部 的 矩阵 为 
-2 5 —3 
АЗ-01-8 17 —10|. 
5 —10 6 ш 


如 果 对 (4 | 了 进行 行 简化 ， 可 以 得 出 如 下 情形 ， 

(A | p EE Bo, 
其 中 和 矩阵 吾 包 含 了 一 行 零 ，4 必 是 奇异 的 ， 由 于 对 В 的 进一步 简化 将 得 出 另 一 个 包含 一 行 零 的 
官 阵 ， 所 以 我 们 不 可 能 将 A 转化 为 I. 


В.З 特征 值 问题 


高 斯 - 若 尔 当 消 元 法 可 以 用 来 求 方 阵 的 特征 向 量 (eigenvector). 
特征 值 和 特征 向 量 
ФА пхп ЖЕ. АЖ: A 的 特征 值 (eigcnvalue)， 如 果 存 在 线性 方程 组 
АК = АК (6) 
#5 —А-4Е Ж 6 ЖК, 66) КАБ ТРАЕЛЕ А 的 特征 向 量 (eigenvector). 
eigenvalue 一 词 是 从 德语 单词 eigrnwert 改写 得 来 的 ， 德 语词 和 英语 词 的 组 合 直 译 过 来 就 
是 “适当 的 值 >， 特 征 值 和 特征 向 量 也 分 别 为 characteristic value 和 characteristic vector. 
和 矩阵 的 特征 向 量 
1 
— 1 
1 


证 明 K= 是 矩阵 
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0 —1 ~ 
A=| 2 3 | 
—2 1 1 
的 一 个 特征 向 量 . 
证 ”做 乘法 AK 可 得 
0 一 1 =>) 1 一 2 11 ”特征 值 
АК- | 2 3 ә 3||—1|=| 21-0-23-11-40-2Ж, 
一 2 1 1 1 一 2 1 
根据 上 上 一行 和 定义 B. 13 可 得 4 二 一 2 是 4 的 一 个 特征 值 . н 
利用 和 矩阵 代数 中 的 性 质 ， 我 们 可 以 将 (6) 写 成 另 一 形式 
(A—ADK = 0, (7) 
其 中 工 为 乘法 单位 阵 . 如 果 我 们 令 
ki 
K= kz ， 
k, 
那么 (7) 等 价 于 
Can 一 人 人 )Ri 十 аз + + 十 ау. = 
anki Ка» ХА + + ax k, = 0 
| (8) 
ал 十 anka t e (ам — A) k, = 0. 


虽然 (8) 的 一 个 明显 的 解 是 & 一 0，k; 二 0，…,， ,二 0， 但 我 们 只 求 (8) 的 非 平 几 解 ,我们 知道 
含有 个 未 知 量 的 盖 维 齐 次 线性 方程 组 有 非 平凡 解 当 且 仅 当 系数 抢 阵 的 行列 式 等 于 0， 所 以 为 
了 求 出 (7) 的 非 零 解 K， 我 们 必 有 有 

det(A — А) = 0. (9) 
观察 (8) 我 们 发 现 ， 通 过 余子 式 将 беа А РЕЧНА л KEAR. DEORA E 
A 的 特征 方程 (characteristic equation)， 所 以 А 的 特征 值 是 特征 方程 的 根 . 为 了 求 出 对 应 于 特 
征 值 的 特征 向 量 ， 我 们 只 需 通 过 对 增 广 符 阵 (4 一 iT | 0) 作 高 斯 -车 尔 当 消 元 来 求解 方程 组 
(А --АРК= 0. 

(5) 16 特征 值 /特征 向 量 


1 2 1 
求 出 4 一 6 一 1 0| 的 特征 值 和 特征 向 量 . 
一 1 一 2 —1 
E ”为 了 将 特征 方程 中 的 行列 式 展开 ,我们 利用 第 二 行 的 余子 式 : 
1—4 2 1 
det(A А) = 6 一 工 一 人 0 =— 4° — 22 + 124 = 0. 
1 2 1-4 
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由 一 入 一 入 十 124 一 一 (十 4) (4 一 3) 二 0， 我 们 得 到 特征 值 为 1 二 0, Xs 二 一 4， Аз 3, у 
了 求 出 特征 向 量 ， 我 们 现在 必须 根据 三 个 不 同 的 特征 值 将 (4 一 并 | 0) 化 简 三 次 . 
HFa =, RIA 


1 2 1 0| -setR [1 2 11o 
(A 一 0[10) =| 6 —1 010 2025-10-13 610 
—1 —2 —1|0 0 о 010 
110 
1 2 9 0 = 
– 158 А 2R: + К 13 
S [о 
0 1 j o 1 Jp 
оо 0|0 13 
0 0 ol? 


1 


К, = 6 
— 13 
XT A = —4› 
5 2 1101-45: 1 2 一 
+4rlO-|6 3 0l0 — 6 3 ojo 
—1 一 2 310 5 2 0 


9 
—6R +R: [1 2 —3|0] _ lg 1 2 —3|01 —2R,+R [1 0 110 
8 - В, + Ёз 
0 9 1810 0:-1-210-----510 1 -0210 
0 一 8 1610 0 1 一 210 0 0 010 
ВЗЯТ ki = — k; b, = 2k;. А k,=1, 则 得 出 第 二 个 特征 向 量 
—1 


K, = | 2 
1 
最 后 ， 对 于 ;二 3 进行 高 斯 - 若 尔 当 消 元 给 出 
-2 2 1|0 10100 
(А—31|00=| 6 —4 010/28, (о 1 5 |0 |, 
—1 —2 一 4|0 o о olo 
ВЕБ) ki =— k, ka =—3/2k. Q k, — 2 得 出 第 三 个 特征 向 量 
2 
к, = | 3l. 
_» = 


加 ”当然 可 以 令 局 为 任何 不 为 零 的 数 ， 换 名 话说， 特征 向 量 的 非 零 常数 倍 仍 是 特征 向 量 - 
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若 пхп 矩阵 4 有 nn 个 不 同 的 特征 值 Mh; Azs ээ Ал» A DA UEBH ВЕН — H ”个 线性 无 
关 的 特征 向 量 SK, ，K:; ，…， 玫 .然而 ， 当 特征 方程 有 重 根 时 ， 可 能 找 不 出 4 的 ”个 线性 无 
关 的 特征 向 量 . 

特征 值 / 特 征 向 量 


3 4 
ЖА (о) 的 特征 值 和 特征 向 量 . 
解 ” 由 特征 方程 
2 3-4 4 2 2 2 一 
авхаар = |, а 5) = 0 


RSA a А = 5 是 二 重 特征 值 ， 对 于 2X2 和 矩阵， 没有 必要 用 高 斯 - 若 尔 当 消 元 法 .为 了 
求 出 相应 于 ==5 的 特征 向 量 ， 我 们 求助 于 方程 组 (4 一 51 | 0) 的 等 价 形式 


— 2k, + 4k, = 0 
— b + 2k, = 0. 
从 该 方程 组 可 明显 看 出 太一 2 名 所 以 若 我 们 令 已 王 1， 就 得 到 单 特 征 向 量 
2 
к, = (1). | | 
特征 值 /特征 向 量 
9 1 1 
RE A= |1 9 1| 的 特征 值 和 特征 向 量 . 
1 1 9 
Ж ”由 特征 方程 
9-3 1 1 
АЗНСА-141)-1:1 9-3 1 |Ї--01-1101-048 = 0 
1 1 9—A 


88] А=11, UR A= A =8 是 二 重 特征 值 . 
ЕА =11, НАЧ ЎН JG 25 H 


一 2 1 1 10 1 0 一 110 
СА-11110) = 1 一 2 1 10 нэн 0 1 —1 ) 
1 1 一 210 0-0 010 
РЕ А =з, k: = Р. 如 果 k,=1, 那么 
1 
к- | 
1 
现在 对 于 hs 二 8 我 们 有 
1 1 10) 4 1 1 110 
(а—вт|о›= |1 1 iol jo o Л 
1 1 1|0 о 0 0|0 


名“ 定义 列 向 量 线性 无 关 的 方式 与 定义 函数 线性 无 关 时 相同 . 


ЯВ E š] 16 589 


在 方程 ki +k: +k =0 中 ， 我 们 可 以 任意 选择 其 中 两 个 做 变量 . $ k=l, k, =0, 或 者 ，k; =0, 
k, 王 1， 我 们 得 到 两 个 线性 无 关 的 特征 向 量 


—1 — 1 
K, = 1 和 K, = 01. 
0 1 m 


附录 B 练习 
B.1 基本 定义 和 理论 


4 5 一 2 6 
1. ШЖ A= (_, 3) 和 В-- ( ) ， 求 出 (a)4 十 B; (b)B 一 A; (c) 2А--3В. 


8 —10 
—2 0 3 —1 
2. 如 果 A= 4 1| 和 B= 0 2| ， 求 出 (a) 4 一 B ; (b) B—A ; (с) 2(A+B). 
7 3 一 4 一 2 
2 一 3 —1 6 
3. 如 果 A= (_, Я 和 B= ( , 2) ， 求 出 (a) AB; (b) BA; (c) A?=AA ; (d) B’ = ВВ. 
1 4 
4. 如 果 A 一 |5 10| 和 B= ( ó 72), RHO AB ; (b) BA. 
ИМ? 1 —3 2 
5. 如 果 A= ( , =) 和 В-- ( Я » C= С Я ， 求 出 (a) ВС; (b) ACBC); (c) COBA); (d) A(B+O. 
3 1 2 4 
6. 如 果 A 一 (5 一 6 ›жв=| 4| ,C= |o 1 —1|, Ж(а) AB; (b) ВА; (c) (ВАЈС; (d) (АВС. 
—1 3 2 1 
4 
7. ШЖ A= 8| 和 B= (2 4 5), RHG) АТА; (b) ВТВ ; (c) A+B”. 
— 10 


1 2 —2 3 

8. 如 果 A= ( Я 和 B= ( й ， 求 出 Ca) A+B"; (b) 2А7 — ВТ; (c) АТСА В). 
3 4 5 10 

9. 如 果 A= (, ) 和 B= ( , s) ， 求 出 (a) CABD7; (b) B'AT. 


5 9 一 3 11 
10. 如 果 A= ( 4 й 和 B= ( 2) , Ж. Са) АТ--ВТ, (b) (А+В)'. 
2 
t 


一 7 
-1 3t 
44-13 -41-2 4 
— 1 3 - 54 


在 习题 11~14 中 ， 将 所 给 的 和 写成 单个 列 矩阵 的 形式 . 
1-3 4 t 2 
14. Г 5 т -| 8 
o 一 4 一 2 一: 一 6 


.4( 20030) 12. 31 


~t 
+ 
4 
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在 习题 15—22 中 ， 判 断 所 给 的 矩阵 是 奇异 的 还 是 非 奇 异 的 . 如 果 是 非 奇异 的 ， 利 用 定理 B. 2 H A '. 


一 3 6 2 5 
15. А = ( ) “Аз ( ) 
104 16. А 14 
4 8 
17.A = ( ) 18. А = ( 2) 
一 3 —5 2 2 
2 1 O 3 2 1 
19,А-1-1 2 1 20. А = 4 1 0 
1 2 1 一 2 5 一 1 
2 1 1 4 1 一 1 
2l.A= |1 二 2 一 3 22.4 = 6 2 一 3 
3 2 4 一 2 一 1 2 
在 习题 23 ЯП 24 中， 证明 所 给 的 矩阵 对 任意 实数 : 总 是 非 奇 异 的 . 利用 定理 B. 2 求 出 4 00. 
2e-: 4 tsi — 2e 
23. АСу- ( e e ) 24 A) = (= sint 2e e) 
4e 3e” e cost 43111 
在 习题 25 一 28 H, RE dX/dt. 
бе‘ 1 
_ —sin2t— 4cos2t 
25.Х= | 2е' 26. Х== | 2 | 
—7e -38402:4 50821 
1 2 бге? 
m. x=2[ 1) (2) 8. x= (5) 
—1 1 tsin3t 
е“ oszt 2 А 
29. + АСО- ( созт ). 求 出 (а), сь [аса со асое. 
2 3#—1 dt ° А 
了 би: 2 
30. + А(р= |! +1 ЖВ() = ( ). 求 出 
2 1/t 4t 
t t 
1 z 
са 学 съ) В wf АСО (d) f воа 
t dt 0 1 
(еАОВО) (D AB (四 | Асовсовг 


В.2 高 斯 消 元 法 和 高 斯 ~ 若 尔 当 消 元 法 
在 习题 31~38 中 ， 利 用 高 斯 消 元 法 或 高 斯 - 若 尔 当 消 元 法 求解 所 给 的 方程 组 . 


31, xz 十 y 一 2z 一 14 32. 5z 一 2y 十 4z 一 10 
2z 一 y 十 zx 一 0 z+ y+z=9 
6z=+3y+4z=1 4z=—3y+3z=1 

33. y 十 zx 一 一 5 34. 3z 十 y 十 z 一 4 
5z 十 4y 一 16z 一 一 10 4z 十 2y 一 z 一 7 
z—y—5z=7 z+ y—3z=6 

35. 2z 十 y 十 zx 一 4 36. r+2z=8 
10х—2у+25= — 1 © ат дуг2к-4 


6х —2у 1+4=8 2z 十 5y 一 6z 一 6 


4E E 51 з 
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37. xy Hz: хз — z, = —1 38. 221 +x: Каз = 0 
xi tr: +z, +r, =3 х 3х, +z, =0 
тү Hx — x =3 7z, tz: +3z, = 0 


421 十 并 一 2z3 + x, = 0 
在 习题 39 和 40 中 ， 利 用 高 斯 - 若 尔 当 消 元 法 证 明 所 给 的 方程 组 无 解 . 


39. Xx 十 2y 十 4z 二 2 40. zi T z; — x; За, =l 
2z=+4y+3x=1 T2 — z, — 4x, = 0 
r+2y—x=7? zl 十 2zz 一 2zs 一 Z4 一 6 


4z1 十 7zz 一 7z3 一 9 
在 习题 41 一 46 中 ， 利 用 定理 B. 3 求 出 所 给 矩阵 的 4-:! 或 证 明 没有 道 存在 . 


4 2 3 2 4 一 2 
4.А-1 2 1 O 42.А=|4 2 = 
—1 —2 0 8 10 一 6 
—1 30 1 2 3 
43. 4 一 | 1 —2 | 44.А-10 1 | 
0 1 2 0 0 8 
1 2 3 1 1 0 0 0 
asa 1 1° 21 46.4= 17 0109 
2 1 —3 0 000 1 
11 21 0100 
В.З 特征 值 问 题 
在 习题 47 一 54 中 , 求 出 所 给 矩阵 的 特征 信和 特征 向 量 . 
—1 2 2 1 
“(_, в) 48. (, |) 
—8 一 1 1 1 
| 16 °) 50. И | 
+ 1 
5 —1 0 3 0 0 
51 一 5 | 52 ‹ 2 | 
5 —1 0 4 0 1 
0 4 O 1 6 O 
53. | 一 1 —4 0 54. |0 2 1 
о 0 一 2 0 1 2 
在 习题 55 和 56р, 证明 所 给 矩阵 有 复数 特征 值 . 求 出 矩阵 的 特征 向 量 . 
-1 2 2 —1 0 
» (L; 1) 56. 5 2 4 
0 1 2 
混合 问题 


57. WAWE 2X2 “| Ч ИЛЭН, ХО) 2X1 ЖИРЕ, [та RRA 


FAYO OR = AWX D HA (ОХО). 
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би b 


58. ERARO. LEE, 求 出 使 得 АВ-1 的 矩阵 号 一 人 (， , 


). 求 出 bn. bo. ba 和 bx. $R UE BB 
ВА--1.1 

59. 如 果 А 是 非 奇 异 的 且 AB=AC, WH В--С. 

60. 如 果 4 和 号 是非 奇异 的 ， 证 明 (4B)- 一 B 4 . 

61. ФАЖВ 为 xXn 和 矩阵 ,一般 的 ， 是 否 有 

(A+ В)? = А? + 2AB + B°? 

62. 方 阵 А УЯ Ж 38 B£ (diagonal matrix) ， 如 果 其 所 有 非 主 对 角 线 元 素 为 零 一 一 即 ，ar =0, 157. ÈX 
角 线 上 的 元 素 可 能 是 零 也 可 能 不 是 零 . 乘法 单位 阵 工 就 是 对 角 矩 阵 的 一 个 例子 . 
(a) 求 出 2X2 ЧЕ 


的 逆 ， 其 中 al 天 0， а 天 0. 
(b) 求 出 主 对 角 线 元 素 均 为 零 的 3X3 对 角 和 矩阵 4 的 逆 . 
(c) 一 般 地 ， 主 对 角 线 元 素 均 非 零 的 nXn 对 角 和 矩阵 4 的 逆 是 什么 ? 


附录 С 拉 普 拉 斯 变换 表 


уч) Ф700) =ЕС) 
1.1 4 
5 
2.1 1 
5? 
л ! 
3.2 т, п 为 正 整数 
4. 1, 1⁄2 x 
s 
5. 1⁄2 Ул 
2853 
6. га. а> — 1 
А Ë 
7. kt — _ 
ын s? БА? 
8. Ët — 
cos түр 
. 2k? 
9. sin? kt RR —— 
ыг Wert Ak) 
2 2 
10. cos? k É ok _ 
cos К sC? 十 48&2 ) 
11. е“ 1 
s a 
12. sinh kt 2 £a 
13. cosh kt z = 
: 2 2k? 
14. sinh’ kt map) 
2 2 
p? 52 — 2k 
15. cosh” kt EENS 
at 1 
16-16 G= O 
1 
17. nes — = n 为 正 整数 
18. е“ sin kt Ga) Fk 
at — sa _ 
19. e“ cos kt Ga Fk 
20. e” sinh kt Gay F 
, 5-а 
21. e” cosh kt Ca K 
22. tsin bt 2ks 


(52-42 )2 
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1443) 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


ёсов kt 

sin ktt Et cos kt 
sin kt—kt cos kt 
t sinh Аг 


t cosh kt 

е“ 一 ee 
a—b 

ае“ — be" 


a—b 


1— cos kt 


kt— sin kt 

asin bt —b sin at 
абба? ~—b) 

cos bt— cos at 


а? — Bb 


sin kt sinh kt 
sin kt cosh kt 
cos kt sinh kt 
cos kt cosh kt 


Jo (kt) 


39. —— 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


~ 


2(1— cos kt) 
t 


2(1— cosh kt) 
t 


sin at 
t 


sin atcos bt 
t 


1 аи 


ФЕР) = ЕС) 


52 — k? 
(52 +)? 
2ks? 
《52 +k)? 
2k? 
(52 +k?’ 
2ks 
《32 —k?)? 
58-12 
(5? — }2)? 
212 
(s—a)(s—b) 
— 5 ____ 
(s—a)(s—b) 
k 
s( 2 +k’) 
k? 
52052 Hk) 


1 
(8 а?) +) 


5 


(52 а?) (e +b) 


2525 
з БАБ 
kC? +202) 
s 4-40 
(52—202) 
st 二 4k 


s? 


st +H4k* 
1 


s—a 
s—b 
5 +Ë 
n z 
s 
52 — Б? 
In z 


In 


a 
arctan ( мин ) 
5 


2 
e7% 


4 


arctan 2 + b. 1 
5 2 


а- 
arctan 
s 


( 续 ) 
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ЄЗ; 
ДӨ) EIFE) ЕС) 
—a 
L e 
46. erfe( 757) - 
—a 
Í ун a e 
47. NER a erfe( 77) i 
аф 
ab 2671 b f+ e 
48. ее erfe( yE 20) ТЫ 
be a: 
НЭГЭ m a a 
49. ~e” e erfe( 4 21) WY ms 
a 
+ече{ >) 
50.802) 1 
51. 202-6) e *0 
52. е“ f (t) F(s—a) 
53. f(t1—a) M(t—a) e F(s) 
e“ 
54. M(t—a) Эг 
55. ГЭ (D 8ЕС5--5977 СО) ee РИ (0) 
„Фк 
56. f (t) 《一 1) кы 


57. | уска — Ddr Е() СО) 
0 


__________ н ——————-——-—-—-.—_ 


附录 D 奇数 题 号 的 练习 答案 


练习 1. 1 
1, 二 阶 线性 
оли, A Aksi Т УЧАНЫ 
7. 二 阶 非 线 性 


—; 定义 在 (~oo,In2) 或 (n2,oo) E 
(8) -3<х<осо (ф)-3<х<осо 
(a) m = —2 (b) т= 2, т = 3 


练习 1. 2 
L y=1⁄/(1—4e-) 3, x = -cost + 8sint 


ОВ b омыр 
б 


S. х= У ost + ЭЭ? 7. у= іе le~ 
9. у= 56°! IL у= 0, у = х? 
13. y>0 或 y<0 定 义 的 半 平 面 
15. x>0 或 x<0 定 义 的 半 平 面 
17. y>2, y< 一 2, 或 一 2<y<2 定 义 的 区 域 
19, 任何 不 包含 “0，0) 的 区 域 
21. 是 23. 否 
25. (а) у = cx 
() 任何 不 与 y 轴 相交 的 区 域 
(с) 否 ， 函 数 在 x 一 0 点 不 可 微 
27. (b) y = 1/(1 ~ х) (оо, 1) E;y = —1/(x +10) Æ 


(—1,oo) L 

(с) y = %/(1— ух), yo #0. ус 0 H yo > 0. 
练习 1. 3 

dP ар _ dP : 
L J; =kP+r;q = КР r 3. 三 Р-4,Р 

dx dA A 
7. ар (1000 – х) 9. ж =-1% 

dh _ _ En 

— — + Ri = E(t 
п. = 45077 13. 14 + E(t) 

dv 2 dx 

Фх ах dr gR 
м. х + (F) +ээх=1® 21. 770 
2. 44 = MM- А), к> 0 25. i 

dy —x+ /x + y: 
27. — = 一 -一 一 -一 一 

dx y 
第 1 章 复 习题 
1 2 = = ку 3, у + у= 0 5. у'—2у+у=0 


7. E, (a) 9. b) 1L (b) 


O 本 附录 中 的 公式 与 英文 原版 书 一 致 . 一 一 编辑 注 


13. y=a #l y = сех ан СК. 
17. (а) 定义 域 是 所 有 实 
(b) (一 一 ，0) 或 (0， ЕЭ 


19, (с) »={ x<0 


15. у--х-у! 


д, x>0 21. (0, co) 


25. А =16(1 — УЗ и) 


练习 2. 1 


17. 0 是 渐 近 稳定 的 (吸引 子 ); 
GEFF) 

19. 2 是 半 稳 定 的 

21. 一 2 是 不 稳定 的 (排斥 子 ); 
渐 近 稳定 的 (吸引 子 ) 


3 是 不 稳定 的 


0 是 半 稳定 的 ，2 是 


23. книж бн! +f): 0 是 不 稳定 的 ( 排 
25. w в/к b) vmg/k 

练习 2. 2 

1. у= —; cos Sx + c 3. у= іе" +c 

5, у = сх* 7 7267,5 265 Ф c 

9. іх ах-ух = fy +2у +1 |у +c 


п. рар р-Б: 
13. (e +1)2 + 2(е + 1) = с 


15. 5 = се 17. Р = 
1+ се 
19. (у +3)е = с(х + 42е” 21. 
3 
23. х = tan (» - т) 25, ху = et 


27. y= М + 


29. (а) y = 2, у = —2, у =2—— 


y = sin(;x? + c) 


З — e 
1 3 十 ee 

x 
33. y=1 35 у=1+ туа п 10 
39, (а) усс-үух!-х-1 (с) ( 
练习 2. 3 


. y = сеў, —00 < x < оо 


一 9, 一 ~ 一 — 


1 У 
2-2 


,-00 < x < oo 
y=xlnx+cx,x > 0 

у = ex — x cosx, x > 0 
у= іх? — ix +cx *,x > 0 


Fenman 


у= узе он ,x > 0 
y = 2⁄ + cy у> 0 


. y = sinx + ccosx, -л/2 < x <л/2 


app 
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19. (х + 1)еу = x? + c,x > —1 
21. (sec 0 + tan 0)r = 0 — cos 0 + c, —z/2 < 0 < п/2 


c 
23. y =e + - e 0< x< 
x 


25. y = +L,x>0 
x x 
27. i= Ё + (他 ee 一 o <; < о 
29. (х+1)у=х\пх-х+21,х>0 
#1—e*), 0«х:-3 
31. y = 
Кеб — 1)e z, x>3 
pje”, 0<х<1 
33. у = | 5 
Че + йе, x>1 
— 1+4e- >, 0<x=<1 
35. у = 
й ах + (1 + 4e 2)x2, x>1 


37. у= ее реа+е у= есу =1 


练习 2. 4 


1 x? -x+y + 7y=c 3. 2 + 4ху — 2y* = c 
5. ?у?— 3x + 4у = c 37. 不 恰当 
9, ху? + y? cosx ~ = с 11. 不 恰当 
13. ху — 2хе + 2е* — 2х3 = с 15. ry — ќап-!3х = с 
17. —In|cos х| + cos x sin y = с 
19. у – 50 -ty + у= с 2L b+ ryty -yt 
23. 4ty + Ë 5: + 3у? – у = 8 
25. ysinx -ху-х +узу-у=0 
27. k = 10 29. x2y2 cos x = c 
31, ху? + х? = с 33. 3х?у? + yt = с 
35, Б + Вето 37. e” (x: + 4) = 20 
39. (с) у(х) = = Vx- x° + 4, 
у(х) = та + Мх +4 


练习 2.5 


1. x In|x| + y = сх 
3. (х — y) зх — y| = y + сх ~ у) 


5 x + ylnk| = су 7. I(x2 + у) + 2 ea 人 =c 


9. 4х = y(In|y| — c} 11. у? + 3x3 in|x| = 8x° 
13. |х| = е — 1 15. y: = 1 + cx? 

17. y 3 = x + š + ce” 

19. е? = ct 

21. у? = -1х7 + #х-% 

23. у = —x — 1 + (ап(х + с) 

25. 2y — 2х + sin 2(x + у) = с 

27. Қу – 2х + 3) = (х + с)? 

29, —cot(x + у) + csc(x + у) = х + М2 1 


练习 2.6 


L. уул 2.980 0, y, = 3.115 1 
3. у = 2.593 7, yx = 2.653 3; у = 
5. у; = 0.419 8, yio = 0.412 4 
7. ys = 0.563 9, уш = 0.556 5 
9. у; = 1.219 4, ую = 1.269 6 


第 2 章 复习 题 
L 一 4/5 ,排斥 子 ， 吸 引子 
3. 92 = (у-у = 3) 
5. 当 "* 是 偶数 时 是 半 稳 定 的 ， 当 "是 奇数 时 是 不 稳 
定 的 ; 当 * 是 偶数 时 是 半 稳 定 的 ， 当 ”是 奇数 时 
是 渐 近 稳定 的 
9. 2х + sin 2x = 2 ln(y? + 1) + c 
11. (6х + Dy = —3x) +c 
13. Q = “+ 去 1+5Int) 15 у= {+ с(х? + 4) 
17. у = беасал 


19. (b) у = Кх + 2 Vo — хоё x > хо — 2Уу 
练习 3. 1 

1. 7.9 уг; 10 уг 3. 760 

5. 1(15) = 0.000981, 约 为 15 JJ 01% 

1. 111 9. 13651 

11. 15,600 уг 13. Т(1) = 36.76°F; 约 为 3.06 тіп 
15. 约 为 82.1 s; 约 为 145.7 8 

17. А() = 200 — 170e% 
19. А(1) = 1000 ~ 1000е-—'1®, 0.0975 lb/gal 
21. 64.381 23. i(t) = } — бе, i =} 34 t> оо 
25. q(t) = бу — тізе i(t) = {е ®” 
ж. = |е — 60e", 0<:<20 

iO = (вое – Dere, t>20 


29. (а) v(t) = TE + (vo 一 т) еи 
0) v> = 3 t — © 


(с) 50) = т: _ (un = TE) etim + (vo 一 m) + So 


3 
33. (а) 5(0 = 42 (кь) _ Раз [т 
一 0 
p 


(b) 334 min 
35. (а) Р(1) = Poe“! 


37. (а) “t> о, А > ЕМ. 


kM 
ki + k, 


— ett) 


. 观察 到 当 k. > 0 


和 > 0， 则 < M. 


® 40 = у 


练习 3. 2 


1. (a) N = 2000 
1.000 5е' - 
(b) МО) = 10.0052 — М(10) = 1 834 
3. 1 000 000; 5.29 то 
7. 293 g; X — 604г о; А Ж 0в,В 30g 


9. (а) но = (VA - 4.) тво < VHA, 


5 4А, 
(b) 57610 s 2 30.36 тіп 
11. (а) 约 为 856.65 s 8 14.31 тіп 
(b) 243 s 或 4.05 тіп 


奇数 题 号 的 练习 答案 
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13. (a) 0(0) = ЁС e+), 
m 
其 中 cl = 20 БЭ 
тв 


mg 
o jE 


(с) s(0 = тн cos r+ а) + сь, 
Еф с = -(") Їр cosh су 


15. @) т = mg — ku? — pV, 


其 中 p 是 水 的 密度 
0) v(t) = [zee (Е, 4 с 
(о) "Еру 


17. (а) W = ОШИ = 2 
(b) W(x) = 2 ѕес(х — а) 
(с) W(x) = 2 sech2x 


练习 3. 3 


L х(1) = хоё! 


= ХУМ үүсэл эй 
119) Di" ex) 


À; _ А, _ 
= 1 一 Mr 十 ày 
20 2 AUA mn ) 


3, 5，20，147 天 。 当 YD 和 z(D 相 等 时 ， 时 间 
才 有 意义 ， 因 为 4 和 大 部 分 和 8 的 一 半 都 
已 经 耗 掉 ， 因 此 ， 应 该 生成 C 的 一 半 . 


da 62, +1 
S. 67 35:7 502 
а 2,2, 
а 2571 257” 
Фла.) 
7.60 T 100-1 210017 
dx _ X% x, 
dt 210011 3100-1 


(b) x(t) + x(t) = 150; х2(30) ~ 47.4 10 
13. 1, а + (Ri+ R)b + Riis = ЁО) 


LÈ + Rii + (R, + R3)is E(t) 


dt 

15. i(0) = io, s(0) = n — io, r(0) = 0 

第 3 章 复习 题 

1. Р(45) = 8.99 billion 
0, 0<r<4 
126:4:08с,) 4<r<6 

， 6<t<10 

3. ба) Е() = 12е-0- 0/8 10521«12 
0, 12116 
12e ez 16118 


T,+ BT, T_T 
5. = 22 1 1 2 5К(148) 
@) Т0 =тув “тв оо 
т, + BT, 
@ тв 
T+ BT, 
© 1+B 
Т. x(0) = КӨ — Ssin20+ cy(0) = еіп 
= aceh" = ak nk k, 
9. x(t) Ty ee Ус cl + суе ih 
练习 4. 1 


L у = фе — фе" 3, у = Зх – 4х а x 
9, (-ю,2) 1L у= = r (e = e 
13. (а) y = e cos x — e* sin x 

(b) 无 解 

(e) y = e cos x + ет"”ет sin х 

(d) y = се! sinx, Eh c, 是 任意 常数 

. 相关 17. 相关 

相关 21. ХХ 

,这 些 函 数 满足 微分 方程 ， 并 且 在 区 间 上 是 线性 

无 关 的 ， 因 为 
Wee, е“) = Te э 0; y = cie * + ee”. 

25, 这 些 函 数 满足 微分 方程 ， 并 且 在 区 间 上 是 线性 
无 关 的 ， 因 为 
W(e cos 2х, e* sin 2х) = 2e™ + 0; 
y = сүе* cos 2х + ce sin 2х. 

27. 这 些 函 数 满 足 微分 方程 ， 并 且 在 区 间 上 是 线性 
无 关 的 ， 因 为 
W(x, x!) = хб # 0; y = сух? + сух“. 

29. 这 些 函 数 满足 微分 方程 ， 并 且 在 区 间 上 是 线性 
无 关 的 ， 因 为 
W(x, x 2, х2 In x) = 9х7 # 0; 

y = сх + сух? + сух? о x. 
35. (b) y, = х? + Зх + 3e”; yp = —2x2 — бх — зех 


Веи 


练习 4. 2 


1. у; = хе” 3. y, = sin 4х 

5. у, = sinh x 7. y, = хе 

9. y; = х И. y, = 1 

13. y; = x cos(la x) 15. у= хх + 2 
17. у, = e”, ур = -$ 19. y, = e”, y, = Зе" 


练习 4. 3 


ъ у= с + ce 3. у = се + се” 


5. у = пе“ + схе“ 1. у = сүед + сухе" 


9, у = с,соѕЗх + сіп Зх 11. у = ес cos x + c) Sin х) 


13. у = “(а со М2» + с, sin 2) 


15. y = c, + сое" + cge" 17. y = се” + ce” + сухе? 


19. и = пе + e(a cos t + сз sin t) 
21. y = спе" + сухе" + csx2e 


‚МЗ 
23. y = сү + сох + (оов Px + Сазіп 5-х 
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28. у = a соз УЗ, + o sin Уз» 


3 3 
+ сух cos — x + in — 
эх 5 Сах Sin 7) х 


27. и = пе" + сте + се" + are” + ce” 

29. у = 2 cos 4х — $ sin 4х 31. у = ~he (+ e» 
33. у = 0 35. у = # — феб + кее 

37. у = е — хе 39. у = —2 cos х 


а. у= (1 а + 二 jc 


2 V3 2 V3 
y = cosh МЗх + sinh V3x 
49. (a) x(t) = c, cosh 元: 十 osinh—=! 
(b) x(t} = xo cosh a t (e) 17.69 ft/s 


练习 4. 4 


1. у= се" + ce + 3 
3. у = се + сухе“ + ёх + š 
5, у = cie + сухе? + х? — 4х + i 
7. у = c) cos V3x + co Sin V3x + (—-4х? + 4х — #е* 
9. y = c) + се" + Зх 
ll. y = се + oxe? + 12 + фх?е"? 
13. y = ci cos 2х + c, sin 2х — їх cos 2х 
15. у = с, cos x + с sin x — $x? cos х + $x sin x 
17. у = сүе* cos 2x + ce" sin 2х + {хе* sin 2х 
19, y = се" + cxxe * — Ë cos x + # sin 2x — # cos 2х 
21. y = cí + сох + cse% — 4х? — $ cos x + фе sin x 
23. y = сце" + сухе" + суйе — x — 3 — ice 
25. y = ci COS x + c;Sin x 十 cx COS x 
+ сахѕіпх + х? — 2х — 3 
27. у = М2 sin 2х — š 
29. у = 一 200 + 200е-35 — 3x? + 30x 
31, y = —10e 2 cos х + 9e sin x + Ле-* 


2 Fo А Е 
33. х = за 50 ot — Ft 008 wt 


35. y = 11 — Ме + 9xe* + 2х 一 12x?e’ + kes 
37. у = 6 cos x — 6(cot 1) sin x + х? ~ 1 
[cosa + ain as tisina 0<х< r2 
39. y= А 
š cos 2х + ё sin 2x, х > т!2 


练习 4. 5 


1. (30 — 2)GD + 2)у = sin x 

з. (р-6(042)-х-6 5 D(D + 5)y = е 
7. (D — 1р — 2)(D + 5)y = xe * 

‚ р(р +2)(Dz-2D+4y=4 15. р* 17. D(D —2) 
19, р? + 4 21. рр? + 16) 23. (D + 10р - 1) 
25. р(р? ~ 2р + 5) 27. 1, x, x°, хэ, хі 29. еб, е2? 
31. cos УЅх, sin V5x 33. 1, 65, xe 

35. у = cle- + сое — 6 ЗТ. у = cl + се” + 3x 
39. у = се: + сухе? + ix + 1 

41. y = сү + ох + се" + $x‘ — фу + 8x2 

43. y = ce * + сзе“ + ixe” 

45. y = cie + се” 一 e* + 3 

41. у = су cos 5х + c; sin 5х + {іп x 


№ 


49. у = cie- + cxe * — хе” + йе“ 

51. у = сце" + c,e* + poe — {х!е* + хе! — 5 
53, y = е*(с, cos 2х + c, sin 2х) + фе? sin x 
55. y = cl cos 5x + c; sin Sx 一 2x cos 5x 


57. y = e> (a cos УЗ, + casin Ух) 
+ sin x + 2 cos x — xcosx 
59. y = c, + сүх + ce ® + фр? + hx? — jx 
61. y = сіе" + cxe + cate + hee + x — 13 
63. y = c, + сх + сү + xe + dre + їх? 
65. у-46:54465-1 
67. y = —ñk + ех 一 ах? + #x 
69. у = —T cos x — Y} sin x — Š cos 2х + 2x cos x 
71. у = 265 cos 2х — йе” sin 2х + іх? + Ñx? + фх 


练习 4. 6 


L. y = c) cos x + csin x + x sin x + cos x In|cos x| 
3. y = c, cos x + c> Sin x — $x cos x 

5. y = ci Cos x + c> sin x + š — š cos 2х 

7. y = сүе* + ce + $x sinh x 


= p o% -x lf > -x |" е“ 
9. у = се + су” + — | e> n|x| — е | dtj,xo>0 
4 x t 


11. y = ce + се + (e™ + єг") 10(1 + е) 
13. y = де? + сег" — e? sin e 
15. y = ce" + сиет + бе а t — ре. 
17. у = спех sin x + се" cos х + $xe’ sin х 
+ łe cos х In|cos x| 
19. у = łe? + łe? + ire юэ pre” 
21, y = ёе“ + е” — е2 + ђе" 
23. у = cix 12 cos х + сх? sin x + x` 
25. y = д + c; cos x + c sin x — 1n|cos x| 
— sin x In|sec x + tan x| 


1⁄2 


练习 4.7 


1. у= сх + сх? 3. y = ci + сойх 
5. у = cı cos(2 In x) + c, sin(2 Ìn x) 

7. y = cre + сүх УУ9 

9. y = cı cos(š In x) + c; sin( In x) 

Ш. y = сх? + сх? ах 


13. у = кча cos( E) + о (Уа) 


15. у = сіх? + c; cos(V2 In х) + сз sin(V2 In х) 

17. у = cl + сох + сух? + сах” 

19. y = c, + сох? + іх? ln х 

21, у= сүх + cx In x + x(In х) 23. у = 2 — 2х7? 
25. у = cos(In х) + 2sin(Inx) 27. у = 3 — In x +}? 
29. y = сүх" + cx Š + жх? 

31. у = х су cos(3 In х) + с; sin(3 In х)] + ó+ ёх 
39. у = 2(—х)'7— 5(—x)!'? In(—x), x < 0 


练习 4. 8 


L x = се + сие! 
y = (су — с)е + сие! 

3. x = сусоз [+ с; 5п Г + t + 1 
у = сіп Г — c) cost + t 1 


4844-4023 2° З 
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5. x = àc, sin t + фс, cos t — 2c; sin V6t — 2с, соз Уб! 
y = c sin t + с; cos t + cs sin Уб + c, cos Уб 

7. x = ce” + суе" + су Sin 2t + c, cos 2t + фе! 
y = спе? + са? — сз sin 2t — c, cos 21 — ke' 

9. x = c, — c; cos t + cs sin t + He* 
у = сү + c> Sin t + cs cos t — he” 

11. x = се + се" cos M3 езп УЗ, 


= (-3‹ - 32) 012 УЗ 
y 23-72 9 € 05-5 t 
+ (a -3e) ¿sin УЗ, 
13. х = се“ + #e! 
у = —}сүе“ + c, + 56! 
= сү + сї + cset + сце — Ё 
y = (су с + 2) + (с; + 1)t + сце" — 0 


V3 V3 
17. x = ce + се? sin = + cse "2 с08-5-1 


1 _МЗ ‚ УЗ 
y = аё + (16-29) etsinyt 


УЗ 1 3 
-一 二 一 二 -2 一 -二 
+ (Kodo) em 
1 Мз Үд V3 
z = се + (6624) Psin- t 
V3 1 мэ 
—— c sc) e 2t 
+ ( 2 C2 29 е cos 2 
19. x = -6ce — 3сү,675 + 2с;е* 
у = се" + се” + се“ 
z = 5ce + с; + сзе* 
21. x = єг! 一 te 3 
y= —e 3 + 21e-3143 
ах 
23. тэр -0 
а? 
x = crt + c; 
y = -Agt + см + с, 
练习 4.9 


3. y = ln|cos(ci — x)| + c; 
1 1 
у= 十 1 一 一 x 十 
5. y Я | сүх + 1] + 


7. yy: —ciy = x + c> 
п x T Зп 
9. у = tan 275 ‚.-3<х<5 


н. у= TVC d + с 

1 

13. у= 1+х + + +{х* + фә? + 
15. y=1 +x- Б + фа —{х* + б? + 


17. у= -М1- x 
第 4 章 复 习题 
Ly=0 3. 错 


5, (—=, 0); (0, ©) 
7. y = сүе” + ce + сухе + ce + csxe + c ex2e*; 


y = c,x3 + cx Š + сух!шх + сих + csx]n x + cx (In x) 


9. у = сүе%*УЎ* + eet- Vi 11, y = с + ce" + сүхет” 
13. y = пе" + єгч? (222 + сз У?) 
15. у = е*? [e сов УН; + сз sin >) 


17. y = ci + се» + сзе“ + t sin x — $ cos x + $x 

19. y = ex(cl cos x + c> sin x) — e cos x In|sec x + tan x| 
21, y = схі? + сх 23, у = сүх + суху + xt — ха х 
25. (а) y = с, сов wx + с; Sin wx + А cos ох + B sin ах, 


о # a; 
y =c cos wx + c; sin ох + Ах cos wx + Bx sin ox, 
=e 


(b) y = сүет + се" + Ae”, o # о, 
y = се“ + се" + Axe%, о = а 
27. (а) y = ci cosh x + c; sinh x + сух cosh x + сүх sinh x 
(b) y, = Ах? cosh x + Вх? sinh х 
29. у = е" cosx 31. у = Ше – We — х – Ë sin x 
33, у= х? + 4 
37. х = – сце! – ёсе + Š 
у= пе + се? 一 3 
39. х = се! + cxe* + te' 
у = —сүе' + Зс,еў — іе! + 2е' 


练习 5. 1 


1. Узл 3. х() = —1 cos 4V6t 


т\__1 {п\__1 (zy -1, 
5. (8) :(5) = -15(7) ний LÜ (2) 4 


四 -5:( 甸 -= 党 
Yuq 2*\32/ 4 
(b) 4 ft/s; 向 下 


(©) = @ СЯ анод... 


7. (a) 20 公 斤 的 物体 
(b) 20 公 斤 的 物体 ， 50 公斤 的 物体 
(с) ;=nz ,n=0,1,2,…; 在 平衡 位 置 ; 50 公 斤 的 
物体 向 上 运动 ， 但 是 20 公 斤 的 物体 在 n 为 
偶数 时 向 上 运动 ，n 为 奇数 时 向 下 运动 
9. x(0 = cos u+ Zein = sn + 0.5880) 
11. (a) xD = —#соз10г + #зіп 10: = Ësin(10 — 0.927) 
5.7 
(e) 15 周 
(8) 0721 8 
(e) базан +0.0927,п = 0,1,2,... 


(£) x(3) = —0.597 ft 
(8) х'(3) = —5.814 ft/s 
(h) x"(3) = 59.702 ft/s? 
O 288105 


(j) 0.1451 + =: 0.3545 + Fon =0,1,2,... 


(к) 0.3545 + теп =0,1,2,... 
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附录 D 


13. 1201b/ft; x(0) = уз sin8 УЗ; 


17. (a) 上 方 (b) 向 上 运动 
19. (a) 下 方 (b) 向 上 运动 
21. 15:48,Х0) = e2; 重 物 在 平衡 位 置 下 方 
大 约 0.14f 处 
23. (a) х() = fe” — $e 
(b) х()) = —#e + fe 
25. (a) x( = “< cos 4t — $ sin 4t) 
(b) x(t) = — ea sin(4t + 4.249) 
(с) t = 1294 s 
27. (a) B>š (@) 8 =š (с)0О<8<# 
4 У47 64.47 ) 


29. (= ee- 3 0: sin 


3 2 зуй 2 
98 (cos 3: + sin30 


31, х() = e`“ + te“ — 1 cos 47 
33. x(t) = – cos 4t + {ѕіп 4t + $e” cos 4t 


майн 
35. (a) т = -щх- h) 一 BŽ о 
ах ъол + ох = @?Н(0), 


аг 
其 中 2А = В/ітапа о? = kim 
(b) x(t) = e 2(— WÑ cos 21 — {зїп 20 + # cost + іп г 
37. x(t) = —cos 2t — š sin 2t + ¥ sin 2t + Ñt cos 2t 
39. (b) № віп оз 
2w 
45. 4.568 C; 0.0509 s 
47. 4() = 10 ~ 10e (cos 3t + sin 3r) 
i(t) = 60e™ sin 3t; 10.432 С 
49. q, = У sin г + Ж cos t 
i = 4 cos t — X sin г 
53. q(t) = —ke`W(cos 10; + sin 100) + š; š С 


EC t 
* ao~ (от) уре 


i(t) = cos ! 
VLC 


t 
(в с) VL 
Cy 
1 pe sin yt 


练习 5. 2 


1. (a) у(х) = 5111 (6Lix? — ALx3 + х?) 
3. (а) y(x) = ЗР” 51х% + 2х*) 


= 4 3 + 3xŠ 
5. (8) y(x) 38057 яду (TL 10132х7-4-3х7) 
(e) х = 0.51933, Ymax == 0.234799 


El ЇР 
7. уб) = – "6-00 cosh J Бух 


sinh JÈ 
wo EI nevn 
+ (72 sinh 5L- PP 


cosh 高 上 


Wo wo El 
220 ү2 
2Р" "Р 
9, л=п, п = 1, 2, 3,...; у = sin nx 


IL A= (2п – 1)? ‚п=1,2,3,. .y= сов 21 1011 


412 21 
3З. А = пп = 0,1,2,. .y= cos nx 
-PrP аш ЛТХ 
15. 1-5 257 ,n=1,2,3,...;y = еіп 5 
= сір z 
17. А = Ten -1,2,3,. ју sin — 


19, à = п, п = 1, 2, 3,...; у = sin(n In x) 
1. л = 0 у= 1 
пол? куш пт 
А = 4 an= 1,2,3,...;у (х) 
23. х = 114, х = 112, х = 3L/4 
_птУуТ nnx 


Мини 


15. () 58 
(0) 4У10 ft/s 
(©) 0< t < 15/4У10; 7.5 ft 


17. (а) хо 4 + р? = 32x 
(b) 所 zz 一 #х? = 一 288 (с) 约 为 0.66s 
19. (а) ху” = rV1 + (y'F. 
` t = 0, x = a, y = 0, dyldx = 0. 
(b) `í r = 1, 


у(х) = АР (х2 ~ а?) + – ing]. 
(e) r <1Bf, НЗ. 
第 5 章 复 习题 
1 8ft 3. #т 


5 错 ; 系统 将 受到 外 力作 用 


7. 过 阻尼 9, 14.4 ]b 
11. х() = ~e” 41675 43.0 < m < 2 


村 数 题 号 的 练习 答案 
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15. у = 833 
3 
a (2 28 V2 8 
17. =e“ 一 一 
7. х() = e "(езуд + 28 17 anavi) + 名 er 
19. (a) q(t) = — h sin 1001 + # sin 50t 
(b) iD = —& cos 1007 + # cos 50/ 
(9 = 7 n = 0, 1,2,. 
练习 6. 1 
1. 1-4 Db 3. (—5, 15) 
5, х – lx + х? — sx + 
7. 1 + х2 + hx + хн, (ni2, ni2) 
9. 2c + У, [2(k + 1)crn + боулр 
k=1 
1 1 
РАР +575755 
— py 
59:8-6-5:3-257 | 
у(х) = c y+-L i +—— 
! 4-3. 7-6:4:3 
— l Пү... 
510:9:7-6:4-35 f | 
3 21 
15. у(х) = co | -z х2 – архі -gT ] 
5 45 
у(х) = с [e+ Зх + 570915 + | 
1 42 7.4 
17. эб) = |: - 35657705 | 
22 52.22 82.52.22 
эф = |а ран. 
el 
19. у(х) = co; у(х) = с, Хах" 
21. ух) = сп + be + B+ + -] 
у(х) = сүх + х? + бх + $x + 8| 
= 121 23:7 x= 
эз. уб) аі 1-45 78-67 | 
1 14 34-14 
нэ апо е) 


25. уо) = -2[1+ акои |+ 


= 8х — 2е* 
2. у(х) = 3 — 12x2 + 4х* 
29. у(х) = coll — ёх? + ох? +++] 
уз) = сх — hx“ + moxi +] 


练习 6. 2 


L x=0, ЖАЎ, 
3. 好 一 3， 规 则 奇 点 ; x=3, 不 规则 奇 点 


5. x-0,2i, 一 2i, 规 则 奇 点 


7. = 一 32, 规 则 奇 点 
9. x=0, 不 规则 奇 点 ;x= 一 5,5,2, 规 则 奇 点 


H. 4 x = рб) = 5, 9 = ZE 


x+1 
4 x= -1:р(а) = 270, др) = х1 + x 
13. = 5 = —1 
15, r, =й,» = 0 
2 2? 
= anli ér + 一 全 үй 
у(х) = С,х | sx tss 


200, 
9-7-5-315 +] 


+ G, | zz-2e+ 


17. =$, = 0 
2 22 
= 78 一 二 — x? 
у(х) = С,х Ї 155 +23715:2* 


_— p+ 
31-23-15-3! 
ко г-эхн 
19. л = {,7 = 0 


1 1 
у(х) = са"! + 3% tx; этэр” 十 … | 


l-belt 
+c ++ +З” t | 
21. = 45 = 0 
2-2 22-3 
= 50 214 20401 
у(х) = С,х | + 7 x+.7* 


2-4 , 
+п:9-7* 十 | 


1,-102-10-4- 
"орек 人 єх | 


23. т = š, r, = 
у(х) = ып — kx + $x 一 
Жо 1 – х + х2 – 
25. н = 0,75 = —1 


у(х) = С, блату" + Сх” "Жолу бу 


фо +: Л 
тю? 3-1 


1 он 


1 十 C2x- "ба Gmi” 


= Сит "Бб їй (Оп + y” 


=1 [G sinh x + C, cosh x] 
27. r= 1,5 = 0 
у(х) = Сх + Охх - 1+ 4х2 + ху + х +. 
29. r, = т = 0 
убх) = Cya) 


1 1 1 
+С, [ох жулба узу 31 х? ках 


Др yG) = Ў =e 
n=0 "t. 


20, 2 pp 
9:55 179 3 + 


3 
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附录 D 


= (-1у > _ sin( VAt) 
33. (b) (0 = > ayuy = — гэн 
а С" n cos( VAt) 
»(0) =t е Оя)! (МА) = > 
(с) у = cx sin (=) 十 cox cos (2) 


练习 6. 3 


1 у= c, jha (x) + с›7_уз(Х) 3. 
5. y = с Ј(х) + c; W(x) 7. 
9. y= сх (3х) + c,x-12J_ (Àx) 
13. 由 习题 10 得 ,y= x Лд(), 由 习题 11 得 ， 
y = xz J (ж). 
15. Шон. y = x-1J_,(x); 由 习题 11 得 
=x (x). 因为 140) = –Л(), 所 以 没有 


KOR ° 
17. 由 习题 12 和 入 三 1 以 及 v= 士 3 得 
у = /xJa(x) у = VX] з2(х). 
23. Ј.2(х) = 2 cosx 
27. y = ox J (Rex) + cx Ј (5007) 


29. А Р(х) = &(231х* — 315х* + 105x? — 5) 
Р(х) = 5(429х7 — 693x + 315x° — 35x) 


0) Р(х) 满足 (1-х) у – 2ху + 42у = 0. 
P(x) 满足 (1-0) у – 2ху + 56у = 0. 


第 6 章 复 习题 
3. R= MN 
7. у= эп = =0 
у(х) = = C,x!2[1 — ix + гуй -j 1 
у(х) = C,[1 — x + ix? — САР +. 1 


9. у(х) = + рер 5x4 十 …] 
убх) = с[х+ + x+] 
11. r = 3, = 
у(х) = Gell + іх + 
у(х) = Сй +х+! 1 
13. у(х) = 3[1 — х? +3 ын 一 prt, ] 
—2[х—{Х х tx +] 
15. x = 0 是 平凡 点 


12 + у? +] 


1 1 1 , 
17. шил s 十 到 可 1х -5 ya~ +: 1 
+: 


ly + 1 КА 1 t 
+а)х— 4х +477 47-10 
5 2 3 1 9 
Ки 3 tag ra T 
练习 7. 1 
12,541 11 le s 137 
“5.5 si s 8241, 
ез е" е е 
s 
13. (s – 4) 15. 5775 42 (52 + 1) 


y = с, (x) + CT 5о(х) 
y = c, J,(3x) + c; (3х) 


19. 8 22-10 22,533 
£ 6731-1717 
25. 二 十 二 
Жу +; 27. 8-4 
1 2 1 8 15 
573 21У-4 835249 
33. 用 sinh kt = = 证 明 
„ [4 
Së [sinh la] = = g 
1 1 2 
35. ——— -> 。 一 -一 一 
2(5-2) 25 7 52 + 16 
练习 7. 2 
1. і? 3. 1-2", 5 1-3:4-12-18 
7.1-1-6) 9. 1е-/* 11. Ssin7t 
t 
13. соѕ = 15. 20053, 251131 17. 1-167 


19. 2e” ple 21, 0.3e% +0.бе-0® 


23. je* — е“ + 3“ 25. 1 — 1 cos V5t 
27. —4 + 3e + cost + 3sint 


29. jsint—¿sin2/ 31. у= —-1+e' 33. у= е“+ е“ 


35. у = Фе” “le ны 
31. у = 10008: + 2sint — /2sin Vz 
39. y = –8е77 + 1672 + е 4167 


+9 


1 ~: 
"е" 


练习 7. 3 
1 6 
1. —— 3. —— 
(s — 10)? 3 (s +2) 
5. 1 ,—2 ,— 7. 203 
"(6-27 (65-37 (58-42 (5-1) 
5 8-1 8-4 
.— ° _ — —+3—— 1 
9. Trt 1" 
13. exsint 15. е7 cost — 2е7° sint 
17. e" — te” 19. 5—t — 5e” — ет" — ite" 
21, у=1е7* +2“ 23. у= е" + 2e" 
25. у= и +2 – ġe" + ех 27. y = —$e" sin 21 


29. y 21-16 cost + je sint 
з. у= {е + уге" + (e — 1)e“* 


3 
33, x(t) = 75“ cos — 2 -Г-- 
e e 
37. £ 39. шинж а. зе 


43. 1(1- узд 一 2) бас. —sinrtQb(t — л) 
47.401 -1)-её -9Ь(-1) 49. (с) 
51. (0) 53. (а) 


415 ë к-п ш УЗ 
2 


—t 


55. f(t) = 2 — 4qb (t 一 З) (0) = 2 _ ын 


-s -5 


81. fi) = api -1)84/(0)-25-4 2 
узи x - 


61. f() = b (t -a) W(t — Ь);${ ло) = 
= [5 — 5ee-n]Jqp (t — 1) 


59. ((1) =t—tQL(t 一 


下 开题 号 的 练习 答案 
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65. y = 一 + h + е2 
+ фе б — 1) 
67. y = cos 2t — š sin 2(! ~ 2r)%(t 一 27) 
+ $sin(t — 21) U(t — 27) 
69. у = sin t + [1 — cos(t ~ r)]%(t — m) 
— [1 ~ cos(t — 27)] W(t — 2л) 
71. x(t) = ft — É sin 4t — W — 5) (1 — 5) 
+ й sin 4(t 一 5)%(t — 5) 
一 #%(т— 5) + # cos 4(t — 5)U(t – 5) 


Ult- 1) — Mz — 1)(t — 1) 


73. q(t) = Ult — 3) — $e H(t – 3) 
шту = еа l 10 
75. (а) i(t) 101° 101 cost + 101 sin t 


_ 10 -100-38/2) _37 
101° #02-25 


10 Зп Зп 
+ 101 со 区 ja 一 z) 


(b) ian = 0.1 at t = 1.6, imin = —0.1 at t = 4.7 


= wil? 2 _ wo L Wo 4 
77. Уб) = ТЕТ C REP ЗАЕР" 


_ w í. _ LY Of, -L 
zal г) a(x г) 


wl? woL 3 
BEI AEI 


мо | 5L 4 _ x5 -5) 4-5) 
3 e +É: гуа 5 


5—4 бз? + 2 125 — 24 
(57 + 9 “(7-1 > [627 + 36} 
5 5-1 " 1 
ийг +105 = 1+1]  s(s— 1) 
5+1 1 352 + 1 
13. s[(s + 12 + 1] 15. 548-1) 17. 52052 + 1)? 
19, (а) е -1 0) 6-1-1 (0 е- 2-1-1 


1— e all 1 
а. s(1 + e") 23. < 个 е 一 |) 
coth(7s/2) 

` s+1 
27. y = —}e™ + }соз1— М cos t + 4 sin t 
29. у = 2 cos 3t + Ë sin 3⁄ + t sin 3t 
31. y = sin 4t + ht sin 4t — M(t — т) sin 4(t — z) %(t 一 T) 
33. y = à sin t — Mt cos t + lt sin t — 1 cos t 
35. f(t) = sint 37. f(t) = -he~ + be + йе + 1e' 
39. f(t) =e“ 41. f(t) = Йе” + ke + 1 cos 2t + 4 sin 2t 
43. y = sin t — $t sin t 
45. i(t) = 100[е-'%-—9 — eUl — 1) 

- 100[e 0-2) — e- U(t — 2) 


47. 10) = 5 (1 = emt) 


2 < a 
tR (1а 


79. y(x) = 


练习 7. 4 
1. 


T 


е8" %(t 一 n) 


49. x(t) = 2(1 — e~ соз 3t ~ he sin 3t) 
+ 4 > (—1)[1 ~ et cos 3(t ~ nm) 


” -4е7б""Эя3(1-)| (1-1) 


练习 7.5 
1 у= eM — 2) 3. y = sint + sin U(t — 2r) 


-- -7 37 
5. у= созт! r) + cosa (; z) 


7. y = е + [k — keD] (7-1) 
9. y = е?) sin tAU(t — 2л) 
11. y = e” cos 3t + 4е72 sin 3t 
+ 407269) sin 3(t — T) W(t — T) 
+ 467239 sin 3( — Зл) U(t — 37) 


Р (213 L 
B (Ех 63 » 0=<x< 
13. у(х) = PL 
1, ($ 1, L 
xx 一 一 =< 
4ЕГ(25 12) 259558 
练习 7. 6 
1 х= —ke2 + je: 3. x = —cos 3t — $ sin 3t 
y = ke + ge y = 2 cos 3t — Í sin 3t 
5. x = —2et + ez — k Т.х--Ы1- ЗУ? sin V2t 
у = фен — $e” — 4 у= - Ы + 4V2sin V2 
2 1 
9. х= 8+ + д“ 
2 1 


= — & раги 
3 ta’ 


y 

П. х-3424141-6Ф7 
у= + łe“ + не" 
х 


1. 2V6 . 2 2 
13. = рш + 5 “ук+ S cos Уб, 
2. 
ж ç sint ç 15 Убу +Í 4 cost + ç cos Уб 
15. (b) i = 30 — Ҷое 
h =й pe 
(с) i = 20 — 20е %% 


17. = Be” + Де + Н cos + f sinr 
i 二 е” + ie" — WÑ cos t + Н sin í 


19. һ= 2 - fe мг cosh 50 V21 — ЭМ? ы sinh 50:24 
b= 2 = те v2 e !% sinh 503721 
第 7 章 复 习题 
1 2 ， a 1 
12-26 3 错 5 对 noy 
2 4s 5 2 5 
. 二 一 — 13. 15. kes 
9. үд Berg 15:40 15.006 


17. е5 cos 2t + Be sin 21 

19. cos z(t — 1) %(t — 1) + sin w(t — 1) -1) 
21. -5 23. ekG6-Ə F(s — a) 

25. FDC 一 如 27. fü — to)U — to) 
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附录 р 


29. (0) = t — (t — 1)%(t — 1) — Ult- 4); 


{f(D} = 十- ас -Less 
He = р ee тее 
3L К) = 2 + “ — 2) u(t — 2); 


яд + He 
2 
22217 Байн + 
33, у = Sre' 406 
35. y = —# + 1 + Be — Ве — UG — 2) 
— Ме — 2039401 — 2) + łe tD Ult — 2) 
— ве D U(t 一 
37. у-141448 
39. x = —1 + е2 + ke2: 
y = t + fe” — ен 
41. in = —9 + 2t + 9e 


z ро IL lD oy En 
43. y(x) ==] sx txx z5 tT* 


1 a 


5. X' = 
dx 
. — = Ax + 2y + e! 
7. Ж 4x+2y+e 
ау Cy +3y— e 
4 x+3y—e 
dx 
. Š =x—y+2z+e"— 
9. 4 x—y+2z+ e — З 
У -3x — 4y + 一 十 
dr Зх 一 47 十 Z 十 22 +1 


dz - 
Ё = —2х + 5у + 6z + 2e г 
4 2х + 5y + 62 


17. 是 ; W(X,, X) = 一 2e-* 50 Ж Xi fl X; 
在 (—=, om) 上 线性 无 关 

19. 不 是 ;W(X,, X, X) = 0 对 每 一 个 上 成 立 , 解 向 量 在 
(— =, =) HREH. IEE X, = 2X, + X, 


练习 8. 2 


ee 人 
.Х= с 2 е“ + c>; -i 


<= 


-10 
e 
( 


1 
40-4 эе 
1 1 
b et! + c; Ё = 人 - i)e 
1 3 
4 4 
11. X=c, Эрэ “эх je 
1 -1 


1 ú 
з x=3( )евьа( jen 


Өе) 


w 


б) 
(е) (С) 


1 1 
23. x-a(a) safi ӨӨ 
1 1 
-4 2 
25. Х=с, з) 路 
2 -1 


--0-10-01 
40-01 


2 2141 
э. x= -7( )ечэаа( je 
1 t+1 


31 相应 于 五 重 特征 值 A, = 2 的 特征 向 量 是 


= 


K = 


Ф © со ° бє 
m 
| 
О © = о о 
= 
H 
о-о осо © 


Cos t Р sin t « 
33. Х = су : Гал : e 
2 cos t + sint 2 sin t — cos t, 


可 数 题 叶 的 练习 答 业 
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cost i 
35. X = с А )= += [ п; е“ 
—cos t — sin t —sin t + cos t. 


эт, х-с( 5 sin 3t 


1 —cos t sin t 
39. sx 人 (中 cost | + сз | —sint 
0 sin t cost 
0 sin t cost 
41. «эн cost је + сз | -sint | e' 
1 cos t 一 Sint 
5 cos 3t 
43. X = з) еї + c| —4 cos 3t — 3 sin 3t | e"> 
25 0 
5 sin 3t 
+ су (~ sin 3 + 3 cos 3: |e* 
0 
25 cos 5t — 5 sin 5t 
45. Х = – | -7 je 一 cos 5t 
6 cos 5t 
5 cos St + sin 5t 
+6 sin 5t 
sin 5t 


练习 8. 3 


1) 0) Ga) Co) 


ха (2) (1) (+ (= 
(eree C 


9° x (2) + (2) А !) ü 
. X = с. е е 
ci 1)“ A -2 
cos sint 

11. X =c, )+ а( ) 
sin —cost 
nt 
+ (5% нв (° ‘n £) оов 
co: sin t cos t 
13. x= 42 +): aÍ Jea (бее 
—cos t sin t 
st 


sint cos t 
15. X = с + А t 
—sin cost. —sin t 
—sin t sint 
+ т 2) G ) In|cos | 
sin ttan t, t 


2sint 2 cos t 3sint 
17, X =c, e + e+ te' 
—sin t š cost 


. 2 cos t 
+ . jeuln|sin:] + ~ J elnjcost| 
Бү sin t —sin t 


5 cos 3t )+ ( 
4cos3t+ 3sin3t) < \4sin 3t — 3 cos 3t 


(9) (0) а (9) е 


19. 


0 
4 + су е” + c| 0 |е 


1 
дей + үл 
е + е” 41:67 


$ re” 


练习 8. 4 
06 2) 
t+1 t t 
3. e“ = t t+1 t 
—2t+1 
5 X =c ( 由 +c Oe 
1 
t+1 t 
7. X =c ü t 22 +G t 
—2t+ 1 
9 x= (51) 
0 
х= (аа. + «(фт )- ( ) 
sinh t cosh t 1 
t+1 t t 
13. X = t —4|t+1]+6 t 
-2t 一 21 —2t+1 
242 -2t м -2r 
15. e^" = (©. юм ий А 
2t 一 2 и 一 e 
Х-о Юн 23) те (ia юэ ог 
ЖЕЛЕТ 
e” + еї —91е* 
17. см = үе! еї ИЙГ 


x ( "ea ( -94 )е 
=c 
ЦОГ 1-3 
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附录 D 
5. h = 01 h = 0.05 
> x _ фе 一 Yet —#e + he” 
"А-а je” — ўе to фе + фен or х, y, x, y, 
1 1 
X = 4) e" + с, ( 3) ез 0.00 0.000 0 0.00 0.000 0 
0.10 0.095 2 0.05 0.048 8 
0.20 0.1822 0.10 0.095 3 
= ` 
第 8 章 复 习题 030 02622 015 01397 
Lk=} 0.40 0.336 3 0.20 0.182 3 
1 0 0.50 0.405 3 0.25 0.2231 
5. ен, 小 йл 1)е+ (8) 0.30 0.262 3 
| 2) 0.35 0.300 1 
шал зай 0.40 0.336 4 
0.45 0.371 5 
0.50 0.405 4 
9 Х=с| 3 аца 1 је + с 
( (8) 
11. X = c, п) (0847) ӨД Ч) 
n. x=a( cost )+ | sint )- ( ) 
cost — sin t. sin t + cos t 
Sin t 
Ч, ) [esez = cot 1 7. h = 0.1 h = 0.05 
Sin t + cos t 
一 1 一 1 1 x, Ya x, Ja 
15. b X = с 114с:| 0 |+е{ 1 fe" 
0 1 1 0.00 5.000 0 000 0.5000 
0.10 0.521 5 005 0.5116 
0.20 0.536 2 0.10 0.5214 
练习 9.1 030 05449 015 05294 
_ _ 0.40 0.549 0 020 0.5359 
L h = 01 h = 005 050 05503 025 0.5408 
x, у. х, » 030 0.5444 
035 0.5469 
1.00 5.000 0 1.00 5.000 0 040 05484 
1.10 3.990 0 1.05 4447 5 045 0.5492 
1.20 3.254 5 1.10 3.976 3 0.50 0.549 5 
130 2.723 6 1.15 3.575 1 
140 2.345 1 120 32342 
1.50 2.080 1 1.25 2.945 2 
1.30 2.7009 
1.35 2.495 2 
140 2.322 6 
1.45 2.178 6 
1.50 2.059 2 
9. h = 0.1 = 0.05 
3. h = 0.1 h = 0.05 
Xa Ya x, 22 
х, У Xa У, 
100 1.0000 1.00 10000 
0.00 0.000 0 0.00 0.000 0 110 10095 105 1.0024 
0.10 0.100 5 0.05 0.050 1 120 10404 110 10100 
0.20 0.203 0 0.10 0.100 4 
130 10967 115 10228 
030 0.309 8 0.15 0.151 2 
140 11866 120 1.0414 
0.40 0.423 4 0.20 0.202 8 150 13260 125 10663 
0.50 0.547 0 0.25 0.255 4 : : : : 
030 03095 130 10984 
035 03652 135 11389 
040 04230 140 1.1895 
0.45 0.483 2 145 1.2526 
0.50 0.546 5 1.580 1.3315 


奇数 题 时 的 练习 葵 业 
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П. h = 01 


13. 


15. 


17. 


19, 


Xa Yn Exact 


0.00 2.000 0 2.000 0 
0.10 2.122 0 2.1230 
0.20 2.304 9 2.308 5 
0.30 2.585 8 2.595 8 
0.40 3.037 8 3.065 0 
0.50 3.825 4 3.908 2 


0.00 2.000 0 2.000 0 
0.05 2.055 3 2.055 4 
0.10 2.122 8 2.123 0 
0.15 2.205 6 2.206 1 
0.20 2.307 5 2.308 5 
0.25 2.434 2 2.435 8 
0.30 2.593 1 2.595 8 
0.35 2.795 3 2.799 7 
0.40 3.057 4 3.065 0 
0.45 3.405 7 3.418 9 
0.50 3.884 0 3.908 2 


(а) у; = 12 
2 2 

в) уд = gex CIX ороох <0.02e% = 0024 4 
(с) 精确 值 为 y(0.1) = 1.221 4， 误 差 为 0.021 4. 
(d) {ЖЛ = 0.05, 那么 у; = 121. 
(е) h=0.1 时 的 误差 为 0.021 4，h=0.05 时 的 误差 

为 0.011 4. 
(а) уул 08 1 
(b) ro = se* (047 = 0.025е72 < 0.025 for 


0<c<0.. 
(с) 精确 值 为 y(0.1) = 0.823 4. 误差 为 0.023 4. 
(4) WR h = 0.05, 那么 y; = 0.812 5. 
(e) h=0.1 时 误差 为 0.023 4。h=0.05 时 的 误差 
为 0.010 9. 
(а) 误差 为 19j2e-3c-9. 
2 
b) y" < 19(01У(1) = 0.19 


(О Л = 0.1, A ys=1.8207. WIB h = 0.05, 
ЯА ую = 1.942 4. 

(d) h=0.1 时 的 误差 为 0.232 5 .4=0.05 时 的 误差 
为 0.110 9. т 


(а) 误差 为 СҮҮ 


2 2 
w уд? <m S =000s 


(e) 如 果 Л = 0.1. HA ys = 0.419 8. 如 果 h = 0.05, 
那么 yo = 0.412 4. 


(d) 大 0.] 时 的 误差 为 00143. 庆 0.05 时 的 误差 为 0006 9. 


练习 9. 2 
1 
x, Ya Exact 
0.00 2.000 0 2.000 0 
0.10 2.123 0 2.123 0 
0.20 2.308 5 2.308 5 
0.30 2.595 8 2.595 8 
0.40 3.064 9 3.065 0 
0.50 3.907 8 3.908 2 
3. 5. 
Xa У х, y. 
1.00 5.000 0 0.00 0.000 0 
110 3.972 4 0.10 0.100 3 
1.20 3.228 4 0.20 0.2027 
1.30 2.694 5 0.30 0.309 3 
1.40 2.3163 0.40 0.422 8 
1.50 2.053 3 0.50 0.546 3 
7. 9. 
х, Jı x, Ya 
0.00 0.000 0 0.00 0.500 0 
0.10 0.095 3 0.10 0.521 3 
0.20 0.182 3 0.20 0.535 8 
0.30 0.262 4 0.30 0.544 3 
0.40 0.336 5 0.40 0.548 2 
0.50 0.405 5 0.50 0.549 3 
11. 
х, 加 
1.00 1.000 0 
1.10 1.0101 
1.20 1.0417 
1.30 1.098 9 
1.40 1.190 5 
1.50 1.333 3 


13. (a) 0(5) = 35.767 8 


(© (0 = лал ЕС 0(5) = 357678 
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15. (a) h = 0.1 
x, y. 
1.00 1.000 0 
1.10 12511 
120 1.693 4 
1.30 2.942 5 
1.40 903.028 2 


17. (а) y, = 0.823 416 67 


hs 
19. (a) y®(c) 可 = 


24 


hŠ 


1.40 1.1E + 15 


бу -x о (0.1)° 
(b) y (0) zg = 40е gS 


= 3.333 x 1075 
(с) 精确 值 为 y(0.1) = 0.823 413 441 3. 误差 为 
3.225 х 10- < 3.333 х 10%. 
(d) If h = 0.05, y, = 0.823 413 63. 
(e) 48-01 误差 为 3.225 x 10%. 4 h = 
0.05 误差 为 1.854 х 107. 


_24_№ 
(с + 1) 5! 


hŠ (0.1)° _ _ 
(b) 3195 < «СУ = 20000x 10 6 


(0 
5 


(с) h = 0.1, ys = 0.405 465 17. 
h = 0.05, y = 0.405 465 11. 


练习 9. 3 


1. у(х) = —х + е y(0.2) = 1.021 4, y(0.4) = 1.091 8, 


y(0.6) = 1.222 1, у(08) = 1.425 5 


x, 


Js 


1.000 0 
0.732 8 
0.646 1 
0.658 5 
0.723 2 


Ул 


0.000 0 
0.2027 
0.422 8 
0.684 1 
1.029 7 
1.556 9 


0.000 0 
0.100 3 
0.202 7 


0.4228 
0.546 3 


0.842 3 
1.0297 
12603 
1.557 6 


1.0000 
11112 
12511 
1.434 8 
1.693 4 
2.104 7 
2.956 0 
7.898 1 


х, У 
0.00 0.000 0 
0.20 0.002 6 
0.40 0.020 1 
0.60 0.063 0 
0.80 0.136 0 
1.00 0.238 5 
练习 9. 4 


0.0000 


0.020 0 
0.037 9 
0.062 9 
0.095 6 
0.136 0 
0.183 7 
0.238 4 


1. у(х) = —2e™ + Sxe*; y(0.2) = —1.491 8, 


y, = —1.680 0 


3. y, = —1.492 8, y, = —1.491 9 


5. у, = 1.464 0, у, = 1.464 0 
7. х, = 8.305 5, у, = 3.419 9; 


5 
I 


9. x, 


К 
g I 


= 8.305 5, y; = 3.419 9 
—3.912 3, y, = 4.285 7; 
—3.912 3, у, = 42857 


11. x, = 0.417 9, y, = —2.182 4; 


x, = 0.417 3, y, = 


练习 9. 5 


1. у, = —5.677 4, у, = —2.580 7, уу = 6.322 6 


一 2.182 1 


3. yı = —0.225 9, y, = —0.335 6, уу= —0.330 8, у,= —0.216 7 
5. у, = 3.375 1, у, = 3.630 6, уз = 3.644 8, y, = 3.235 5, 


у; = 21411 


7. у, = 3.884 2, у = 
ys = 1.068 1, ув = 
9. y, = 0.266 0, у, = 


у» = 1.847 4 


2.964 0, уз = 2.206 4, y, = 1.582 6, 
0.643 0, y; = 0.2913 
0.509 7, уз = 0.735 7, ya = 0.9471, 
ys = 1146 5, ys = 1.335 3, уу = 1.5149, ув = 1.685 5, 


1. y, = 0.349 2, y, = 0.720 2, y, = 1.136 3, y, = 1.623 3, 
ys = 2.211 8, в = 2.938 6, y; = 3.849 0 


13. (с) yo = 一 2.275 5, у = 
yı = —1.858 9, уз = 
第 9 章 复 习题 
1, h = 0.1 时 的 数值 方法 比较 
А 欧 拉 改进 的 
" 方法 欧 拉 方法 

10) 2.0000 20000 

110 21386 21549 

120 2.3097 23439 

130 2.5136 2.5672 

140 2.7504 2.8246 

1.50 3.0201 3.1157 


_„—_—————————є— 


—2.075 5, 
—1.612 6, у; = —1.327 5 


龙 格 - 
库 塔 法 


2.0000 
2.155 6 
2.345 4 
2.569 5 
2.827 8 
3.1197 
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h = 0.05 时 的 数值 方法 比较 


х ЮМ ”改进 的 。 龙 格 - 
方法 。 欧 拉 方法 _ 库 塔 法 
1.00 2.0000 2.0000 2.0000 
1.05 20693 2.0735 2.073 6 
110 2.1469 2.1554 2.155 6 
1.15 2.2329 2.2459 2.246 2 
1.20 2.3272 2.3450 2.345 4 
1.25 2.4299 3.4527 2.453 2 
1.30 2.5410 2.5689 2.569 5 
1.35 2.6604 2.6937 2.694 4 
1.40 2.7883 2.8269 2.827 8 
1.45 2.9245 2.968 6 2.969 6 
1.50 3.0690 3.1187 3.1197 

э. h = 0.1 时 的 数值 方法 比较 
w 龙 格 - 
方法 ” 欧 拉 方法 。 库 塔 法 
0.50 0.5000 0.5000 0.500 0 
0.60 0.6000 0.6048 0.604 9 
0.70 0.7095 0.7191 0.719 4 
0.80 0.8283 0.8427 0.843 1 
0.90 0.9559 0.9752 0.975 7 
1.00 1.0921 11163 1.1169 
h = 0.05 时 的 数值 方法 比较 

w 龙 格 - 
" 方法” 欧 拉 方法 。 库 塔 法 
0.50 0.5000 0.5000 0.5000 
055 05500 05512 0.551 2 
0.60 0.6024 0.6049 0.604 9 
0.65 0.6573 0.6610 0.661 0 
0.70 0.7144 0.7194 0.719 4 
0.75 0.7739 0.7802 0.780 1 
0.80 0.8356 0.8431 0.843 1 
085 0.8996 0.9083 0.908 3 
0.90 0.9657 0.9757 0.975 7 
0.95 1.0340 1.0453 1.045 2 
1.00 1.1044 1.1170 1.116 9 


5, h = 0.2: y(0.2) = 3.2; h = 


练习 10. 1 


0.1: y(0.2) = 3.23 
7. х(02) = 1.62, y(0.2) = 1.84 


ЙГ sin x; 临界 点 在 ( 土 nn, 0) 


2+ у(х? — 1); 临界 点 在 (0, 0) 


5. х= у 
у= e? х; 


пяе [29 (- 39 


7. (0,0) 与 (—1, —1) 

9. (0,0) 5 4.9) 

11. (0, 0), (10, 0), (0, 16), 与 (4,12) 
13. (0, у), у MESE 

15. (0, 0), (0, 1), (0, —1), (1, 0), (—1, 0) 
17. (а) х= сеу ~ се" (b) х= 一 287 


y = 2ce" + c;e y= 2e" 


19. (а) x = ci(4 cos 3t — З sin 30) + c2(4 sin 3t + 3 cos 3t) 


y = с\(5 cos 3t) + ca(S sin 3t) 
(b) x = 4 cos 3t — 3 sin 3t 
y = 5 cos 3t 
21, (а) x = ci(sin t — cos ђе“ + cx(—sin t — cos де“ 
y = 2с.(соѕ ђе“ + 2c,(sin ђе“ 
(b) х = (sin г — cos ђе“ 


у = 2(соѕ De* 
23. г = 1 Ө= 1+ сга 4—1, 6 = 6 
Фа + с, %/1 024: + 1 
解 随 着 (的 增加 以 螺旋 的 方式 接近 原点 . 
35. r = 0 = 1+ c; r = 1, 0 = t(skx = 


-Uu 


М се 
cos t РЧ у = sin г) 时 满足 Х(0)=(1,0) WRR r 


1 даг - | 
11807 是 满足 Х(0) = (2,0) 的 解 . 这 个 


解 随 着 :的 增加 以 螺旋 的 方式 接近 半径 r= 1 的 圆 ， 
27. 不 存在 临界 点 ， 因 此 也 没有 周期 解 . 
29. 存在 一 个 包含 临界 点 《0，0) 的 周期 解 . 


练习 10. 2 


L (а) 如 果 X(0)= Xo 在 直线 y=2x 上 ， 那 么 X(?) 
沿 着 这 条 直线 接近 (0，0) .对 所 有 其 
他 的 初始 条 件 ， Ходив 一 x/2 的 方 
向 接近 (0, 0) 点 

3. (a) преля, 随 着 ! 的 增 


5. (а) 所 有 的 解 从 直线 yx 的 方向 接近 (0 0) 
1. 88) ояхо -Xo 在 直线 ?= зх. MAXOM 
ЖЕНЕТ (0，0) 点 .对 所 有 的 其 
зуран, ХОВУН, уз АН) 


9. ок и. 鞍点 
13. 退化 稳定 点 
19. 为 鞍点 时 ，w < 一 1; 为 不 稳定 螺旋 点 时 ， 一 
<u<3. 
23. (a) (—3, 4) 
(b) 不 稳定 点 或 鞍点 
(с) (0, 0) 是 鞍点 
25. (а) (4, 2) 
Фф) 不 稳定 螺 
(e) (0, 0) 是 不 цн 


15, 稳定 螺旋 点 17. |Ы «1 
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RAD 
练习 10. 3 21. (а) T=1 ф)1Т-11/2 
1. r = re” (с) T=2r (д T = т 
3. -0 是 不 稳定 的 ， x=n+1 是 渐 近 稳定 的 . @)T=2 @ут=?р 
5. T = To 不 稳定 的 . 练习 11. 2 
T. x = a 是 不 稳定 的 ; x = 8 是 渐 近 稳定 的 . эн 
9, P = alb 是 渐 近 稳定 的 ; P = < 是 不 稳定 的 . _ 1 15 1-GC15.. 
п. 涉世 是 稳定 螺旋 点 LIQ n 
13. (v2, 2,0) 和 (-У2, 0) ERS ; @ -D 是 稳定 螺 з < [01-1 1 
点 3. 76) =4+ nipi cos nax L sinnar} 
15. (1, Tepen (1, „раша: (2,2) авн: a Te ft) 
0-2) БЭЛЭЙ s. уд = + ов 
17. (0,-ОЛ 5. ©. 的 是 不 可 分 类 的 ， (0, ]) 是 稳 дээ 
定 的 ， 但 是 不 能 进一步 对 它 分 类 . + аланы! 21) - 1) sinm| 
19. (0, 0) 是 不 稳定 点 (10, 0) 是 鞍点 (0, 16) 是 鞍点 ; п т 
(4,12) 是 稳定 点 . 


21. 9 = 0 是 鞍点 . 无 法 对 6 = л/3 或 0 = 一 7/3. 进 行 
分 类 . 


23. 无 法 对 x 一 0 进行 分 类 . 

25. 无 法 对 x 二 0 进行 分 类 ， 但 是 x = Ve 和 x = 
-1/Мє 都 是 鞍点 . 

29. (а) (0, 0) 是 稳定 螺旋 点 . 

33. (а) (1, 0), (—1, 0) 

35, TO 


其 中 总 = —a/8. 10, 0) 是 稳定 点 ， EYA ү} 
0) 都 是 鞍点 . 

39. (b) гээ OBB. 
(с) (7/6, 0) 是 中 心 点 


练习 10. 4 


L іо < (Е 


5. (а) 首先 证 明 у? = oten (HS ын) 


14-34 


9, (a) 新 的 临界 点 是 (djc — ee, alb + elb). 
(b) 是 


п. (0，0) 是 不 稳定 点 ，(0，100) 是 稳定 点 ， 
(50，0) 是 稳定 点 ，(20，40) ERA. 
17. (a) (0. 0) 是 唯一 的 临界 点 ， 
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L 对 3. 中 心 或 鞍点 5. 错 
7. 错 9. a= -i 

11. r= /N3r+ 1, 0 = t. 解 曲 线 以 螺旋 的 方式 接 
近 原 点 

13. (ауф O) 退化 稳定 点 

15. Ча 0 时 ，(0，0) 是 稳定 临界 点 . 

17. x=1 是 不 稳定 点 ; x= 一 1 是 渐 近 稳定 点 . 

19， 当 B82>12kms*? 时 ， 系 统 是 过 阻尼 的 ， 当 8? 
<12kms? 时 ， 系 统 是 欠 阻 尼 的 . 


练习 11.1 


1% ә. Ë п. 1 = - Ë 


Мает = 


ә (— 1)" . 
7. (х) = z + 2 У a — sin nx 
n=1 
_1 1. .1SCD+1 
9. CD = +59 +2 У Tn cos пх 


170) = - 1915 -1нал сох 


— үүлч 
+ CD” sin т.) 
пт 5 


: T 
19. Set x = л/2. 


练习 11. 3 


1 奇 函数 3. 既 不 是 偶 函 数 也 不 是 奇 函 数 
7. 奇 函数 9. BR Bm u e ы 


п. f(x) = 23! с sin nx 
13. 10) = 了 + 25 (EDE osne 


5. 偶 函数 


15. fo = 了 + 三 560 


"соз nnx 


17. f(x) = ит +4 š су" cos пх 


19. f(x) = zy -C1y(+ т) нх 


n=1 n 


23. о) = 2+2 гуа 1) cos пх 


. пт 
SIn— 


COS nax 


з} ҖАЕ + 69 # 55 Ж 
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51 
8 
10) = У эн 1 sin 2nx 
пт 
»26с08---(41У/-1 
2 2 
29. -7.2У---424----- 
fü) 472 Pr cos nx 
. nT 
4 =, sin 
f0) = У, i sin nx 
3 44 cos 本 -1 пт 
31. f(x) =1*+ 2 n? cos x 
f(x) = 525 п” -2-17 sin 7 у 
lnm 2 пт 2 
5 243(-1/-1 
. 二 一 十 一 
33. ў) = е 元 之 z cos nTx 
_ е [суз CY), 
Јо) 4 之 = tpp | 
Ал? 211 T 
35. р(х) -2-4 二 19 
5. /00 = + 43 [оњ тзт) 
23151 
37 10)-2 7 У, чанах 
ло 1-60) 
39. x(t) = = У, 5002 уйл 


т? Š 1 
„ х@) «7:416 У 248) 
41. x(t) 18 16 ат = ийн 
зоа 
43. x() = = > 10:22 ! sin nt Зэн 


пт 
L 


2wolL < (—1)"*\_. 
45. (9) у,(х) = ЕР $ C} sin x 


Wo ү 20% < sin(n7/2) cos nx 


47. ук) 25" En k) 


练习 11. 4 


L. y=cos VA, х; cot VA = VA; 0.740 2, 11.734 9, 41.438 8, 
90.808 2; cos 0.860 3x, cos 3.425 6x, cos 6.437 Зх, 
соѕ 9.529 Зх 

5. (1 + sin? VA,) 


nn _ ， (zs _ 
7. (а) À = (у= ms nx ,п=1,2,3,... 


(b) £ [ху'] + А, = 0 


51. (тт . {пт 2 
(о) атта) заах) а 0, тз л 


d sy зул Í” e": = 
9. =Ë y'] + пету = 0; Ї e*L,(x)L,(x) dx = 0, 
m n 
11. (a) À = 16, у = sin(4n tan x), п = 1, 2, 3,... 


ı 1 А - : - 
(b) Í Үй sin(4m їаа1х) sin(4n tan ly) dx = 0, 


тзп 


练习 11.5 
1. 1.277, 2.339, 3.391, 4.441 


з. fO = Z с-ту 


5. РО) = 4У A J GAD 


= А+ DAE AA 


ah 
7. /0)-20 a Aa A 
9.10)-3-43 ЖЫ; AQ) 


B. f(x) = 4Po(x) + 3Р (х) + BP,(z) — ÈP) + : ° 
19. f(x) = 3Р (х) + EP - BP G) +, 
ТО) = |х| on (—1, 1) 


第 11 章 复习 题 
下 对 3. cosine 5. 错 7. 5.5, 1,0 
1 - 1 1 
‚———=.-1&х= = 
9 Fi ASIS, [т=з Т,()Т,(х) dx = 0, 
тп 


n=1 


13. f(x) = ; + ЗЭЭ [(— 2)" – Ц совилх 
+ 2 (= 1)" sin 23 


ә у (үү 
18. го) = 1 — et 2 5 (CL сов nux, 
n=l 


1+ п2п? 
_ 420111-1-1у671, 
ТОО = > I nn? sin nnx 
_ (2п – 1021? _ 
17. À — n 1,2,3,..., 
(= -1 ) 
y = cos minx 
2 
142, ЛОА) 
19. fx) = JO (À x 
Ро) 422 аА) «(Ал) 
练习 12.1 
1. 可 能 的 情形 都 概括 在 u = сече, Я а 
和 是 常数 . 
3, и = сү”! 6795, и = cxy) 
7. 不 可 分 离 ， 
9. u = e-'(Aie™ cosh Ах + B et? ‘sinh Àx) 
u= е(Азе cos Ах + B,e Mt sin Ах) 
и = (cx + cs)Coe ! 
11. u = (cı cosh Ах + c; sinh Àx) 
х (cs cosh Aat + c, sinh Аад) 
и = (cs cos Àx + cs sin Àx)(c; cos Aat + cs sin Хад 
и = (сох + cio)(cut + Со) 


13. и = (cı cosh Ах + cz sinh Ах)(су cos Ау + с, sin Ау) 
и = (с; cos Ах + сь sin Ах) (сз cosh Ау + cs sinh Ху) 
и = (сох + cio)(cuy + Со) 
15.24 X > 0 时 有 三 种 可 能 的 情形 : 
u = (cicosh Àx + с, sinh Ax) 
x (су cosh V1 — А?у + c sinh Vi — ХУ), 
А?< 1 
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и = (ci cosh Ах + c sinh Ах) 
X (су cos VA? — 1y + c, sin V А? — 1y), 
№>1 
и = (с, cosh х + с, sinh x)(c;y + сү), 
№=1 
对 于 -А < 0 时 的 情况 类 似 .对 А = 0, 
我 们 有 
и = (сүх + caj(cs cosh y + c, sinh y). 


17. 椭圆 型 ”了 9. 抛物 型 21. 双 曲 型 
23. 抛物 型 25. 双 曲 型 


练习 12. 2 


du _ ðu 
1, k= 0<x< L, t> 
a aO TSO 


ы =0,t> 0 
=L 

и(х,0) = f(ix),0 < x< L 
du 


3 有 = 全 ,0<x<Lt>0 
Әх? 
и(0, t) = 100,55 a” ~hu(L,t), t> 0 
u(x, 0) = Ах), 0< x < L 
du 
5. 25 ,0<x<L, t>0 
и(0,1) = 0, u(L, £) = 0,í > 0 
гуу = 
u(x,0) = x(L HN 0,0<x<L 
ðu _ gu 
. = —= < x< > 
т. 25 28 эр’ x<L,t>0 
КҮ t) = 0,u(L, = sin nt, t > 0 
ш(,.0)-/00,28| „=0%0<х<Ь 
аш | Ou 
. — = <х< <у<2 
9. 一 э? t 0,0<х<4,0<у 
84| 50 u(y) =/0),0<у<2 
JX |х=0 
ди 2 = 
ay lyo 04092) 0,0 х «4 
练习 12. 3 
2 тов + 1 пт 
1. u(x,t) = т > п еткен? sin T 


3, u(x,0) = 1 [rey а 
+ IÈ (fis (x) cos T ә) еке? соў Tx 
5, u(x,t) = eh if MOL 


24 пп -kL сод Т 
«25 (лон та) ‹ cos x 


n=1 


附录 D 
练习 12. 4 
1)”. ‚пт 
1, TF y 1- CD пт 
u(x,t m i = з s” ZTA rsin 13 
_6V3 та . T 
3, u(x,t) = т хэн 
Sra 5т 
ичсэн tsin x 


1 Tra 7т ) 
+ > cos —— tsin х +: 


т 1, L 
5. u(x,t) = sin atsin х 
< sin nra пт 
7. u(x, Ù =, T cos- rsin x 
9. u(x,t) = A [eo qrt + Ё аа а} sin nx, 


Жир А, = © | ya) sin nx dx and q, = Vn = 8° 


И, u(x,t) = > (4 cos + B, sin = 12 a) 
х sin Ух, 
其 中 A, = 2 | fa) зах ах 
„= 25 үгс) зіп Tx dx 


15. u(x, t) = sin x cos 2at + t 


17. u(x,t) = 元 sin 2x sin 2at 


пт 
x sinh = y sin x 


24 1 в .nn 
3. и(х,у) = 23, ——— firo sin x dx 
"=I | sinh —b 
a 
x sinh — (b — у) six 
1 
5. u(x,y) = 5х+ = PEET гүй 017 sinh пях cos плу 


7. төв Үнэт 


n cosh пх + sinh пх 


n sin n. 
п cosh пт + sinh ит y 


9. u(x,y) = > (A, соѕћ пту + В, sinh плу) sin птх, 


其 中 А, = юп 
B, = 20012 -С 181 2- cosh пт] 
sinh ит 


+ 8 + 65 # 32 2 3 


565 
1L u(x,y) = -n - 
u(x, y) 250; Лз) чалу dr)e Y sin nx 了 uc 六 = 和 六 1 - 
13. u(x, y) = НИ cos” y + B, sinh "E у) ат, @n - pea [21 一 1), 
a=] 
其 中 A,=2 j: Jesin" xdx x (2—1) «(2521)» 
. 9, (b) 1.8751, 4.694 
В,=—! (| (sis а Ао) ®) ! 
ян ин а 4 
练习 12.8 
15. u = u + u, 其 中 o œ 5 
= -щт?+я?у q; 4 
u(x, y) = С sinh ny sin nx L иф у) дле sin тх sin пу, 
ибх, у) -251 一 CH 其 中 Аһ = ini HB ~ (-D"] — (—1)"] 
Sinh nz + sinh n(s — х) з, u(x, y, ) = ЎЎ, А. sin mx sin лу cos a Vm + п, 
sinh r sin пу тэ р 
6 
其 中 Am = — (D 一 106-0)" – 1] 
练习 12. 6 "т тт 
a 5. u(x, y, z) = Š Ya, sinh omz sin (Z х sin F y, 
2 200 CU ЕТА malne b 
L щй) = 100+ È e "sin лях 其 中 wm = /PT 
4 b (4 
3. u(x,t) = Шэнэ [аз пт +Z] Am = Dm y 000) 
x [(—1)" ~ 1]e Y: sin лях хав” z sin y dx dy 
5. u(x, ù) = ф(х) + > Ам" sin nux, 
x eta (e 第 12 章 复习 题 
其 中 d= fale + (е2 ~ 1)х + 1] 
В = обыз) = 04-49, 
B А-2 |170) – птах dx Lusot? 3, О) атур 
Зпт 
_ sinh МИЁх созу — сов 07 
7. wd = (1— зау) 5. u(x,t) = 2h $ —t p^ sinnnatsin nax 


9. и) = 2 е - x) 


7. u(x,y) = 100 $ 1- (1) inh nxsin ny 
T n sinh пт 
2А 5 СС” соз nnar sin nax т 
+ 9. u(x,y) - 05 LCD! gesin ny 
її. u(x, y) = (ua — ш)у + ш n. wa 
- D) = e 
+25 u (— 1)" шесе sin плу иб.) =е sin x 
Яая n 13. u, ù = et У АМ? + 1cos М + 1t 
п=1 
练习 12. 7 + sin Ул? + 1t] sin nx 
sin À, ea БЭ 
L u(x,t) = 25, тое T + sinha] cos Àn X, 练习 13. 1 
u. = 人 1)" 

其 中 An 是 cot А = Mh 的 连续 正 根 . Lu(,0 = 9+ зу! rsinng 

3. u(x, у) = У, А, sinh А„у sin A,x, 3. u(r, в) = 21-43 Тусовнд 
n=l п=1 
2һ a : ә | 
其 中 А.= Dl oma ef) sin A , 5. u(r, 0) = Ao + > r" (A, cos mb + B, sin пб), 
À, Ë Ma = Nh 的 连续 正 根 . 其 中 A=. 10949 
_ 2,2 2 27 一 c" 

5. u(x, ù) = ZA kOn- IML gi i Í 21, 32 A, =S | FCO cosn6d8 


其 中 1-2 дон ЭГ Ти. B, =€ f? [(фзїппөдө 
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B D 


. ПП 
о Sn 一 2л 
1 ulr, 0) = $ +23 — 2 (2) cos 2no 
n=l 


9. u(r, 0) = Ас (z) + » [Q] 7 GJ] 


x [A, cos n0 + В, sin м6], 


其 中 л (5) Z (0) do 
7-0) ноне 
10-61» 


п. u(r, 0) = їс тт (y sin ng 


“Q m ç a”-b” 
m 
(9 cos пө 


2 & sin А,ағ (А, 
u0 D= 2 AS G,O 


u(r, z) = uo > sinh А„(4 ~ 2) (Аг) 


+ СА sinh 4А„/,(2А„) 


L| ro sinnbd6 


13. u(r, в) = 9 + 28 


练习 13. 2 


=-= 


> 


5. u(r, ) = SA (A Deh, 
其 中 А, = ama |. кА(А„г)/ lr) dr 


м 


. u(r, t) = š Jo(Anr)e-tat， 
2A2 1 
其 中 A тлу Јо DO dr 
9. u(r, т) = 100 + 50 5, ЛО), гэр 


п=1 А,Л(2А,) 
1L b) u(x, D) = > А, cos(As VEÐJA VE), 
2 2 
其 中 A= FA ——— 916(23,0) (р?) do 
855113. 3 


1. u(r, 0) = 50 Ё Palcos 6) + 3 (©) Р,(сов 8) 


-1(: 3) Рз(соѕ 0) + 35 u(r НЫ 


3. u(r, 0) = Tcos0 


© ч - ra 
5. u(r,0) = У An pr Palcos 0), 其 中 
n=0 


ч - ал" 


2п +1 fr > 
руд п = 2-1 f(0)P, (cos 0) sin 0 d0 


7. u(r, Ө) = > A,r>P;,(cos Ө), 
n=0 


其 中 A, = CEEP  эсөрр,сов 0) sin ө 40 


9. u(r, t) = 100 + 205 Cu e" sin nar 


T aai 9 


_ nra . nTa \. пт 
1L u(r, 0 = Ў, (лооти P t+ B,sin P ла) ш 25 
其 中 4.=2 fsin аг 


2 
В, = =; (©) sinar dr 
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L u(r, 9) -SiC ндө 

3. uro а ап 

5. и(г,@) = а еа ы, 


n=l 


T. ша) = ы, ег 


cosh Anz (Аһ) 
9. u(r,z) = оў 38 cosh 4А, nOA 


11 u(r, 0) = 100 Ë rPi(cos Ө) 一 8 7 pp,(cos 0) 


11 
+ 16” Ps(cos 0) + | 


练习 14. 1 


L (а) 令 积分 еМ) Ф т = u? 
7. y(t) = e" erfc(VTt) 


和 利用 性 质 ,- = +], 


练习 14. 2 


ат! . Tx 
1, u(x, t) = À cos — Т sin y 


и) = /(@-®)а(-®) 
u(x, t) = | (:-2) + A sin “(‹-®)] 
salii) 2 


uœ) =a RÈ C 9 «283131 


ө 


p 


= 


a 


х GE кз») 


9, u(x, t) = (t — x) sinh(z — х) — x) 
+ xe™ cosh t — e *t sinh t 


11. (a) u(x, t) = uy er [—2=) 


_ (于 


805 HAJER 
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13. u(x, t) = tà + (а — ta) ert(-=) 


15. u(x, t) = uo | - (5) 
чома) 


= fü т) er 
17. u(x, D 2 =Í. эл e" дт 


19, u(x, t) = 60 + 40 erte(- 5) ul- 2) 


21. u(x, t) = 100 | ёст өв vi + Кан) 


2м 
=ч) 


23. и(х,1) = uo + ще“! 213) 


жабы = w= в СО Ч 522) 


2п+1+х 
+ ек 28122) | 
укм 


27. u(x, 1) = ше C s: Re) 


ek) 


29. (a) с(х, г) = 


练习 14. 3 
21 = Sin w cos ax + 3(1 — cos a) шах 
1. fx) = f = да 


3. f(x) = 1 ЇГ LAGO) cos ах + В(о) sin ax] do, 


А + _ 
EH Ala) = Зо sin За + posda 1 
sin За ~ За cos За 
sw- чин 
= COS ox + а Sin ах 
5. fo) = 让 тже жар d 


7. у=], a- соза) пах da 


9. х) = 2 f. (aasin re + све — вал д. 


11. f(x) = tf asin ax da 


Tal 
13. ду) = 2Ë 26 |. оза d 
по asnan a 
15. д) = |° G es da 
дә = 1 оза ga 
17. f) = Hee х>0 
19. 令 (7) 中 的 x*=2. 利用 三 角 恒 等 式 ， 并 用 x 
代替 a， 在 (b) 中 使 用 变量 替换 2x=kt. 


练习 14.4 
eka А 
1. u(x,t) -1 É irge da 
- ms sa 
3. u(x, t) = ууссэн 
l—cose i es 
7. и(х, 9-2| — e=“! sin ax da 


_ 2 [= 5іпоа үд 
9. и(х, t) = = “ү E кай cos ах da 
1 fe 
11. (a) u(x, t) = 52 f. (ке cos аа! 


+ G(a j žre), -ior da: 
u(x, y) = 2 zf sinh e(r — х) 


(1 + а2) sinh ат cos ay da 
15. u(x, y) = 190 N = eY cos ах аа 
17. u(x, y) = 2f F(a ута) sin ах da 


19. u(x, у) = 2 IT 


a eih 
21. u(x, y) = шэн | е" cosh ay её da 
2 cosh æ 


[e %* sin ay + 7% sin wx] de 


ЭРЭЛ 
2341 | cosh ay s ax da 


cosh о 
第 14 章 复习 题 
2 sinh æy 
1. u(x, y) = 2 |, a(l + aê) cosh ат cos ах da 


3. u(x, t) = ие" 


e(z) 


5. u(x, ) = 1, епе{-®- z) dr 
7. u(x, t) = 25 е F. sin a(r — 


X) + sin ax 1 
) e*t da 
a 


9. u(x, у) = m- (= esse) 


x [e = sin ay «2677 sin ах] da 


2 fo B cosh о Ay ， 
П. u(x,y) = 二 | (тушу 4) sin ax da 
13. u(x, y) = > =F. созот азах, е da 
练习 15. 1 
1. ua = H, un = 


3. янаг un = ua = 3У3/16 


5. иҗ = ир = 12.50, иу = шз = 18. 75, и» = из = 37.50, 


шү = 6.25, и» = 25.00, из = 56.25 
7. (b) им = иң = 0.5427, им = ив = 0.6707, 
им = ua = 0.6402, us = 0.4451, иц = 0.9451 
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练习 15. 2 
L 了 时间 x = 0.25 x = 0.50 x = 0.75 x = 1.00 x = 125 x = 1.50 х = 1Л5 
0.000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 0.000 0 0.000 0 0.000 0 
0.025 0.600 0 1.000 0 1.000 0 0.600 0 0.400 0 0.000 0 0.000 0 
0.050 0.520 0 0.840 0 0.840 0 0.680 0 0.320 0 0.160 0 0.000 0 
0.075 0.440 0 07120 0.776 0 0.600 0 0.400 0 0,160 0 0.064 0 
0.100 0.372 8 0.628 8 0.680 0 0.590 4 0.384 0 0.217 6 0.076 8 
0.125 0.326 1 0.546 9 0.623 7 0.543 7 0.400 0 0.227 8 0.102 4 
0.150 0.284 0 0.489 3 0.561 0 0.518 2 0.388 6 0.246 5 0.1116 
0.175 0.252 5 0.435 8 0.515 2 0.483 5 0.383 6 0.249 4 0.120 9 
0.200 0.224 8 0.394 2 0.470 8 0.456 2 0.369 9 0.2517 0.123 9 
0.225 0.202 7 0.357 1 0.434 3 0.427 5 0.357 1 0.247 9 0.125 5 
0.250 0.183 4 0.326 2 0.400 7 0.402 1 0.341 6 0.242 6 0.124 2 
0.275 0.167 2 0.298 9 0.371 5 0.377 3 0.326 2 0.234 8 0.121 9 
0.300 0.153 0 0.275 2 0.344 8 0.354 5 0.3101 0.2262 0.1183 
0.325 0.140 7 02541 0.320 9 0.332 9 0.294 3 0.216 6 0.114 1 
0.350 0.129 8 0.235 4 0.299 0 0.312 6 0.278 7 0.206 7 0.109 5 
0.375 0.120 1 0.218 6 0.279 0 0.293 6 0.263 5 0.196 6 0.104 6 
0.400 0.111 5 0.203 4 0.260 7 0.275 7 0.248 8 0.186 5 0.099 6 
0.425 0.103 6 0.189 5 0.243 8 0.258 9 0.234 7 0.176 6 0.094 5 
0.450 0.096 5 0.176 9 0.228 1 0.243 2 02211 0.167 0 0.089 6 
0.475 00901 0.165 2 02136 0.228 3 0.208 3 0.157 7 0.084 7 
0.500 0.084 1 0.154 5 0.200 2 0214 4 0.196 1 0.148 7 0.080 0 
0.525 0.078 6 0.144 6 0.187 6 0.201 4 0.184 5 0.1402 0.075 5 
0.550 0.073 6 0.135 4 0.1759 0.189 1 0.173 5 0,132 0 0.071 2 
0.575 0.068 9 0.126 9 0.165 0 0.177 6 0.163 2 0.124 3 0.067 0 
0.600 0.064 5 0.1189 0.154 8 0.166 8 0.153 4 0.116 9 0.063 1 
0.625 0.060 5 0.111 5 0.145 2 0.156 6 0.144 2 0.1100 0.059 4 
0.650 0.056 7 0.104 6 0.136 3 0.147 1 0.135 5 0.103 4 0.055 9 
0.675 0.053 2 0.098 1 0.127 9 0.138 1 0.127 3 0.097 2 0.052 5 
0.700 0.049 9 0.092 1 0.120 1 0.129 7 0.119 6 0.091 4 0.049 4 
0.725 0.046 8 0.086 4 0.1127 0.121 8 0.112 4 0.085 9 0.046 4 
0.750 0.043 9 0.081 1 0.105 8 0.114 4 0.105 6 0.080 7 0:043 6 
0.775 0.041 2 0.076 1 0.099 4 0.107 4 0.099 2 0.075 8 0.0410 
0.800 0.038 7 0.071 5 0.093 3 0.100 9 0.093 1 0.071 2 0.038 5 
0.825 0.036 3 0.067 1 0.087 6 0.094 8 0.087 5 0.066 9 0.0362 
0.850 0.034 1 0.063 0 0.082 3 0.089 0 0.082 2 0.062 8 0.034 0 
0.875 0.032 0 0.059 1 0.077 2 0.083 6 0.0772 0.0590 0.031 9 
0.900 0.030 1 0.055 5 0.072 5 0.078 5 0.072 5 0.055 4 0.030 0 
0.925 0.028 2 0.052 1 0.068 1 0.0737 0.068 1 0.052 1 0.028 2 
0.950 0.026 5 0.049 0 0.064 0 0.069 2 0.063 9 0.048 9 0.026 5 
0.975 0.024 9 0.046 0 0.060 1 0.065 0 0.060 0 0.045 9 0.024 9 


可 数 题 号 的 练习 答案 
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3. 时 间 x = 0.25 x = 0.50 х = 0.75 x = 1.00 x = L25 = L50 x = 175 
0.000 1.0000 1.000 0 1.000 0 1.000 0 0.000 0 0.000 0 0.000 0 
0.025 0.7074 0.952 0 0.956 6 0.744 4 0.254 5 0.037 1 0.005 3 
0.050 0.560 6 0.849 9 0.868 5 0.663 3 0.330 3 0.103 4 0.022 3 
0.075 0.468 4 0.747 3 0.783 6 0.619 1 0.361 4 0.152 9 0.046 2 
0.100 0.401 5 0.657 7 0.708 4 0.583 7 0.375 3 0.187 1 0.068 4 
0.125 0.349 2 0.582 1 0.642 8 0.551 0 0.379 7 0.210 1 0.086 1 
0.150 0.3069 0.5187 0.585 7 0.519 9 0.377 8 0.224 7 0.099 0 
0.175 0.2721 0.465 2 0.535 9 0.490 1 0.371 6 0.232 9 0.107 8 
0.200 0.2430 0.419 8 0.492 1 0.461 7 0.362 2 0.236 2 0.113 2 
0.225 0.2186 0.380 9 0.453 3 0.434 8 0.350 7 0.235 8 0.1160 
0.250 0.1977 0.347 3 0.418 9 0.409 3 0.337 8 0.232 7 0.116 6 
0.275 0.1798 0.318 1 0.388 1 0.385 3 0.324 0 0.227 5 0.1157 
0.300 0.1643 0.292 4 0.360 4 0.362 6 0.309 7 0.220 8 0.1136 
0.325 0.1507 0.269 7 0.335 3 0.341 2 0.295 3 0.213 1 0.1107 
0.350 0.1387 0.249 5 0.312 5 0.321 1 0.280 8 0.204 7 0.107 1 
0.375 0.1281 0.231 3 0.291 6 0.302 1 0.266 6 0.196 0 0.103 2 
0.400 0.1187 0.215 0 0.272 5 0.284 3 0.252 8 0.187 1 0.098 9 
0.425 0.1102 0.200 2 0.254 9 0.267 5 0.239 3 0.178 1 0.094 6 
0.450 0.102 5 0.186 7 0.238 7 0.2517 0.226 3 0.169 2 0.090 2 
0.475 0.095 5 0.174 3 0.223 6 0.236 8 0.213 9 0.160 6 0.085 8 
0.500 0.089 1 0.163 0 0.209 7 0.222 8 0.202 0 0.152 1 0.081 4 
0.525 0.083 3 0.152 5 0.196 7 0.209 6 0.190 6 0.143 9 0.077 2 
0.550 0.077 9 0.142 9 0.184 6 0.197 3 0.179 8 0.136 1 0.073 1 
0.575 0.0729 0.133 9 0.173 4 0.185 6 0.169 6 0.128 5 0.069 1 
0.600 0.068 3 0.125 6 0.162 8 0.174 6 0.159 8 0.121 4 0.065 3 
0.625 0.064 1 0.1179. 0.153 0 0.164 3 0.150 6 0.114 5 0.061 7 
0.650 0.060 1 0.110 6 0.143 8 0.154 6 0.141 9 0.108 0 0.058 2 
0.675 0.056 4 0.103 9 0.135 1 0.145 5 0.133 6 0.101 8 0.054 9 
0.700 0.053 0 0.097 6 0.127 0 0.136 9 0.125 9 0.095 9 0.051 8 
0.725 0.0497 0.091 7 0.1194 0.128 8 0.118 5 0.090 4 0.048 8 
0.750 0.0467 0.086 2 0.112 3 0.121 2 0.111 6 0.085 2 0.046 0 
0.775 0.043 9 0.0810 0.105 6 01140 0.105 0 0.080 2 0.043 3 
0.800 0.0413 0.076 2 0.099 3 0.107 3 0.098 9 0.075 5 0.040 8 
0.825 0.0388 0.071 6 0.093 4 0.100 9 0.093 1 0.071 1 0.038 4 
0.850 0.036 5 0.067 4 0.087 9 0.095 0 0.087 6 0.066 9 0.036 2 
0.875 0.0343 0.063 3 0.082 7 0.089 4 0.082 4 0.063 0 0.034 1 
0.900 0.032 3 0.059 6 0.077 8 0.084 1 0.077 6 0.059 3 0.032 1 
0.925 0.0303 0.056 0 0.073 2 0.079 1 0.073 0 0.055 8 0.030 2 
0.950 0.028 5 0.052 7 0.068 8 0.074 4 0.068 7 0.052 6 0.028 4 
0.975 0.026 8 ， 0.096 0.064 7 0.070 0 0.064 7 0.049 5 0.026 8 
1.000 0.0253 0.046 6 0.060 9 0.065 9 0.060 8 0.046 5 0.025 2 


ЇЕ, 绝对 误差 近似 为 22 х 102,32 x 102, 13 x 102. 


570 


附录 D 
5. RJE x = 0.25 x = 0.50 x = 0.75 х= 1,00 х= 125 х= 1.50 х= 175 
0.00 1.000 0 1.000 0 1.000 0 1.000 0 0.000 0 0.000 0 0.000 0 
0.05 0.526 5 0.869 3 0.885 2 0.6141 0.378 3 0.088 4 0.019 7 
0.10 0.397 2 0.6551 0.704 3 0.588 3 0.372 3 0.195 5 0.065 3 
0.15 0.304 2 0.515 0 0.584 4 0.519 2 0.3812 02261 0.01 0 
0.20 0.240 9 0.4171 0.490 1 0.462 0 0.363 6 0.238 5 0.114 5 
0.25 0.196 2 0.345 2 0.417 4 0.409 2 0.339 1 0.234 3 0.117 8 
0.30 0.163 1 0.290 8 0.359 2 0.362 4 0.310 5 0.222 0 0.114 5 
0.35 0.137 9 0.248 2 0.311 5 0.320 8 0.281 3 0.205 6 0.107 7 
0.40 0.1181 0.214 1 0.2718 0.2840 0.2530 0.187 6 0.099 3 
0.45 0.1020 0.1860 0.238 1 0.2514 0.226 5 0.169 6 0.090 4 
0.50 0.088 8 0.162 5 0.209 2 0.222 6 0.202 0 0.1523 0.081 6 
0.55 0.077 6 0.142 5 0.184 2 0.197 0 0.179 8 0.136 1 0.073 2 
0.60 0.068 1 0.125 3 0.162 5 0.174 4 0.159 7 0.1214 0.065 4 
0.65 0.059 9 0.1104 0.143 5 0.154 4 0.1418 0.107 9 0.058 2 
0.70 0.052 8 0.097 4 0.126 8 0.136 6 0.125 7 0.095 9 0.051 8 
0.75 0.046 6 0.086 0 0.1121 01210 0.1114 0.085 1 0.046 0 
0.80 0.041 2 0.076 0 0.099 1 0.107 1 0.098 7 0.075 4 0.040 8 
0.85 0.036 4 0.067 2 0.087 7 0.094 8 0.087 4 0.066 8 0.036 1 
0.90 0.032 2 0.059 4 0.077 6 0.083 9 0.077 4 0.059 2 0.032 0 
0.95 0.028 5 0.052 6 0.068 7 0.074 3 0.068 6 0.052 4 0.028 4 
1.00 0.025 2 0.046 5 0.060 8 0.065 7 0.060 7 0.046 4 0.025 1 
ЇЕ, 绝对 误差 近似 为 1.8 x 1072,37 x 107,13 х 102. 
OO -一 一 一 
7. (a) 时 间 х=200 х-40) х= 6.00 х= 800 х=100 х= 12.0 х= 14.00 х= 16.00 х= 18.00 
0.00 30.0000 30.000 0 30.000 0 30.000 0 30.000 0 30.000 0 30.000 0 30.000 0 30.000 0 
1.00 28.7733 29.974 9 29.999 5 30.000 0 30.000 0 30.000 0 29.999 5 29.974 9 28.773 3 
2.00 27.6450 29.903 7 29.997 0 29.999 9 30.000 0 29.999 9 29.997 0 29.903 7 27.645 0 
3.00 26.605 1 29.793 8 29.991 1 29.999 7 30.000 0 29.999 7 29.991 1 29.793 8 26.605 1 
4.00 25.645 2 29.651 7 29.980 5 29.999 1 29.999 9 29.999 1 29.980 5 29.651 7 25.645 2 
5.00 24757 3 29.482 9 29.964 3 29.998 1 29.999 8 29.998 1 29.964 3 29.482 9 24.757 3 
6.00 23.9347 29.292 2 29.942 1 29.996 3 29.999 6 29.996 3 29.942 1 29.292 2 23.934 7 
100 23.1711 29.083 6 29.913 4 29.993 6 29.999 2 29.993 6 29.913 4 29.083 6 23171 1 
800 22.4612 28.860 6 29.878 2 29.989 8 29.998 6 29.989 8 29.878 2 28.860 6 22.461 2 
9.00 21.7999 28.626 3 29.836 2 29.984 8 29.997 7 29.984 8 29.836 2 28.626 3 21.799 9 
10.00 21.182 9 28.383 1 29.787 8 29.978 2 29.996 4 29.978 2 29.787 8 28.383 1 21.182 9 
(b) 时 间 x=500 х-1000 х= 15.00 х= 20.00 x= 25.00 х= 30.00 х = 35.00 х= 40.00 х = 45.00 
0.00 30.0000 30.000 0 30.000 0 30.000 0 30.000 0 30.000 0 30.000 0 30.000 0 30.000 0 
1.00 29.796 8 29.999 3 30.000 0 30.000 0 30.000 0 30.000 0 30.000 0 29.999 3 29.796 8 
2.00 29.596 4 29.997 3 30.000 0 30.000 0 30.000 0 30.000 0 30.000 0 29.997 3 29.596 4 
3.00 29.3987 29.993 9 30.000 0 30.000 0 30.000 0 30.000 0 30.000 0 29.993 9 29.398 7 
4.00 29.203 6 29.989 3 29.999 9 30.000 0 30.000 0 30.000 0 29.999 9 29.989 3 29.203 6 
5.00 29.011 2 29.983 4 29.999 8 30.000 0 30.000 0 30.000 0 29.999 8 29.983 4 29.011 2 
6.00 28.821 2 29.976 2 29.999 7 30.000 0 30.000 0 30.000 0 29.999 7 29.976 2 28.821 3 
7.00 28.633 9 29.967 9 29.999 5 30.000 0 30.000 0 30.000 0 29.999 5 29.967 9 28.633 9 
8.00 28.4490 29.958 5 29.999 2 30.000 0 30.000 0 30.000 0 29.999 3 29.958 5 28.449 0 
9.00 28.2665 29.947 9 29.998 9 30.000 0 30.000 0 30.000 0 29.998 9 29.947 9 28.266 5 
10.00 280864 29.936 3 29.998 6 30.000 0 30.000 0 30.000 0 29.998 6 29.936 3 28.086 4 


+} 88 + 65 £ 2 3: 
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(с) 时 间 x= 20 х-400 x=60 xr=80 x=1000 х-1200 xr=140 х-1600 x= 180 
000 18.0000 32.0000 42.0000 480000 500000 48.0000 42.0000 32000 18.0000 
100 164489 301970 401561 461495 481486 461495 401561 301970 164489 
200 15.3312 28.5348 38.3465 443067 463001 443067 38.3465 28.5348 15.3312 
300 14.4216 27.0416 366031 424847 444619 424847 366031 27.0416 144216 
400 13.6371 25.6867 349416 40.6988 42.6453 40.6988 34.9416 25.6867 13.6371 
500 12.9378 24.4419 33.3628 389611 40.8634 38.9611 33.3628 24.4419 12.9378 
600 12.3012 23.2863 31.8624 372794 (391273 372794 31.8624 23.2863 123012 
700 117137 22.2051 304350 35.6578 37.4446 35.6578 304350 22.2051 117137 
800 111659 211877 29.0757 340984 35.8202 34.0984 29.0757 211877 111659 
900 106517 202261 277799 (326014 342567 326014 27.7799 202261 10.6517 
1000 101665 19.3143 26.5439 311662 32.7549 311662 26.5439 193143 101665 
(d) 时 间 х= 10.00 х= 2000 х= 30.00 х= 40.00 х= 5000 х = 60.00 х= 7000 x= 80.00 х = 90.00 
000 80000 16.0000 240000 32.0000 400000 32.0000 240000 160000 8000 
100 8.0000 160000 24.0000 31.9979 39.7425 31.9979 240000 160000 80000 
200 80000 16.0000 23.9999 31.9918 39.4932 31.9918 23.9999 160000 8.0000 
300 80000 16.0000 23.9997 31.9820 39.2517 31.9820 23.9997 160000 8.0000 
400 80000 16.0000 23.9993 31.9686 39.0175 31.9686 23.9993 160000 8.0000 
500 80000 16.0000 23.9987 31.9520 38.7905 31.9520 23.9987 160000 8.0000 
600 80000 15.9999 23.9978 31.9323 38.5701 31.9323 23.9978 15.9999 8.0000 
700 80000 15.9999 23.9966 31.9097 38.3561 31.9097 23.9966 15.9999 8.0000 
800 80000 15.9998 23.9950 31.8844 381483 31.8844 23.9950 15.9998 8.0000 
900 80000 15.9997 23.9931 31.8566 37.9463 31.8566 23.9931 15.9997 80000 
1000 80000 15.9996 23.9908 31.8265 37.7498 31.8265 23.9908 15.9996 8.0000 
9 (a) 时 间 х=200 х= 4008 x=6%0 х= 800 х= 10.00 х= 12.00 х= 14.00 х= 16.00 х = 18.00 
000 300000 300000 300000 30.0000 30.0000 300000 30.0000 300000 300000 
100 28.7733 29.9749 299995 300000 300000 30.0000 29.9998 29.9916 29.5911 
200 27.6450 29.9037 290970 299999 300000 30.0000 29.9990 29.9679 2922150 
300 266051 29.7938 299911 29.9997 300000 299999 29.9970 29.9313 28.8684 
400 256452 29.6517 29.9805 29.9991 300000 299997 29.9935 298839 28.5484 
500 247573 294829 29.9643 29.9981 299999 29.9994 29.9881 29.8276 28.2524 
600 239347 29.2922 29.9421 29.9963 29.9997 29.9988 29.9807 29.7641 279782 
700 231711 29.0836 299134 299936 29.9995 299979 29.9711 29.6945 27.7237 
800 224612 28.8606 298782 299899 29991 29.9966 299594 29.6202 27.4870 
900 217999 (286263 298362 29.9848 29.9985 299949 299454 29.5421 272666 
1000 211829 28.3831 297878 299783 299976 29.9927 299293 294610 27.0610 


572 附录 DD 
(b) 了 时间 x=500 ха 10.00 г= 1500 x=20 х=2500 х = 30.00 х= 35.00 х = 40.00 x= 4500 
0.00 30.0000 30.000 0 30.000 0 30.000 0 30.000 0 30.000 0 30.000 0 30.000 0 30.000 0 
1.00 29.796 8 29.999 3 30.000 0 30.000 0 30.000 0 30.000 0 30.000 0 29.999 8 29.932 3 
200 29.596 4 29.997 3 30.000 0 30.000 0 30.000 0 30.000 0 30.000 0 29.999 1 29.865 5 
3.00 29.3987 29.993 9 30.000 0 30.000 0 30.000 0 30.000 0 30.000 0 29.998 0 29.799 6 
400 29.2036 29.989 3 29.999 9 30.000 0 30.000 0 30.000 0 30.000 0 29.996 4 29.734 5 
500 290112 29.983 4 29.999 8 30.000 0 30.000 0 30.000 0 29.999 9 29.994 5 29.670 4 
600 288212 29.976 2. 29.999 7 30.0000 30.000 0 30.000 0 29.999 9 29.992 1 29.607 1 
7.00 28.6339 29.967 9 29.999 5 30.000 0 30.000 0 30.000 0 29.999 8 29.989 3 29.544 6 
8.00 28.4490 29.958 5 29.999 2 30.000 0 30.000 0 30.000 0 29.999 7 29.986 2 29.483 0 
900 28.266 5 29.947 9 29.998 9 30.000 0 30.000 0 30.000 0 29.999 6 29.982 7 29.422 2 
10.00 28.086 4 29.936 3 29.998 6 30.000 0 30.000 0 30.000 0 29.999 5 29.978 8 29.362 1 
© 时 间 х=200 x=40 х-680 х= 8.00 х= 10.00 х= 1200 х= 1400 х= 16.00 x= 18.00 
000 180000 32.0000 42.00 0 48.000 0 50.000 0 48000 0 4200 0 32.000 0 18.000 0 
1.00 16.4489 30.197 0 40.156 2 46.150 2 48.153 1 46.177 3 40.327 4 31.252 0 22.944 9 
200 15.331 2 28.535 0 38.347 7 44.313 0 46.332 7 44.467 1 39.087 2 31.575 5 24.693 0 
3.00 14.4219 27.042 9 36.609 0 42.511 3 44.575 9 42.936 2 38.197 6 31.747 8 25.413 1 
4.00 13.638 1 25.691 3 34.960 6 40.772 8 42.9127 41.571 6 37.434 0 31.708 6 25.698 6 
5.00 12.9409 24.454 5 33.409 1 39.118 2 41.351 9 40.324 0 36.703 3 31.513 6 25.766 3 
6.00 12.308 8 23.314 6 31.954 6 37.556 6 39.888 0 39.156 5 35.974 5 31.213 4 25.712 8 
7.00 11.729 4 22.258 9 30.593 9 36.088 4 38.510 9 38.047 0 35.240 7 30.843 4 25.587 1 
8.00 11.1946 21.278 5 29.3217 34.709 2 37.210 9 36.983 4 34.503 2 30.427 9 25.416 7 
900 10.6987 20.366 0 28.131 8 33.413 0 35.980 1 35.959 1 33.766 0 29.983 6 25.218 1 
10.00 10.2377 19.515 0 27.017 8 32.192 9 34.8117 34.971 0 33.033 8 29.522 4 25.001 9 
2 
(d) 时 间 х= 10.00 x= 2800 х= 300 х= 4090 г= 5000 х = 60.00 х= 70.00 х= 8000 х = 90.00 
000 8.0000 16.000 0 24.000 0 32.000 0 40.0000 32.000 0 24.000 0 16.000 0 8.000 0 
1.00 8.0000 16.000 0 24.000 0 31.997 9 39.742 5 31.997 9 24.000 0 16.002 6 8.3218 
2.00 8.0000 16.000 0 23.999 9 31.991 8 39.493 2 31.991 8 24.000 0 16.010 2 8.633 3 
3.00 8.0000 16.000 0 23.999 7 31.982 0 39.2517 31.982 0 24.000 1 16.022 5 8.935 0 
4.00 8.0000 16.000 0 23.999 3 31.968 6 39.017 5 31.968 7 24.000 2 16.039 1 9.227 2 
5.00 8.0000 16.000 0 23.998 7 31.952 0 38.790 5 31.952 0 24.000 З 16.059 9 9.510 3 
600 8.0000 15.999 9 23.997 8 31.932 3 38.570 1 31.932 4 24.000 5 16.084 5 9.784 6 
7.00 8.0000 15.999 9 23.996 6 31.909 7 38.356 1 31.909 8 24.000 8 16.112 6 10.050 6 
800 8.0000 15.999 8 73.995 0 31.884 4 38.148 3 31.884 6 24.001 2 16.144 1 10.308 4 
9.00 8.0000 15.999 7 23.993 1 31.856 6 37.946 3 31.856 9 24.001 7 16.178 6 10.558 5 
10.00 8.0000 15.999 6 23.990 8 31.826 5 37.749 9 31.826 9 24.002 3 16.216 0 10.801 2 


奇数 题 叶 的 练习 答案 


11. (а) y(x) = іх + 20 


(b) 时 间 


x = 4.00 


50.000 0 
32.743 3 


x = 12.00 х = 16.00 


50.000 0 
45.422 8 
38.314 8 
34.087 4 
31.270 4 
29.429 6 
28.235 6 
27.455 4 
26.948 2 
26.617 5 


50.000 0 
38.297 1 
35.816 0 
32.964 4 
31.258 0 
30.1207 
29.381 0 


573 
练习 15. 3 
1 (а) 时 间 х-025 х= 0.50 x=0.75 
0.00 01875 0200 01875 
0.10 0.1775 02400 01775 
0.20 0.149 1 0.210 0 0.149 1 
0.30 01066 01605 0.1066 
0.40 0056 00938 0.0556 
0.50 0019 00148 0.0019 
060 -00501 -00682 -00501 
0.70 -00970 -0.1455 -0.097 0 
080 —01361 -02072 -01361 
090  -01648 -02462 -01648 
1.00 —0.180 2 —0.259 1 一 0.180 2 
0) 时 间 х-04 x=08 х-12 х-16 
000 00032 05273 05273 0.0032 
0.10 0.019 4 0.5109 05109 00194 
020 00652 04638 04638 0.0652 
030 0.1318 0.3918 03918 01318 
0.40 0.206 5 0.303 5 0.303 5 0.206 5 
050 02743 02092 02092 02743 
060 0.3208 0.1190 0.1190 03208 
0.70 0.334 8 0.041 3 0.0413 0.334 8 
080 03094 00180 -00180 03094 
090 0.2443 0.0568 -00568 02443 
1.00 0.145 0 一 0.0768 —00768 0.1450 
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附录 DD 

(б) 时 间 х«-01 x=02 х-03 х=04 r=05 x=06 х-07 x=08 r=09 
0.00 0.0000 0.000 0 0.000 0 0.000 0 0.000 0 0.500 0 0.500 0 0.500 0 0.500 0 
0.04 0.000 0 0.000 0 0.000 0 0.000 0 0.080 0 0.420 0 0.500 0 0.500 0 0.420 0 
0.08 0.000 0 0.000 0 0.000 0 0.025 6 02432 0.256 8 0.474 4 0.474 4 0.231 2 
0.12 0.000 0 0.000 0 0.008 2 0.112 6 0.341 1 0.158 9 0.379 2 0.3710 00462 
0.16 0.000 0 0.002 6 0.047 2 0.239 4 0.307 6 0.189 8 02108 0.1663 —0.0496 
0.20 0.000 8 0.018 7 0.133 4 0.326 4 0.214 6 02651 0015 —00933 -00605 
0.24 0.007 1 0.065 7 0.244 7 0.315 9 0.173 5 02463 -0.1266 -03056 -00625 
028 0.029 9 0.1513 0.321 5 0.237 1 0.201 3 00849 -02127 -03829 -01223 
0.32 0.081 9 0.252 5 0:316 8 0.173 7 02033 -01345 -02580 -03223 -02264 
0.36 0.162 3 0.3197 0.245 8 0.165 7 00877 -02853 -02843 —02104 -02887 
0.40 02412 0.312 9 0.172 7 01583 -0.1223 -03164 -02874 -01473 -02336 
0.44 0.265 7 0.238 3 0.139 9 00658 -03046 -02761 -02549 -01565 -00761 
048 0.196 5 0.1410 01149 01216 -03593 02381 -01977 -01715 0.080 0 
0.52 0.046 6 0.053 1 0.0225 0.3093 -0.2992 -02260 0.1451 -01144 0.130 0 
0.56 01161 0.0466 -0.1662 -03876 -02188 -02114 —01085 0011 1 0.060 2 
060 0.2194 -02069 -03875 0.3411 -01901 -01662 -00666 01140 -0046 
064 -02485 -04290 -05362 -02611 -02021 -0.099 00012 0.1084 -00843 
068 -02559 -06276 -05625 -02503 -01993 -0.0298 00720 00068 0.0354 
072 03003 -0.6865 -05097 -03230 -01585 0.015 6 00893 -00874 00384 
0.76 0.3722 -0.5652 -0.4538 -04029 -01147 0.028 9 00265 -00849 0.059 6 
080 -03867 -03464 -04172 -04068 -01172 -0.0046 -0072 -0005 0:015 5 
0.84 -02647 -01633 -03546 -03214 -0.1763 -00954 -01249 00665 -00386 
088 0.0254 -00738 -0.2202 -02002 -02559 -02215 -01079 00385 -0068 
0.92 02064 -00157 -0.0325 -0.1032 -03067 -03223 -00804 -0.0636 -00127 
0.96 0.301 2 0.108 1 01380 -0.0487 -02974 -03407 -01250 -01548 00092 
1.00 0.237 8 0.303 2 02392 -00141 -02223 -02762 -0.2481 -01840 -00244 

3. (a) Ш | х=02 х=04 =06 х= 0.8 ©) Н x=02 х=04 r=06 х= 08 

000 0.5878 0.9511 0.9511 05878 000 0.5878 09511 0951 0.5878 

005 05808 0.9397 09397 0.5808 003 0.5860 0.9482 0.9482 0.5860 

010 0.5599 0.9059 0.9059 0.5599 005 0.5808 09397 09397 0.5808 

015 0.5256 0.85805 0.85805 0.5256 008 0.5721 09256 0.9256 0.5721 

020 04788 07748 07748 04788 010 0.5599 0960 0.9060 0.5599 

025 04206 0.6806 0.6806 0.4206 013 0.5445 08809 08809 0.5445 

030 0.3524 0.5701 0.5701 0.3524 015 0.5257 0.85807 0.85807 0.5257 

035 0.2757 04460 04460 0.2757 018 0.5039 08153 08153 0.5039 

040 01924 03113 03113 011924 020 04790 0.7750 0.7750 04790 

045 01046 01692 01692 0.1046 023 045313 07302 0.7302 0.4513 

050 0.0142 00230 00230 00142 025 04209 06810 06810 04209 

一 -一 一 人 人 028 0.3879 0.6277 06277 03879 

030 0.3527 0.5706 05706 03527 

033 0.3153 05102 05102 03153 

035 02761 04447 04467 02761 

038 02352 03806 0.3806 02352 

040 01929 03122 0.3122 04929 

043 01495 024149 0249 0.1495 

045 01052 01701 01701 01052 

048 0002 0074 0.0974 00602 

050 0.0149 0041 0041 00149 


# 3 #8 J 69 3£ 3 ЕЖ 
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5. 时 间 x= 10 = 20 x = 30 х= 40 х= 50 
0.000 00 0.100 0 0.200 0 0.300 0 0.200 0 0.100 0 
0.200 45 0.100 0 0.200 0 0.275 0 0.200 0 0.100 0 
0.400 89 0.100 0 0.193 8 0.2125 0.193 8 0.1000 
0.601 34 0.098 4 0.1688 0.1406 0.168 8 0.098 4 
0.801 78 0.089 8 0.119 1 0.082 8 0.119 1 0.089 8 
1.002 23 0.066 1 0.053 1 0.043 2 0.053 1 0.066 1 
1.202 68 0.022 6 一 0.012 1 0.008 5 -0.012 1 0.022 6 
1.403 12 -0.035 2 -0.063 5 -0.036 5 -0.063 5 — 0.035 2 
1.603 57 —0.091 3 —0.1011 —0.095 0 —0.101 1 —0.091 3 
1.804 01 —0.127 1 —0.134 7 —0.156 6 一 0.134 7 -0.127 1 
2.004 46 —0.132 9 —0.171 9 —0.207 2 —0.171 9 —0.132 9 
2.204 91 —0.115 3 一 0.208 1 一 0.240 2 一 0.208 1 -0.115 3 
2.405 35 —0.092 0 — 0.229 2 一 0.257 1 一 0.229 2 -0.092 0 
2.605 80 -0.080 1 —0.223 0 一 0.260 1 —0.223 0 -0.080 1 
2.806 24 -0.083 8 -0.190 3 —0.244 5 -0.190 3 -0.083 8 
3.006 69 -0.093 2 —0.144 5 -0.201 8 —0.144 5 一 0.093 2 
3.207 13 一 0.092 1 —0.100 3 —0.130 5 —0.100 3 -0.092 1 
3.407 58 -0.070 1 -0.061 5 —0.044 0 -0.061 5 -0.070 1 
3.608 03 -0.028 4 -0.020 5 0.033 6 -0.020 5 -0.028 4 
3.808 47 0.022 4 0.032 1 0.084 2 0.032 1 0.022 4 
4.008 92 0.070 0 0.095 3 0.1087 0.095 3 0.070 0 
4.209 36 0.106 4 0.155 5 0.126 5 0.155 5 0.106 4 
4.409 81 0.128 5 0.1962 0.158 8 0.196 2 0.128 5 
4.610 26 0,135 4 02106 0.2098 0210 6 0.135 4 
4.810 70 0.127 3 0.206 0 0.261 2 0.206 0 0.127 3 
5.011 15 0.107 0 0.195 5 0.285 1 0.195 5 0.107 0 
5.211 59 0.082 1 0.185 3 0.264 1 0.185 3 0.082 1 
5.412 04 0.062 5 0.168 9 0.203 8 0.168 9 0.062 5 
5.612 49 0.053 9 0.134 7 0.1260 0.134 7 0.053 9 
5.812 93 0.052 0 0.078 1 0.052 6 0.078 1 0.052 0 
6.013 38 0.043 6 0.008 6 一 0.008 0 0.008 6 0.043 6 
6.213 82 0.015 6 一 0.056 4 一 0.060 4 一 0.056 4 0.015 6 
6.414 27 一 0.034 3 —0.104 3 —0.110 7 -0.104 3 -0.034 3 
6.614 72 -0.093 1 -0.136 4 -0.157 8 一 0.136 4 一 0.093 1 
6.815 16 —0.139 5 —0.163 0 -01942 -0.163 0 -0.139 5 
7.015 61 —0.156 8 —0.191 5 —0.215 0 —0.191 5 —0.156 8 
7.216 05 —0.143 6 —0.217 3 —0.224 0 —0.217 3 —0.143 6 
7.416 50 —0.112 9 一 0.226 3 一 0.229 7 —0.226 3 —0.112 9 
7.616 95 一 0.082 4 一 0.207 8 一 0.233 6 一 0.207 8 —0.082 4 
7.817 39 -0.062 5 -0.164 4 一 0.224 7 -0.164 4 一 0.062 5 
8.017 84 —0.052 6 —0.110 6 —0.185 6 —0.110 6 —0.052 6 
8.218 28 —0.044 0 -0.061 1 —0.109 1 —0.061 1 — 0.044 0 
8.418 73 一 0.028 7 一 0.019 2 -0,008 5 一 0.019 2 一 0.028 7 
8.619 18 一 0.003 8 0.022 9 0.086 7 0.022 9 一 0.003 8 
8.819 62 0.028 7 0.074 3 0.150 0 0.074 3 0.028 7 
9.020 07 0.065 4 0.133 2 0.175 5 0.133 2 0.065 4 
9.220 51 0.102 7 0.1858 0.179 9 0.185 8 0.102 7 
9.420 96 0.135 2 0216 0 01872 0.216 0 0.1352 
9.621 40 0.154 0 0.218 9 0.208 9 0.218 9 0.154 0 
9.821 85 0.150 6 0.203 0 0.235 6 0.203 0 0.150 6 
10.022 30 0.122 6 0.182 2 0.246 1 0.182 2 0.122 6 


ЇЕ: 时 间 的 单位 为 ms. 
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第 15 章 复习 题 

1. un = 0.8929, ux = 3.5714, un = 13.3929 

3. (a) ”时间 x = 0.00 x = 0.20 х = 0.40 x = 0.60 x = 0.80 x = 1.00 
0.00 0.000 0 0.200 0 0.400 0 0.600 0 0.800 0 0.000 0 
0.01 0.000 0 0.200 0 0.400 0 0.600 0 0.550 0 0.000 0 
0.02 0.000 0 0.200 0 0.400 0 0.537 5 0.425 0 0.000 0 
0.03 0.000 0 0.200 0 0.384 4 0.475 0 0.346 9 0.000 0 
0.04 0.000 0 0.196 1 0.360 9 0.420 3 0.292 2. 0.000 0 
0.05 0.000 0 0.188 3 0.334 6 0.373 4 0.251 2 0.000 0 

Ф) 时间 X=—=00 r=020 х-04) х-06) х=080 х-100 

0.00 0.000 0 0.200 0 0.400 0 0.600 0 0.800 0 1.000 0 
0.01 0.000 0 0.200 0 0.400 0 0.600 0 0.800 0 0.000 0 
0.02 0.000 0 0.200 0 0.400 0 0.600 0 0.550 0 0.000 0 
0.03 0.000 0 0.200 0 0.400 0 0.537 5 0.425 0 0.000 0 
0.04 0.000 0 0.2000 0.384 4 0.4750 0.346 9 0.000 0 
0.05 0.000 0 0.196 1 0.360 9 0.420 3 0.292 2 0.000 0 


(с) 是 ;(b) 中 的 表 可 由 (a) 中 的 表 向 下 移动 得 到 。 


附录 A 练习 | 0 -1 1 
19, PERA z| 2 2 -2 
1 (a) 24 (b) 720 © 4 (а) -SY “з, У, 
3. 0297 21. ТЕЕ 5 7 
8 -1 -5 
附录 B 练 习 


a 1 3e4 一 et 
23. АЦ) = 2е 0-де" 2е' 


4е“ 
@ ( 2 6t 


19 6 
(9) ( 3 22 29. 
Зе“ – + (i/r) “т\ 
© ( t 8-1 


31. x = 3,у = 1,z = —5 
33. х= 2+ 4,у = -—-5— tz =t 
4 8 10 6 
7. (а) 180 œ | 8 16 20|] (2 | 12 
7 38 0 Pa 8 > 0 š + 
.A`=|0 —+ - 
9. (0) (м 23) Ын (i 23) мийн Яв 


35. x = -4 y =ġ z =t 
一 一 3-1 0 
п. ( Ч) n. (72) 15. 奇异 的 


一 TSin rt ket— 1 °) 
Jof s 


37. x, = 1, x; = 0, xs = 2, x, = 0 
1 


17. 非 奇 异 的 ; A- = 43 ” 


FRA HAJER 
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+ -4a 4 
1 41 一 
ас 
45. А аа à 
-4 1 34 


я. м = 6. ы = = (2), () 
. À = 0, А = 1, A 1) 5 1 


1 
49. м= ъ= -&® (1) 
51. À, = 0, À; = 4, № = —4, 
9 


53. А, = Àj = № 
2 
K, = | -—-1!, 
0 
55. Л, = 3i, № = 
1-31 
K, = 


附录 E R 分 R 
1. [а-н оа 2. f и" du = 


d 
3. [мс 


ил! 
тїї +C,n# —1 


4. [е-е +C 


” 


к 1 “ 
a" du = ——а +C 6 [snudu= -cosut C 


7. feosudu= sinu +c в. | «лийг = anu +c 


9. | вий» -cot u +C 10. | secu tan u du = secu + С 
п. fese u cot uau = —csc u + C 12. | и du = —In|cos u| + С 
13. Ё и du = In|sin u| + C 14, |» и du = In|secu + tan u| + C 
du 
15. | csc u du = In|csc u — cot uj + C 16. | ——— = sin” 5+ С 
Ма? — и? 
du 1 u 
17. z z=-tan'-+C 18. | du = - sec! -+ С 
a +u a a иуи? -а? а 
du u+a 4 
9. | +C 20 ас 
и-а и!-а! 2а |u+a 
21 ү и du = фи — 1 sin 2u + С 22. fosu au = ku + $ sin 2u + C 
ЕЕЕ м. [оние -coru -u С 
25. (чам du = —1(2 + sin?u) cos u + С 26. Б ди = 402 + cos?u) sin u + С 
27. [м ди = 3 ќап2и + In|cos u| + С 28. [е du = – } сои — In|sin и] + С 
29. (ем ди = $ sec u tan u + hlnlsecu + tan uj + С 30. | е du = — } csc u cot u + $ Inlcsc u — cot uj + C 
1 n=l f 2 l К n-i _ 
31. | sin"u du = —- x sin" lu cos u + sin" 2и du 32. | cos"u du = - cos" lu sin u + соѕ" 2u du 
n n n 
一 1 
33. [Г u du = г бап" tu 一 | ee du 34. |= du = i cot" lu 一 [о du 
_ п— 
| ‚"—? -2 一 1-2 1 
35. | sec"u du = tan u sec” Фи + —— | ѕес" ?u du 36. | csc"u du = сої u сѕс" 4u + сѕс" 2и du 
п ~ 1 п-1 п-1 n-li 
| ) sin(a — b)u sin(a + b)u sin(a — bu sin(a + b)u 
' = 一 C 38. bu du = ~ + +С 
37 Б аи sin bu du аы Aa + b) + соз au cos bu du = — p) Ja + D) 
| соѕ(а — Б)и cos(a + b)u . | 
3 b = 一 +C 40. | u du = sin u — u cos u + C 
39. | sin au cos bu du Na 5) Ha + Б) зіп и ди = 51 u cos u 
fisin udu = аена ис cos и du 


43. w cos udu = utsin u — n | w=" sin udu 


”-1 тэ 


А зіп” u cos n-i 2 
sin"u cos"u du = — + [5 24 соѕти ди 


в. |[ ucosudu = cosu живи С 42. 


път n+m 


li. - 
sin"u соѕ" 2и du 
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BL E 


45. | sin !u du = u sin™'u + V1 ~u? + C 


47. | tan tu du = utan u — b In(1 + u?) + C 


o 4 202-1 | u 1-и C 
u соѕ lu du = cos lu 一 
4 4 


49. 


ue™ du = 一 ЫГ ~ е + С 


тээсээр 
а? +b 


ил! 


| 
| 
| 
| 
下 
55. ТЕТЕ 
|: шийи = буу" К 0 ы-114С 
| me + а?) du = u In(u2 + а?) — 2u + 2a tan" 14 156 
f sinn u du = cosh u + € 
f tann u du = in cosh u + c 
| sochu du = tanh u + € 
f sech u tanh u du = sech u + C 
69. War ағай + ши + VaT + ul + C 
иа кийи = S 


——  —du= Va +u? — aln 


2 2 
q +u +a 
Мс 


иа? + и? а 
Ми? — а? du = ~ yu? — а? С -аң{+ с 


и 


и 
2 


46. 


48. 


62. 


64. 


(а? + 2и2)у/а? + и? - inu + /2 +u +C 
72. 


74. 


76. 


78. ЇЕД -а!4и = 0и" =a’ Nu? — а? 一 а ыы + Ми? – a+ С 


Ми? — а? _ a 
79. | —— —Hdu= уи? — а? — a cos™! - + С 
и и 
du 
81. [+t 
Ми? — а? 


83. 


fz [u — а? а?и 
и a и 

85. Ма? — u du =; Уа!-и! + sin"! + C 
a 


82. 


- _ mT 
cos iudu=ucos w+yl—u+cC 


242-1 u —и? 
4 


u sin іи du = 


пи + +C 
ип u 4 


2 
и 
utan lu du = 


L 71 КС 
niu — - 
an 4 一 了 


1 n 
u"e™ du = ~ и"е“* — – | u" 'e™ du 
а а 


e™ cos Би du = Жүн (a cos bu + b sin bu) + C 


_ 


du = In|In u| + C 


ulnu 
ГА п 
и" In"u du = 14 и" п" tudu, т#—1 
т+1 та! 
+ 
Inju? — а?| du = u inju? — а?| — 2и + a In|- а ЕС 
и-а 
cosh u du = sinh u + C 
coth u du = In|sinh ul + C 
cschiu du = —coth u + C 
csch u coth u du = —csch u + C 
2 2 2 2 
+ Уа? + 
[| а I “du а ти + щи + уа? + и} + C 
и и 
24 2 
n+ уа жи) + C 
a +u 2 2 
du _ Vote c 
и? афи? ази 


2042 242 
Р“ а du = -У а ПЕТЕ 


i + inu Ий а + C 


du u c 
(и? 一 a? p”? a? Vu? z t 


и“ ~ а 


4 
1 [еме Zu? du = 2 (2u? — а?) а? — u? + sn! +С 
а 


